
ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ, 2021, № 5, с. 3–12

3

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ФАЗОВО-АМПЛИТУДНЫХ ФУНКЦИЙ
В РЕНТГЕНОВСКОЙ И НЕЙТРОННОЙ РЕФЛЕКТОМЕТРИИ

© 2021 г.   Ю. А. Саламатовa, *, Е. А. Кравцовa, b, **
aИнститут физики металлов им. М.Н. Михеева УрО РАН,

Екатеринбург, 620137 Россия
bУральский федеральный университет им. Б.Н. Ельцина,

Екатеринбург, 620002 Россия
*e-mail: salamatov@imp.uran.ru
**e-mail: kravtsov@imp.uran.ru

Поступила в редакцию 22.07.2020 г.
После доработки 18.09.2020 г.

Принята к публикации 22.09.2020 г.

Рассмотрено применение метода фазово-амплитудных функций для расчета рефлектограмм, полу-
чаемых при отражении нейтронов или рентгеновских лучей от планарных наноструктур. Описаны
несколько приближений и подстановок, которые могут быть полезны для различных задач. Пока-
зано, что данным методом можно рассчитывать рефлектометрические кривые с меньшими вычис-
лительными затратами, чем в других подходах. Приведено сравнение модельных численных резуль-
татов для различных алгоритмов. Для решения обратной задачи и восстановления потенциала рас-
сеяния металлической пленки по экспериментальной интенсивности отражения применен
алгоритм Левенберга-Марквардта. Представлены экспериментальные результаты для двух систем:
пленки Al2O3//Cr(200 Å) и металлической сверхрешетки Al2O3//Cr(100 Å)/[Gd(50 Å)/Cr(11 Å)]6/
Cr(100 Å). Полученные потенциалы рассеяния позволяют сделать выводы о слоистых структурах
образцов и определить их зависимость от условий роста.
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ВВЕДЕНИЕ
Рентгеновская и нейтронная рефлектометрия

представляет собой удобный и точный метод
определения структуры тонких наноразмерных
пленок и сверхрешеток. Она основана на измере-
нии коэффициента зеркального отражения фото-
нов или нейтронов, падающих на образец под
скользящими углами падения. Для типичных
длин волн (единицы ангстрем) эти углы достаточ-
но малы – не превышают 10° относительно по-
верхности. Особенно активно рефлектометрия
применяется для изучения металлических много-
слойных наноструктур, обладающих необычны-
ми электрическими и магнитными свойствами и
составляющих элементную базу квантовой нано-
спинтроники. Рефлектометрия позволяет опре-
делить такие характеристики, как толщины и
плотности слоев отдельных элементов и сплавов,
вид переходных областей между слоями, шерохо-
ватость поверхности и межслойных границ. Ре-
флектометрия является неразрушающим мето-

дом и никак не изменяет свойства образца. Все
это обусловило довольно широкое применение
данного подхода как в фундаментальных иссле-
дованиях свойств многослойных пленок, так и
для текущей аттестации качества изготавливае-
мых образцов.

Математическая обработка рефлектометриче-
ского эксперимента заключается в анализе зави-
симости интенсивности зеркального отражения
рентгеновских лучей от величины изменения
волнового вектора. Углы падения, в отличие от
углов падения при дифракции, очень малы –
примерно 0°–5° относительно поверхности об-
разца (для наиболее широко используемых длин
волн 1–10 Å). Такие углы часто называют углами
скольжения. Малость углов скольжения приво-
дит к тому, что показатель преломления рентге-
новских лучей, хоть он и отличается от единицы
на величину порядка 10–5, начинает играть замет-
ную роль и полностью определяет наблюдаемую
картину интенсивности отражения.
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Следует отметить, что показатель преломле-
ния для рентгеновских лучей и нейтронов мень-
ше единицы, что означает, что воздух или вакуум
оказываются оптически более плотными среда-
ми, чем материал образца. Это приводит к явле-
нию полного внешнего отражения, когда ниже
некоторого угла, называемого критическим, лучи
почти полностью отражаются от поверхности.
Коэффициент отражения в этой области пример-
но равен единице. Слабое проникновение пер-
вичного пучка в образец все же есть, это обуслов-
лено ненулевой мнимой частью потенциала
взаимодействия, который линейно связан с квад-
ратом показателя преломления.

Зависимость показателя преломления от глу-
бины проникновения в образец описывает струк-
туру многослойной пленки. Зная эту функцию,
можно определить последовательность слоев в
пленке, их оптические характеристики, толщины
и плотность, характер межслойного перемешива-
ния. Для удобства чаще ищут не показатель пре-
ломления, а непосредственно численные значе-
ния указанных параметров. Эти значения позво-
ляют при необходимости построить показатель
преломления как функцию глубины. Минус дан-
ного подхода заключается в том, что особенно-
сти, не учтенные в слоистой модели пленки, не
будут корректно определены. Показатель пре-
ломления позволяет описать любую структуру, не
обязательно слоистую.

Существует несколько способов расчета ин-
тенсивности отражения по известному показате-
лю преломления или набору параметров слоев.
Абеле [1] связал эти величины с коэффициентами
отражения и прохождения посредством оптиче-
ских матриц размерности 2 × 2, которые рассчи-
тываются для каждого слоя, затем перемножают-
ся между собой, и из полной оптической матрицы
определяются искомые коэффициенты. Если по-
казатель преломления изменяется непрерывно,
то образец разбивается на множество слоев, до-
статочно тонких, для того чтобы считать показа-
тель преломления постоянным в пределах одного
слоя. Соответственно, увеличивается количество
оптических матриц, и существенно возрастают
вычислительные затраты.

Парратт [2] предложил рекуррентные соотно-
шения, которые позволяют последовательно рас-
считать коэффициенты отражения и прохожде-
ния для всех слоев и для полной структуры. Здесь
также используется разбиение образца на тонкие
слои с постоянным показателем преломления.
Поэтому алгоритм тоже требует много вычисли-
тельного времени в случае большого количества
слоев.

Подходы Абеле и Парратта дают точное реше-
ние задачи рефлектометрии во всем диапазоне уг-
лов. Они относятся к динамической теории рас-

сеяния и учитывают взаимодействие отраженной
волны с атомами пленки, так называемое много-
кратное рассеяние. Это явление особенно суще-
ственно вблизи области полного внешнего отра-
жения, т.е. при углах, близких к критическому.
В динамической теории рассеяния показатель
преломления и интенсивность рассеяния связа-
ны нелинейными соотношениями, поэтому алго-
ритмы Абеле и Парратта не допускают простого
обращения. Обратная задача решается различны-
ми методами оптимизации.

Если достаточно рассмотреть отражение вдали
от критического угла, можно применить кинема-
тическую теорию, которая не учитывает много-
кратное рассеяние [3, 4]. Его рассматривают как
возмущение и считают малым по сравнению с ам-
плитудой падающей волны. По сути кинематиче-
ская теория является первым порядком теории
возмущений, поэтому ее иногда называют бор-
новским приближением в рефлектометрии. Для
кинематической теории предложено несколько
корректировок и более сложных аппроксимаций,
которые существенно улучшают ее точность
вблизи критического угла [4]. Подробное описа-
ние этих аппроксимаций, пределов их примени-
мости и связи с точным решением в динамиче-
ской теории можно найти в [3] и более широком
обзоре [5]. Там же рассматриваются причины не-
линейности уравнений динамической теории и
условия, когда этой нелинейностью можно пре-
небречь, упростив расчеты.

Кинематическое приближение сводится к ли-
нейному интегральному уравнению Фредгольма
первого рода, которое может быть решено путем
прямого обращения интегрального оператора,
при необходимости можно использовать методы
регуляризации [6]. Таким образом, в кинематиче-
ской теории возможно полностью модельно-не-
зависимое решение, но, к сожалению, не все ее
модификации допускают обращение интеграль-
ного оператора. Кинематическое приближение
может быть использовано только вдали от обла-
сти полного внешнего отражения, но там коэф-
фициенты отражения для различных потенциа-
лов могут быть очень близки и практически
неразличимы. Из-за этого иногда невозможно
однозначно интерпретировать решение, полу-
ченное в рамках кинематического подхода.

В настоящей работе рассматривается метод
расчета интенсивности отражения в рефлекто-
метрии, основанный на использовании фазово-
амплитудных функций [7, 8]. Он заключается в
решении нелинейного дифференциального урав-
нения первого порядка для коэффициента отра-
жения. Такой подход требует меньше вычисли-
тельных ресурсов, чем матричный формализм
Абеле и рекуррентные соотношения Парратта.
Уравнение точное, оно соответствует динамиче-
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ской теории. Рассмотрены несколько приближе-
ний и подстановок, которые могут быть полезны
в различных ситуациях. Показано, что метод ока-
зывается достаточно эффективным для анализа
экспериментальных данных рентгеновской ре-
флектометрии и позволяет получить зависимость
показателя преломления от глубины как для про-
стой, так и для более сложной многослойной си-
стемы – сверхрешетки. Уравнение для использо-
вания в нейтронной рефлектометрии аналогично
и отличается только видом потенциала рассеяния.

ТЕОРИЯ МЕТОДА

В основе метода лежит представление о так на-
зываемой фазовой функции  которая имеет
простой и наглядный физический смысл [7]. При
заданном центральном потенциале значение этой
функции в некоторой точке r является фазой рас-
сеяния на части потенциального барьера, заклю-
ченного в сфере радиуса r. Фаза рассеяния  на
всем потенциальном барьере определяется как
предел  Фазовая функция удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению Риккати,
которое называется фазовым уравнением. Фазо-
вая функция характеризует эффект действия по-
тенциала и равна нулю, если равен нулю потен-
циал.

Задача описания отражения рентгеновских лу-
чей от металлических пленок представляет собой
вариант одномерной задачи о взаимодействии ча-
стицы (нейтрона или рентгеновского фотона) с
потенциальным барьером (ядерной или элек-
тронной структурой отражающего слоя). Волно-
вое уравнение в этом случае имеет вид (в случае
рентгеновских лучей волновая функция имеет
смысл напряженности электрического поля ):

(1)

Волновая функция представляется в виде супер-
позиции падающей и отраженной волн:

(2)

Подставляя это выражение в уравнение (1) и про-
ведя преобразования [7], можно получить уравне-
ние для амплитуды отраженной волны  в
форме фазового уравнения:

(3)

Граничное условие  соответствует от-
сутствию отраженной волны за потенциальным
барьером.
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Описанный выше подход к решению задачи
одномерного прохождения через барьер иногда
называется методом амплитудных функций [9].
В указанной работе также получено уравнение,
аналогичное (3), и предложено использовать ме-
тод Рунге-Кутты для его численного решения.
Рассматривается применение к задачам рассея-
ния нуклонов на ядрах атомов, и анализируются
теоретические задачи с потенциалами различных
видов.

Фазовое уравнение (3) довольно широко при-
меняют в самых разнообразных теоретических и
прикладных задачах квантовой механики. В [10, 11]
использован иной вид фазового уравнения, с ло-
гарифмической производной показателя прелом-
ления и эйконалом. В этом случае несколько
упрощается поиск аналитических решений для
ряда задач оптики, в основном с нормальным па-
дением луча на слоистую среду. Авторы [12] в до-
статочно общем виде обсуждают возможность
сведения уравнения Шредингера (1) к уравнению
Риккати и находят собственные значения и век-
торы для различных потенциалов. Уравнение (3)
также может быть сведено к форме уравнения
Риккати. Данное уравнение может быть исполь-
зовано в случае нелокальных потенциалов и по-
тенциалов, зависящих от импульса [7]. Метод
позволяет решать задачи поиска стационарных и
квазистационарных состояний (мнимые значе-
ния ) и туннелирования (например, при прово-
димости квантовых нитей) [13]. Та же группа ав-
торов [14], рассматривая нелокальные потенциа-
лы, приводит (3) к интегро-дифференциальному
уравнению Вольтерры первого рода для амплиту-
ды рассеяния и применяет его для поиска стаци-
онарных состояний в нейтральном атоме водоро-
да и его отрицательном ионе.

К фазовому уравнению можно также прийти,
начиная не с уравнения Шредингера, а с рекур-
рентных соотношений для амплитуд прохожде-
ния и отражения [15]. Потенциал для этого разби-
вается на малые интервалы. Тогда коэффициент
отражения можно представить в виде бесконеч-
ной дроби. Если уменьшить длину интервалов
разбиения до нуля, то рекуррентные соотноше-
ния в пределе переходят в уравнение Риккати,
аналогичное (3). Другие авторы [16] комбиниру-
ют радиальное уравнение Шредингера и выраже-
ние для логарифмической производной волновой
функции, получая уравнение Риккати. Затем, ис-
пользуя метод вариации постоянных, выводят
фазовое уравнение, аналогичное (3). В [17] эти же
авторы получают фазовые уравнения уже в рам-
ках суперсимметричной квантовой механики.

Довольно глубокой связи между уравнением
Шредингера, фазовым уравнением и уравнением
Риккати посвящены отдельные работы (напри-
мер, [18]), в которых свойства этих уравнений

k
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рассматривают с математической точки зрения.
Этой связи придают даже несколько философ-
ский смысл. Так, в [19] утверждают, что есть не-
которое противоречие между описанием явлений
макромира, которым соответствуют преимуще-
ственно нелинейные уравнения, и квантового
микромира, основным уравнением которого яв-
ляется линейное уравнение Шредингера. Но по-
следнее может быть сведено к нелинейному квад-
ратичному уравнению Риккати, что позволяет
связать две теории. У этой связи есть свои плюсы.
Во-первых, уравнение Риккати допускает линеа-
ризацию, что позволяет получить аналог принци-
па суперпозиции, важного для квантовой меха-
ники. Во-вторых, нелинейные уравнения часто
бывают более наглядными, чем линейные, и от-
ражают сильную зависимость решения от началь-
ных условий. В-третьих, как уже было сказано
выше, уравнения первого порядка, даже нели-
нейные, решаются проще, чем уравнения второго
порядка. Все это свидетельствует о большой зна-
чимости нелинейных уравнений типа (3), как для
теоретического анализа явлений, так и для прак-
тических расчетов. В [19] показана связь уравне-
ния Риккати со многими физическими система-
ми, как квантовыми, так и классическими. Автор
применяет его даже к достаточно экзотическим
задачам, типа поиска пифагоровых троек и кос-
мологического поведения Вселенной.

Таким образом, настоящая работа призвана
дополнить этот широкий спектр исследований,
посвященный фазовому уравнению и его пред-
ставлению в форме уравнения Риккати, и дать
последовательный вывод для применения метода
фазово-амплитудных функций в прикладных
экспериментальных областях – рентгеновской и
нейтронной рефлектометрии.

ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧАМ 
РЕФЛЕКТОМЕТРИИ

При непосредственном рассмотрении уравне-
ния (3) предполагают нормальное падение волны
на потенциальный барьер, т.е. пучок рентгенов-
ских лучей или нейтронов должен падать на плен-
ку перпендикулярно ее поверхности. На самом
деле рефлектометрия имеет дело со скользящими
углами падения. В этом случае в отражении от ба-
рьера участвует лишь нормальная составляющая
волнового вектора. Тогда в уравнении (3)

 где  – угол падения, отсчитанный
от поверхности пленки,  – длина волны рентге-
новского либо нейтронного излучения. Вводя
обозначение  получим  В ре-
флектометрии также часто используют величину

 которая имеет смысл нормальной компо-
ненты изменения волнового вектора при отраже-

2 sin ,k = π λ θ θ
λ

0 2 ,k = π λ 0 sin .k k= θ

2 ,q k=

нии. В дальнейшем будем использовать именно
такую нотацию.

В случае рентгеновской рефлектометрии по-
тенциал взаимодействия  связан с рентгено-
оптическими характеристиками вещества следу-
ющим соотношением [4]:

(4)

где  и  – действительные функции, зави-
сящие от длины волны и описывающие прелом-
ление и поглощение соответственно. Их числен-
ные значения для различных материалов и длин
волн могут быть найдены в справочных таблицах
или на интернет-ресурсах [20]. Видно, что потен-
циал взаимодействия для рентгеновских лучей
является, в общем случае, комплексным, что от-
ражает наличие поглощения в материале. Анало-
гичную связь потенциала и показателя преломле-
ния можно найти также в [19].

При определении начального условия к урав-
нению (3) предполагали, что слева и справа от
пленки находится вакуум. В случае рефлектомет-
рии это соответствовало бы изолированной ме-
таллической пленке. К сожалению, такие пленки
слишком тонки, чтобы они могли существовать
сами по себе. Их всегда синтезируют на подлож-
ках, очень толстых (~10–3 м) по сравнению с ха-
рактерными толщинами пленок (~10–9–10–8 м), и
их можно рассматривать как полубесконечную
среду с одной стороны пленки. Это приводит к
тому, что за исследуемой структурой пленки тоже
возникает отраженная от подложки волна, и
именно ее амплитуда должна быть взята в каче-
стве граничного условия для уравнения (3).

Амплитуда отражения от поверхности среды с
показателем преломления  описывается форму-
лой Френеля [4]:

(5)

Тогда начальное условие в уравнении (3) для за-
данного  будет иметь вид  Анало-
гичное условие предложено использовать в [21],
хотя прямое применение к рефлектометрическим
задачам там не рассматривают.

Для дальнейшего анализа удобно свести (3) к
уравнению Риккати – простыми алгебраически-
ми преобразованиями, после которых получаем:

(6)

При таком виде уравнения становится очевид-
ным физический смысл каждого слагаемого.
Свободный член описывает первичное взаимо-

( )V x

( )( )22
0( ) 1 1 ( ) ( ) ,V x k x i x= − − δ − β

( )xδ ( )xβ

n

2 2 2
0

F 2 2 2
0

cos( ) .
cos

n k k nr k
n k k n

− − θ=
+ − θ

k F( , ) ( ).NB k x r k=

( ) ( )
2( )exp( 2 )

( ) ( )
2

( ) ( )exp(2 )( ) .
2

V x ikxd B x B x
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ik ik
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действие падающей волны с атомной структурой
пленки. Линейный по  член – взаимодей-
ствие отраженной волны с атомной структурой –
связан с многократными отражениями от границ
внутри пленки. Наконец, квадратичный член
позволяет корректно учесть эффект полного
внешнего отражения.

Для проверки численного решения уравне-
ния (3) проведем расчет для простейшей рефлек-
тометрической задачи: пленка хрома толщиной
200 Å на подложке из сапфира Al2O3, длина волны
падающего пучка 1.79 Å, что соответствует сред-
невзвешенной линии  излучения кобальта.
Аналогичный расчет был осуществлен и методом
Парратта. Результаты показаны на рис. 1. По оси
ординат отложен коэффициент отражения  =

=  =  Видно, что расчетные кри-
вые, полученные двумя методами, хорошо совпа-
дают. Отклонение в точке не превышает 6.6%,
полное несоответствие двух кривых составляет
0.14%. Эти расхождения, по-видимому, объясня-
ются особенностями программной реализации
двух алгоритмов, поскольку уравнение (3) полу-
чено без каких-либо приближений, и неточности
могут возникать только во время его численного
решения.

Теперь предположим, что  Это усло-
вие выполняется вдали от области полного внеш-
него отражения, при больших k. Тогда можно
пренебречь квадратичным и линейным членом.
Уравнение (6) принимает вид:

(7)

( )B x

Kα

( )R q

( )2 ,0B k ( ) 2 .B q

( ) 1.B x !

( )( ) exp(2 ).
2

V xd B x ikx
dx ik

= −

Уравнение может быть решено путем разделения
переменных. Для потенциала произвольного ви-
да имеем:

(8)

Это соответствует выражению в кинематической
теории [4], здесь никак не учитывается многократное
рассеяние. Потенциал взаимодействия показан на
рис. 2. На рис. 3 представлен результат расчета от-
ражения по формуле (8) в сравнении с решением
точного уравнения (6). Модельная система –
металлическая сверхрешетка Al2O3//Cr(100 Å)/
[Gd(50 Å)/Cr(11 Å)]6/Cr(75 Å)/Cr2O3(25 Å).

Приближенное решение удовлетворительно
совпадает с точным при  где  соответ-
ствует критическому углу для данной системы.
В этой области оправдано использование опи-
санного приближения. При меньших  наблюда-
ется смещение пиков влево. Здесь нельзя прово-
дить количественный анализ и определять ха-
рактеристики системы, поскольку возникнет
большая погрешность. Но качественно оценить
поведение интенсивности вполне возможно.
Приближение нельзя использовать при 
поскольку в этот участок интенсивности суще-
ственный вклад дает именно многократное отра-
жение. Таким образом, в методе фазово-ампли-
тудных функций легко получить кинематическое
приближение для рентгеновской и нейтронной
рефлектометрии.

Качество приближения можно существенно
улучшить, если, по-прежнему полагая 
пренебречь только квадратичным членом в урав-
нении (6). Тогда

1( ) ( )exp(2 ) .
2

B x V x ikx dx
ik

= − 

с,10q q> сq

q

с,2q q<

( ) 1,B x !

Рис. 1. Рефлектометрическая кривая для системы
Al2O3//Cr(200 Å), рассчитанная с использованием
двух алгоритмов: Парратта (кривая); метод фазово-
амплитудных функций (точки).
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Рис. 2. Потенциал взаимодействия системы
Al2O3//Cr(100 Å)/[Gd(50 Å)/Cr(11 Å)]6/Cr(75 Å)/
Cr2O3(25 Å), глубина отсчитывается от подложки.
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САЛАМАТОВ, КРАВЦОВ

(9)

Это линейное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка. Оно может быть решено аналити-
чески [22] путем введения интегрирующего мно-
жителя  где  Общий
вид решения:

(10)

где  – постоянная интегрирования, определяе-
мая из начальных условий. Расчет в данном при-
ближении для указанной выше сверхрешетки в
сравнении с точным решением приведен на рис. 4.

Данное приближение хорошо совпадает с ре-
шением точного уравнения практически во всем
диапазоне значений q. Исключение составляет
область вблизи критического угла, в которой за-
метно влияние отброшенного квадратичного чле-
на. При  возникает острый пик, не имею-
щий физического смысла. Сходные пики в этой
области появляются при расчете интенсивности
методом искаженных волн [3, 5]. В обзоре [5]
представлено еще несколько приближенных ме-
тодов, но практически все они не вполне кор-
ректно описывают область полного внешнего от-
ражения в случае сложных систем с большим ко-
личеством переходных областей между слоями.
Для некоторых потенциалов хороший результат в
этой области дает приближение взвешенной су-
перпозиции, но его расчетная формула суще-

( ) ( )( ) ( )exp(2 )( ) ( ) .
2

V x V x ikxd B x B x
dx ik ik

= − + −

( ) exp ( ) ,F x ik ( ) ( ) .F x V x dx= 

( )
2

( ) exp ( )
2

1( )exp 2 ( ) ,
2

i iB x F x
k k

V x ik x F x dx C
k

= ×

    × − +       
C

сq q=

ственно сложнее уравнения (9). Приближение,
описываемое данным уравнением, можно ис-
пользовать для количественного анализа данных
при  что вполне достаточно для боль-
шинства рефлектометрических задач.

Рассмотрим несколько подстановок, которые
позволяют получить иные формы уравнения (3).
Будем искать решение в виде 
где  – комплексная функция. После преобра-
зований уравнение (3) примет вид:

(11)

Эту компактную форму удобно использовать в
нейтронной рефлектометрии, поскольку потен-
циалы там преимущественно действительные
вследствие очень слабого поглощения тепловых
нейтронов в веществе. Численное решение урав-
нения (11) при некоторых  может давать боль-
шую погрешность. Это связано с особенностями
косинуса комплексного аргумента – он периоди-
чен, но может принимать сколь угодно большие
значения. Погрешность можно уменьшить, если
использовать методы интегрирования с перемен-
ным шагом. При малых  уравнение (11) устойчиво
интегрируется и с постоянным шагом. Это также
упрощает его использование в нейтронной рефлек-
тометрии, поскольку там диапазоны k, как правило,
меньше, чем в случае рентгеновской рефлектомет-
рии и обычно не превышают 0.05–0.1 Å–1.

Комплексное уравнение (3) можно свести к
системе двух действительных уравнений. Пусть

 =  где  и  – действи-
тельные функции. Тогда получаем систему для их
определения:

с,1.5q q>

( )( ) exp 2 ( ) ,B x i x= θ
( )xθ

[ ]21( ) ( )cos ( ) .d x V x x kx
dx k

θ = θ −

k

k

( )B x ( )( )exp 2 ( ) ,G x i xθ ( )G x ( )xθ

Рис. 3. Решение точного уравнения (6) (сплошная ли-
ния) и приближение, описываемое уравнением (7)
(штриховая линия).
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Рис. 4. Решение точного уравнения (6) (сплошная ли-
ния) и приближение, описываемое уравнением (9)
(штриховая линия).

100

102

10–4

10–2

10–6

10–8

R

0.10 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
q, Å–1



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 5  2021

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ФАЗОВО-АМПЛИТУДНЫХ ФУНКЦИЙ 9

(12)

Здесь для наглядности опущены аргументы функ-
ций, введено обозначение  ком-
плексный потенциал представлен в виде 
Решением системы являются непосредственно
модуль и фаза отраженной волны. Наблюдаемую
интенсивность можно рассчитать как 
без использования фазы. Полагая  легко
использовать приближения, рассмотренные вы-
ше для уравнения (6). Система (12) также суще-
ственно упрощается в случае действительных по-
тенциалов, используемых в нейтронной рефлек-
тометрии.

В виде системы можно представить и уравне-
ние (11), если заменить  где 
и  – действительные функции. Они изменя-
ются плавно, что несколько улучшает точность
численных расчетов при больших значениях k.
Система в этом случае имеет вид:

(13)

Здесь также опущены аргументы функций, введе-
но обозначение  При равном шаге инте-
грирования система уравнений (13) достаточно
устойчиво решается в больших диапазонах  по
сравнению с уравнением (11) – до 0.15–0.2 Å–1.

Итак, показано, что метод фазово-амплитуд-
ных функций позволяет рассчитывать коэффи-
циент отражения по известному потенциалу,
причем можно использовать различные прибли-
жения и формы уравнений. Но при обработке
эксперимента возникает обратная задача – зная
зависимость интенсивности от угла падения,
нужно определить потенциал взаимодействия и
характеристики слоистой структуры образца.
К сожалению, представленные уравнения не до-
пускают непосредственного обращения в силу
нелинейности исходной задачи. Для поиска по-
тенциала рассеяния можно использовать различ-
ные методы спуска, например, алгоритм Левен-
берга-Марквардта [23].

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ АПРОБАЦИЯ
Проверим применимость метода фазово-ам-

плитудных функций для анализа эксперимен-
тальных данных рентгеновской рефлектометрии.
Для этой цели был изготовлен образец металли-
ческой пленки, аналогичный рассматриваемой

выше модели, Al2O3//Cr(200 Å). Синтез образца
проводили в Институте физики металлов УрО РАН
(г. Екатеринбург) на установке молекулярно-лу-
чевой эпитаксии “Катунь-С”. Подложка размером
15 × 15 мм2 вырезана в ориентации R-плоскости
(кристаллографическая плоскость , совпа-
дающая с поверхностью). Для очистки от загряз-
нений подложку промывали в изопропиловом
спирте в ультразвуковой ванне в течение 2 мин,
остатки спирта удаляли деионизированой водой.
Затем подложку прокаливали в вакууме до 900°С.
Хром напыляли из эффузионной ячейки при тем-
пературе подложки 350°С, чтобы увеличить ко-
эффициент поверхностной диффузии и обеспе-
чить бездефектный рост пленки. Давление оста-
точных газов в камере роста во время синтеза
составляло 10–7 Па.

Рефлектометрические кривые измеряли также
в Институте физики металлов УрО РАН на ди-
фрактометре PANalytical Empyrean Series 2 в гео-
метрии параллельного пучка с использованием
излучения CoKα (длина волны  Å). Парал-
лельный пучок формировали с помощью парабо-
лического зеркала Si/W, высота пучка на образце,
задаваемая системой щелей, составляла 0.05 мм.
Экспериментальные данные были обработаны
методом фазово-амплитудных функций с исполь-
зованием алгоритма Левенберга-Марквардта, на-
чальное приближение было выбрано с учетом но-
минальной толщины слоя Cr. При обработке экс-
перимента также применяли коррекцию при
условии, что при малых углах падения засвечива-
емое пучком пятно больше, чем размер образца [24].
Этот эффект снижает интенсивность полного
внешнего отражения по сравнению с теоретиче-
ской за счет потери части первичного пучка, по-
падающей мимо образца. На экспериментальных
рефлектометрических кривых это проявляется
как спад интенсивности в самых малых углах.

Экспериментальные данные и результат обра-
ботки для образца Al2O3//Cr(200 Å) представлены
на рис. 5 и 6. Относительное отклонение расчет-
ной рефлектометрической кривой от экспери-
ментальной на рис. 5 составляет 1.6%. Относи-
тельная погрешность значения потенциала в
каждой точке не превышает этого значения. Учи-
тывая величину погрешности, можно сказать, что
в области от 0 до 160 Å потенциал является посто-
янным или меняется слабо, что соответствует не-
большим вариациям плотности слоя чистого хро-
ма, возникающим в процессе синтеза. Высокоча-
стотные осцилляции и скачок вблизи подложки
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являются следствием ограниченного диапазона
величины  и зашумления экспериментальной
интенсивности. Они не несут структурной ин-
формации, их величина не превышает относи-
тельной погрешности. Спад потенциала в диапа-
зоне от 0 до 10 Å связан с шероховатостью подлож-
ки. Спад в хвосте кривой обусловлен наличием на
поверхности пленки окисленного слоя Cr2O3 тол-
щиной примерно 16 Å. В конце диапазона (т.е. на
поверхности пленки) потенциал должен обра-
щаться в ноль. Но ввиду плохой обусловленности
обратной задачи рефлектометрии, нулевые или
очень малые величины определяются с очень

q

большой погрешностью. Этим объясняется ска-
чок потенциала вблизи поверхности пленки.

Результаты, полученные методом фазово-ам-
плитудных функций, сравнивали с результатами,
полученными методом Парратта с использовани-
ем коммерческой программы X'pert Reflectivity,
поставляемой в комплекте с дифрактометром.
Согласно обработке методом Парратта, толщина
слоя Cr составляет 163 Å, толщина Cr2O3 13 Å. Это
находится в хорошем соответствии с приведен-
ным выше анализом потенциала рассеяния. Об-
щая толщина пленки совпадает в пределах по-
грешности в обоих подходах и составляет 176 Å.
Полученную толщину пленки использовали для
калибровки скорости напыления хрома на уста-
новке молекулярно-лучевой эпитаксии.

Также был изготовлен образец металлической
сверхрешетки Al2O3//Cr(100 Å)/[Gd(50 Å)/Cr(11 Å)]6/
Cr(100 Å). Использовали аналогичную подложку
и методику подготовки. Гадолиний и хром напы-
ляли из эффузионных ячеек. Синтез буферного
слоя хрома проводили при температуре подложки
350°С, все последующие слои напыляли при ком-
натной температуре, чтобы подавить диффузию
компонентов и перемешивание слоев. Для услож-
нения структуры образца и проверки возможно-
сти ее аттестации предлагаемым методом был
имитирован отказ оборудования – уменьшение
температуры эффузионной ячейки хрома в про-
цессе напыления до такого значения, при кото-
ром рост слоя невозможен. Температура ячейки
была восстановлена при напылении закрываю-
щего слоя хрома, чтобы предотвратить окисление
гадолиния.

Эксперимент по рентгеновской рефлектомет-
рии проводили в тех же условиях, что и для
предыдущего образца. Результаты представлены
на рис. 7 и 8. Относительное отклонение расчет-
ной кривой от экспериментальной составляет
2.5%. На рис. 8 видно, что в первых трех периодах
сверхрешетки (считая от подложки) есть замет-
ные слои хрома, а в последних трех хром практи-
чески отсутствует. Эта часть пленки представляет
собой слой гадолиния с небольшими добавками
хрома. Это приводит к видимому отсутствию
брэгговских пиков на рефлектометрической кри-
вой, соответствующих сверхрешетке. На самом
деле брэгговские пики есть, но из-за несовершен-
ства структуры они слабы, а начиная со второго
порядка затухают совсем.

Анализ потенциала рассеяния дает возмож-
ность определить, что после падения температу-
ры ячейки вместо роста слоев происходит лишь
образование очень малых кластеров хрома в тол-
стом слое гадолиния. При расчете только харак-
теристик слоев это было бы сделать сложнее,
поскольку необходимо моделировать кластерно-
слоистую структуру. А предположить ее суще-
ствование можно, только заранее зная об измене-

Рис. 5. Экспериментальная рефлектометрическая
кривая (точки) образца Al2O3//Cr(200 Å) и ее аппрок-
симация в результате решения (линия).
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Рис. 6. Потенциал взаимодействия для образца
Al2O3//Cr(200 Å), рассчитанный методом фазово-ам-
плитудных функций, глубина отсчитывается от под-
ложки.
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ниях строения образца в результате отказа обору-
дования.

Скорость расчета рефлектометрической кри-
вой методом фазово-амплитудных функций при-
мерно в два раза выше, чем при использовании
формализма оптических матриц. Это связано с
тем, что нет необходимости проводить вычисле-
ние элементов и перемножение большого коли-
чества матриц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе было рассмотрено применение метода

фазово-амплитудных функций для решения при-

кладных экспериментальных задач рефлектомет-
рии. Показано, что нелинейное дифференциаль-
ное уравнение метода можно свести к линейному
в рамках различных приближений и получить его
аналитическое решение. Исходное уравнение не
имеет аналитического решения для потенциала
общего вида. Приведены несколько подстановок,
позволяющих представить уравнение в более
компактном виде или в форме системы действи-
тельных уравнений. Рефлектометрические кри-
вые, рассчитанные методом фазово-амплитуд-
ных функций, хорошо совпадают с данными,
полученными с использованием алгоритма Пар-
ратта и формализма оптических матриц. Про-
граммно реализован метод решения обратной за-
дачи (определение потенциала рассеяния по из-
вестной зависимости интенсивности от угла
падения) на основе алгоритма Левенберга-Марк-
вардта. Для проверки возможности решения об-
ратной задачи использованы экспериментальные
данные для двух образцов. Для тонкой пленки
хрома из анализа потенциала выведены толщины
слоя хрома и окисленного слоя на поверхности.
Эти величины с хорошей точностью совпали со
значениями, полученными при обработке с ис-
пользованием алгоритма Парратта. Потенциал
для сверхрешетки Gd/Cr четко отражает измене-
ния в структуре образце, возникшие в результате
имитации отказа оборудования во время синтеза. 

Таким образом, предлагаемый метод может
быть достаточно эффективен как для исследова-
ния структурных свойств образцов, так и для их
аттестации. Плюсом метода фазово-амплитудных
функций можно также считать более высокую
скорость расчетов.
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Application of the Method of Phase-Amplitude Functions
in X-Ray and Neutron Reflectometry

Yu. A. Salamatov1, *, E. A. Kravtsov1, 2, **
1Miheev Institute of Metal Physics of Ural Branch RAS, Ekaterinburg, 620137 Russia

2Yeltsin Ural Federal University, Ekaterinburg, 620002 Russia
*e-mail: salamatov@imp.uran.ru
**e-mail: kravtsov@imp.uran.ru

The application of the method of phase-amplitude functions for calculating the X-ray or neutron reflectivity
from planar nanostructures is considered. Several approximations and substitutions are described, which can be
useful for different problems. It is shown that this method can be used to calculate reflection curves with lower
computational costs than in other approaches. Comparison of model numerical calculations for various algorithms
is presented. The Levenberg-Marquardt algorithm is used to solve the inverse problem and reconstruct the scatter-
ing potential of a metal film from the experimental reflection intensity. Experimental results are presented for two
systems: Al2O3//Cr(200 Å) film and Al2O3//Cr(100 Å)/[Gd(50 Å)/Cr(11 Å)]6/Cr(100 Å) metal superlattice.
The obtained scattering potentials allow us to draw conclusions about the layered structures of the samples
and determine their dependence on growth conditions.

Keywords: neutron and X-ray reflectometry, multilayer nanoheterostructures, superlattice, scattering potential,
nonlinear differential equation, Riccati equation, Runge-Kutta method, Levenberg-Marquardt algorithm.
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