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лучения в условиях многократного рассеяния. Продемонстрировано усиление влияния многократного
рассеяния на спектрально-угловую плотность излучения как при увеличении толщины мишени, так и при
уменьшении энергии релятивистских электронов. Показано существенное влияние асимметрии отраже-
ния поля электрона относительно поверхности мишени на спектрально-угловую и угловую плотности па-
раметрического рентгеновского излучения в условиях сильного многократного рассеяния.

Ключевые слова: монокристалл, параметрическое рентгеновское излучение, многократное рассеяние,
пучок релятивистских электронов.
DOI: 10.31857/S1028096021060029

ВВЕДЕНИЕ
Параметрическое рентгеновское излучение

(ПРИ) возникает вследствие рассеяния кулонов-
ского поля релятивистского электрона на систе-
мах параллельных атомных плоскостей кристалла
[1–3]. В настоящее время существуют кинемати-
ческий [4, 5] и динамический [2, 3] подходы для
описания ПРИ. В отличие от динамического ки-
нематического подхода учитывает взаимодей-
ствие каждого атома только с первичной или пре-
ломленной волной в монокристалле, т.е. прене-
брегают взаимодействием атома с волновым
полем, которое создается в монокристалле в ре-
зультате совокупного рассеяния на других атомах.
Существенный прогресс в описании ПРИ реля-
тивистских электронах в монокристаллах достиг-
нут в динамическом подходе [6, 7]. Ярким под-
тверждением объективности и целесообразности
использования динамической теории ПРИ явля-
ется экспериментальное наблюдение пика пара-
метрического рентгеновского излучения вдоль
скорости релятивистского электрона [8], кото-
рый не предсказывает кинематическая теория.

Дальнейшее развитие динамической теория
параметрического рентгеновского излучения ре-
лятивистского электрона в монокристалле в гео-
метрии рассеяния Лауэ и Брэгга было представле-
но в [9, 10] в общем случае асимметричного отно-
сительно поверхности мишени отражения поля
электрона, когда система параллельных отража-
ющих слоев мишени может располагаться под
любым заданным углом к поверхности мишени.
Теория когерентного рентгеновского излучения
для пучков релятивистских электронов в моно-
кристалле в геометрии рассеяния Лауэ была
развита в [11], где было показано влияние расхо-
димости пучка релятивистских электронов на ко-
герентное рентгеновское излучение. В [12] дина-
мическую теорию когерентного рентгеновского
излучения расходящегося пучка релятивистских
электронов, генерируемого в монокристалличе-
ской пластине в геометрии рассеяния Лауэ, рас-
сматривали в условиях многократного рассеяния
падающих частиц. Показаны условия, при кото-
рых вкладом дифрагированного тормозного из-
лучения можно пренебречь.
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Настоящая работа посвящена исследованию
спектрально-угловых характеристик ПРИ, воз-
буждаемого пучком релятивистских электронов,
пересекающих монокристаллическую пластинку
в геометрии рассеяния Брэгга, с учетом много-
кратного рассеяния на атомах мишени. Для учета
многократного рассеяния использован традици-
онный метод усреднения спектрально-угловой и
угловой плотностей излучения по расширяюще-
муся пучку электронов с прямолинейными траек-
ториями. Исследовано влияние многократного
рассеяния и асимметрии отражения поля элек-
трона относительно поверхности мишени на
спектрально-угловую плотность ПРИ.

ГЕОМЕТРИЯ ПРОЦЕССА ИЗЛУЧЕНИЯ

Рассмотрим пучок релятивистских электро-
нов, пересекающих монокристалл в геометрии
рассеяния Брэгга (рис. 1). Введем угловые пере-
менные   и  в соответствии с определением
скорости выделенного в пучке релятивистского
электрона  и единичных векторов:  – в направ-
лении импульса фотона, излученного вблизи на-
правления вектора скорости электрона, и ng –
в направлении рассеяния Брэгга:

(1)

где  – угол излучения, отсчитываемый от оси де-
тектора излучения   – угол отклонения рас-
сматриваемого электрона в пучке, отсчитывае-
мый от оси электронного пучка   – угол
между направлением распространения падающе-
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го фотона и осью   – фактор Ло-
ренца электрона. Угловые переменные рассмат-
ривают в виде суммы составляющих, параллель-
ных и перпендикулярных плоскости рисунка:

    – на-
чальная расходимость электронного пучка.

СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВАЯ
ПЛОТНОСТЬ ПРИ

В [13] была развита теория когерентного
рентгеновского излучения пучка релятивистских
электронов в монокристалле в направлении,
близком к оси пучка в геометрии рассеяния Брэгга

 (рис. 1). Были получены выражения, описываю-
щие спектрально-угловые характеристики пара-
метрического рентгеновского излучения вблизи
скорости релятивистского электрона. При анало-
гичных рассуждениях и использовании аналогич-
ных обозначений в настоящей работе получено вы-
ражение для спектрально-угловой плотности ПРИ
релятивистского электрона с учетом отклонения
направления его скорости V относительно оси
электронного пучка е1 (угол ψ(  ψ||)):
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АЛЯБЬЕВА и др.

При фиксированном значении  параметр асим-
метрии  определяет ориентацию входной по-
верхности мишени относительно отражающих
слоев, которая определяется углом  Параметр
b(s) равен половине пути электрона в мишени Le =
= L/sin(θB + δ), выраженной в длинах экстинкции

рентгеновских волн в кристалле 

Угловую плотность ПРИ получаем из (1) после
интегрирования по частотной функции 

используя соотношение  ко-

торое следует из выражения для  в (2):

(3)

Так как спектр ПРИ очень узкий при условии
 для интегрирования воспользуемся хоро-

шо известной аппроксимацией  → πaδ(x)

и получим угловую плотность ПРИ:

(4)

Так как электроны многократно рассеиваются
на атомах среды, проведем усреднение спек-
трально-угловой и угловой плотности ПРИ по уг-
ловому распределения электронов в пучке в виде
функции Гаусса, меняющейся с длиной пути про-
хождения в мишени  за счет многократного рас-
сеяния электрона:

(5)

т.е. усредним по расширяющемуся пучку излучаю-
щих электронов с прямолинейными траекториями
на длине пути электрона в мишени Le = L/sin(θB + δ),
где  – начальная расходимость электронного

пучка,  – средний

квадрат угла многократного рассеяния электрона
на единице длины с учетом его зависимости от
длины пройденного пути  в монокристалле [14],
Es ≈ 21 МэВ. Усредненные выражения для спек-
трально-угловой и угловой плотности ПРИ с уче-
том многократного рассеяния принимают вид:
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В отсутствие многократного рассеяния будем
усреднять спектрально-угловую и угловую плот-
ности ПРИ по всем возможным прямолинейным
траекториям электронов в пучке по функции

Гаусса  Обозначения

в этом случае оставим без изменения:

(7a)

(7б)

АНАЛИЗ СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВОЙ 
ПЛОТНОСТИ ПРИ. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ

Рассмотрим пучок релятивистских электронов
с энергией E = mγ, пересекающих монокристал-
лическую пластинку углерода C(111) толщиной L
(рис. 1). Пусть ось пучка релятивистских электро-
нов  расположена под углом θB = 16.2° к рас-
сматриваемой отражающей системе параллель-
ных атомных плоскостей монокристалла, частота
Брэгга ωB = 10.9 кэВ. Численные расчеты будем
проводить для σ-поляризованных волн (s = 1).

Рассмотрим влияние многократного рассея-
ния на спектрально-угловую плотность ПРИ с
фиксированным углом наблюдения θ. На рис. 2
представлены кривые, построенные по форму-
лам (6a) и (7а), описывающие спектрально-угло-
вые плотности ПРИ для фиксированного угла на-

блюдения  ≈ 4.84 мрад,  = 0 в мак-
симуме угловой плотности ПРИ при толщине
мишени L = 15 мкм. Пунктирная кривая соответ-
ствует ПРИ без учета, а сплошная – с учетом мно-
гократного рассеяния. Видно, что в рассматрива-
емых условиях многократное рассеяние электро-

2( )22 ( )
( )ПРИ
ПРИ2 2

0 0
2

2 2
0

2 2
0

( , )1
'( ( , ) )

exp
,

( )

eL ss
s

e

s

s

ed N R
Ld d

t d d dt
t

∞ ∞
⊥

−∞ −∞ ⊥

⊥

Ω ψ ψ
= ×ω

πω Ω Δ ψ ψ − χ
 ψ− ψ + ψ × ψ ψ

π ψ + ψ

  
�

�

�

( )

( ) ( )
ПРИ ПРИ

0
2

2 2
0

2 2
0

1

exp
.

eLs s

e

s

s

dN dN
d L d

t d d dt
t

∞ ∞

−∞ −∞

⊥

= ×
Ω Ω
 ψ− ψ + ψ × ψ ψ

π ψ + ψ

  

�

2 2
0

2 2
0 0

1( , ) exp .f t ⊥ ψ + ψψ = − πψ ψ 

2

22 ( ) 2 ( )
0ПРИ ПРИ

2
0

exp
,

s sd N d Nd d
d d d q

∞ ∞

⊥
−∞ −∞

 ψ− ψ ω = ψ ψ ω
ω Ω ω Ωπψ  �

2

2( ) ( )
0ПРИ ПРИ

2
0

exp
.

s sdN dNd d
d d

∞ ∞

⊥
−∞ −∞

 ψ− ψ = ψ ψ
Ω Ωπψ  �

1e

−
⊥θ = γ − χ2

0
'

⊥θ



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 6  2021

ВЛИЯНИЕ МНОГОКРАТНОГО РАССЕЯНИЯ 65

нов пучка существенно влияет на спектрально-
угловую плотность ПРИ. На рис. 3 представлены
кривые, аналогичные рис. 2, но при меньшей тол-
щине мишени L = 5 мкм. Видно, что при умень-
шении толщины мишени существенно ослабля-
ется влияние многократного рассеяния, что свя-
зано с уменьшением пути электрона в мишени.
На рис. 4 представлены кривые, аналогичные
рис. 3, но при меньшей в три раза энергии элек-
трона (γ = 100). Из рис. 4 следует существенное

влияние многократного рассеяния релятивист-
ских электронов атомами среды, что является след-
ствием увеличения среднего квадрата угла много-
кратного рассеяния при уменьшении энергии.

Рассмотрим угловую плотность ПРИ и влия-
ние на нее многократного рассеяния ПРИ.
На рис. 5 представлены построенные по форму-
лам (6б) и (7б) кривые, описывающие угловые
плотности ПРИ для разной толщины мишени L.
Пунктирная кривая соответствует угловой плот-

Рис. 2. Спектрально-угловые плотности ПРИ при
фиксированном угле наблюдения  без учета (1) и
с учетом (2) многократного рассеяния: L = 15 мкм, ε = 1,
γ = 300,  = 4.84 мрад,  ψ0 = 1 мрад. Здесь и да-
лее ф – фотон, э – электрон.
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Рис. 3. То же, что на рис. 2, но при L = 5 мкм.
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Рис. 4. Спектрально-угловые плотности ПРИ при
фиксированном угле наблюдения  без учета (1)
и с учетом (2) многократного рассеяния: L = 15 мкм,
ε = 1, γ = 100,  = 11 мрад,  ψ0 = 1 мрад.
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Рис. 5. Угловые плотности ПРИ без учета (пунктир-
ные линии) и с учетом (сплошные линии) многократ-
ного рассеяния для различных толщин мишени L: ε = 1,
γ = 300, ψ0 = 1 мрад.
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АЛЯБЬЕВА и др.

ности ПРИ без учета многократного рассеяния, а
сплошная – с учетом многократного рассеяния.
Рис. 5 показывает увеличение угловой плотности
ПРИ с увеличением толщины мишени. Видно,
что в рассматриваемых условиях при L = 10 мкм и
выше многократное рассеяние электронов пучка
существенно влияет на угловую плотность ПРИ.

Рассмотрим влияние асимметрии отражения
поля электрона относительно поверхности ми-
шени на спектрально-угловую и угловую плотно-
сти ПРИ в условиях многократного рассеяния ре-

лятивистских электронов на атомах мишени.
Асимметрия отражения определяется парамет-

ром  Меняя угол между поверхно-

стью мишени и системой параллельных атомных
плоскостей монокристалла δ (рис. 1), изменяем
параметр  при фиксированном угле Брэгга θВ.
В случае, когда ε > 1, угол δ < 0, на рис. 1 указан
положительный угол δ. На рис. 6 представлены
кривые, построенные по формуле (6а), описыва-
ющие спектрально-угловую плотность ПРИ в
условиях сильного многократного рассеяния
(аналогичные кривым на рис. 2), при различных
параметрах асимметрии ε: ε = 1 (δ = 0), ε = 3 (δ =
= –8.3°), ε = 5 (δ = –10.9°). Из рис. 6 следует су-
щественное влияние асимметрии отражения на
ширину пика спектра ПРИ, что может привести
также к увеличению угловой плотности ПРИ
(рис. 7).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе развита динамическая теория пара-

метрического рентгеновского излучения, генери-
руемого пучком релятивистских электронов в мо-
нокристаллической пластине в геометрии рассея-
ния Брэгга в условиях многократного рассеяния
падающих частиц. Получены выражения, описы-
вающие спектрально-угловые и угловые плотно-
сти ПРИ с учетом и без учета многократного рас-
сеяния электронов пучка атомами мишени. Ис-
следовано влияние многократного рассеяния на
спектрально-угловые и угловые плотности ПРИ
при различных толщинах мишени и разной энер-
гии релятивистских электронов. Продемонстри-
ровано усиление влияния многократного рассея-
ния на спектрально-угловую плотность ПРИ при
увеличении толщины мишени и уменьшении
энергии релятивистских электронов. Показано
существенное влияние асимметрии относительно
поверхности мишени отражения поля электрона
на спектрально-угловую и угловую плотности
ПРИ в условиях сильного многократного рассея-
ния релятивистских электронов атомами мише-
ни. Результаты работы могут быть полезными при
постановке новых экспериментов по исследова-
нию свойств ПРИ и дают более точную интерпре-
тацию экспериментов в условиях динамической
дифракции и асимметрии отражения.
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Influence of Multiple Scattering on Parametric X-Ray Radiation Excited
by a Beam of Relativistic Electrons in a Single Crystal
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Parametric X-ray radiation generated by a beam of relativistic electrons in a single-crystal plate is studied in
the Bragg geometry under conditions of multiple electron scattering by target atoms. Expressions are obtained
that describe the spectral-angular and angular radiation density under conditions of multiple electron scat-
tering. An increase in the influence of multiple scattering on the spectral-angular radiation density is demon-
strated both with an increase in the target thickness and decrease in the energy of relativistic electrons. It is
shown that the asymmetry of the electron field reflection relative to the target surface considerably affects the
spectral-angular and angular densities of parametric X-ray radiation under condition of strong multiple scat-
tering.

Keywords: single crystal, parametric X-ray radiation, multiple scattering, relativistic electron beam.
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