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Движение частиц во внешних полях в классическом пределе зачастую носит хаотический характер,
оставаясь при этом строго детерминированным. Исследование квантового поведения таких систем
составляет проблематику квантового хаоса. Одним из ярких проявлений квантового хаоса являются
статистические свойства массивов уровней энергии таких систем. В большинстве работ, тем не ме-
нее, исследуются системы типа бильярдов с жесткими стенками. В настоящей работе рассчитаны
уровни энергии поперечного движения релятивистских электронов, движущихся в режиме акси-
ального каналирования в направлении [110] кристалла кремния, описываемого как движение в
плавно меняющемся потенциале. Для области значений параметров, в которой классическом пре-
деле реализуется хаотический режим движения, исследованы распределения расстояний между со-
седними уровнями, а также спектральная жесткость. Обе эти характеристики демонстрируют согла-
сие с предсказаниями теории квантового хаоса.
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ВВЕДЕНИЕ
Сущность проблематики квантового хаоса за-

ключается в поиске отличительных особенностей
поведения квантовых систем, обладающих хаоти-
ческой динамикой в классическом пределе [1–4].
Одной из таких особенностей являются статисти-
ческие свойства уровней энергии квантовой си-
стемы. У систем с регулярной динамикой отсут-
ствуют корреляции между различными уровнями
энергии, что приводит к экспоненциальному рас-
пределению расстояний s между соседними уров-
нями с максимумом при s = 0, характерному для
пуассоновского потока. В хаотических же систе-
мах корреляции между различными уровнями
приводят к их взаимному отталкиванию; в этом
случае межуровневые расстояния подчиняются
распределению Вигнера:

(1)
где ρ – средняя плотность уровней на рассматри-
ваемом участке энергетического спектра системы
(которая предполагается при этом постоянной на
всем участке). Наличие корреляций между уров-

нями энергии проверяется также с помощью
Δ3-статистики [2–5].

В работе [6] предсказания теории квантового
хаоса были проверены для уровней энергии попе-
речного движения релятивистских электронов,
движущихся в режиме аксиального каналирова-
ния [7, 8] вблизи направления [110] кристалла
кремния. При этом статистика уровней энергии
исследовалась в узком интервале вблизи верхнего
края потенциальной ямы, образованной непре-
рывными потенциалами атомных цепочек, в пре-
делах которого среднюю плотность уровней мож-
но считать постоянной.

В настоящей работе найдены все уровни энер-
гии поперечного движения электронов с энерги-
ей продольного движения 500 МэВ в такой яме и
исследованы их статистические свойства во всем
интервале поперечных энергий, в пределах кото-
рого классическая динамика носит хаотический
характер. При этом исходный набор уровней под-
вергается процедуре развертывания [2, 4], в ре-
зультате которой получается новый массив

= πρ − πρ2 2 2( ) ( 2 )exp )4( ,p s s s
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уровней с постоянной на всем интервале средней
плотностью.

МЕТОДИКА

При падении релятивистской заряженной ча-
стицы под малым углом к плотно упакованной
атомами кристаллографической оси возможно
явление аксиального каналирования, когда ча-
стица совершает финитное движение в плоско-
сти, перпендикулярной оси цепочки [7, 8]. В этом
случае дискретный потенциал цепочки можно за-
менить непрерывным потенциалом, усреднен-
ным вдоль ее длины. В таком потенциале сохра-
няется компонента импульса частицы p||, парал-
лельная оси цепочки, что позволяет описывать
движение частицы в поперечной плоскости с по-
мощью двумерного уравнения Шредингера:

(2)

с оператором Гамильтона

(3)

в котором роль массы частицы играет величина

 где  – энергия продоль-
ного движения [7].
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Непрерывный потенциал отдельной атомной
цепочки может быть аппроксимирован форму-
лой [7]:

(4)

где для цепочки [110] кристалла кремния  эВ,
   (радиус Томаса–

Ферми). Расстояние между двумя ближайшими
цепочками [110] в кристалле кремния составляет

 где  – период решетки кристалла.
Учитывая это и пренебрегая влиянием удаленных
цепочек, непрерывный потенциал будет иметь вид

(5)

Симметрия потенциала (5) относительно плоско-
стей  и  (рис. 1) приводит к наличию че-
тырех классов симметрии волновых функций,
описывающей собственное состояние электрона:

(6)

(7)

(8)

(9)

Поскольку группа симметрии является абелевой,
все четыре типа собственных состояний являются
невырожденными [9]. При этом статистические
свойства уровней энергии для каждого из этих
классов необходимо исследовать независимо [3].
Уровни энергии поперечного движения заряжен-
ной частицы  в поле (5) находятся численно с
помощью спектрального метода [10], успешно
использованного в задаче о каналировании в
[6, 11–14].

Статистические свойства массивов уровней
квантовых систем, приводящие к распределе-
нию (1), описывают флуктуации положений
уровней относительно их средней плотности, ко-
торая, как правило, не постоянна [9]. Для выделе-
ния этих флуктуаций из фактического располо-
жения уровней используется процедура, называе-
мая развертыванием (unfolding) [2, 4], состоящая
в следующем.
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Рис. 1. Потенциальная энергия (5) электрона в поле
двух ближайших цепочек [110] кристалла кремния.
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На первом шаге процедуры вводится интегри-
рованная плотность уровней:

(10)

где  – фактическая плотность

уровней  квантовой системы. Ступенчатая
функция (10) может быть представлена в виде
суммы гладкой и флуктуирующей частей:

(11)

В настоящей работе функция  аппрокси-
мируется полиномом пятой степени. На следую-
щем шаге с ее помощью выполняется отображе-
ние исходных уровней энергии:

(12)
Полученная в результате новая последователь-
ность уровней  будет обладать постоянной
средней плотностью  равной единице.

Помимо исследования распределения рассто-
яний между соседними уровнями, наличие кор-
реляций проверяется также с помощью вычисле-
ния так называемой спектральной жесткости,
или -статистики [2–5]. Для набора развернутых
уровней на некотором интервале

(13)

строится ступенчатая функция  аналогич-
ная (10), и вычисляется дисперсия отклонения
этой функции от прямой, подбираемой по методу
наименьших квадратов:

(14)

Среднее значение этой величины 
по множеству последовательных неперекрываю-
щихся интервалов служит мерой корреляции
уровней в спектре. Для полностью некоррелиро-
ванных уровней (пуассоновского потока, харак-
терного для регулярных в классическом пределе
систем) зависимость величины  от числа уров-
ней N в интервале шириной L описывается фор-
мулой  Для хаотической квантовой
системы, спектральные свойства которой описы-
ваются, как в нашем случае, гауссовым ортого-
нальным ансамблем случайных матриц [2–4], эта
величина (называемая также спектральной жест-
костью) описывается формулой [4]:

(15)
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где  – постоянная Эйлера.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Полное число уровней энергии поперечного

движения в потенциальной яме, образованной
непрерывными потенциалами цепочек, растет с
увеличением энергии продольного движения  [7];
при этом выбор  МэВ обеспечивает до-
статочное количество уровней для исследования
их статистических свойств.

Седловая точка потенциала (5) находится на
глубине –29.38 эВ. Как показывает построение
сечений Пуанкаре [7, 8], на интервале

(16)
(от седловой точки до верхнего края потенциаль-
ной ямы) классическая динамика электрона яв-
ляется хаотической для подавляющего большин-
ства начальных условий (регулярные траектории
занимают менее 1% доступной для движения об-
ласти фазового пространства). Таким образом,
можно ожидать, что распределение расстояний
между соседними уровнями энергии после про-
цедуры развертывания будет описываться форму-
лой Вигнера (1).

На рис. 2 слева представлены гистограммы
распределения межуровневых расстояний на ин-
тервале (13) для состояний, принадлежащих каж-
дому из четырех классов симметрии (6)–(9), а
также кривые, соответствующие предсказанию (1).
Мы видим хорошее согласие полученных распре-
делений с предсказанием теории квантового хао-

са, что подтверждается также критерием  (вели-

чины  и соответствующие им p-значения для
23 степеней свободы указаны на рисунках). Спра-
ва представлены результаты вычисления спек-
тральной жесткости, также хорошо согласующи-
еся с предсказаниями теории для систем, прояв-
ляющих в классическом пределе хаотическое
поведение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе численно найдены все уровни энер-

гии поперечного движения электрона с энергией
500 МэВ, движущегося в режиме аксиального
каналирования в направлении [110] кристалла
кремния. В этом направлении пары ближайших
друг к другу параллельных атомных цепочек со-
здают двухъямные потенциалы, выше седловых
точек которых классическое движение электрона
носит хаотический характер для подавляющего
большинства начальных условий. Для уровней
энергии, лежащих выше седловой точки, иссле-

0.577216γ = …

E�

500E =�

29.38 3 эВE⊥− ≤ ≤ −

2χ
2χ
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Рис. 2. Распределение расстояний между соседними уровнями энергий после процедуры развертывания для интервала
(16) значений энергии поперечного движения электрона (гистограммы) для четырех классов симметрии волновой
функции (6)–(9); сплошные кривые соответствуют распределению Вигнера (1) – слева. Результаты вычисления спек-
тральной жесткости для тех же массивов развернутых уровней; сплошные кривые соответствуют предсказанию (15).
Штриховыми линиями обозначены предсказания теории для регулярных систем – справа.
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дованы два статистических свойства: распределе-
ние расстояний между ближайшими соседними
уровнями и спектральная жесткость ( -стати-
стика Дайсона–Мехты). Обе эти характеристики
демонстрируют хорошее согласие с предсказани-
ями теории квантового хаоса для систем, чья ди-
намика полностью хаотична в классическом
пределе.
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Statistical Properties of the Transverse Motion Energy Levels for the Channeling 
Electrons in Silicon Crystal under Dynamical Chaos Conditions

V. V. Syshchenko1, *, A. I. Tarnovsky1

1Belgorod National Research University, Belgorod, 308015 Russia

*e-mail: syshch@yandex.ru

The classical motion of the particles in external fields is frequently chaotic although deterministic in the clas-
sical limit. The quantum chaos problem means the study of the quantum mechanical behavior of such sys-
tems. The quantum chaos manifests itself primarily in the statistical properties of the energy level sets of such
systems. However, the typical objects under consideration are the systems like billiards with rigid walls. This
paper studies the computed energy levels of the transverse motion of the relativistic electrons in the axial
channeling regime along [100] direction of the silicon crystal which is described as the motion in the smooth
potential well. The nearest-level spacing distributions as well as the spectral rigidity are studied for the range
of parameters where the electron’s motion is chaotic in the classical limit. Both these characteristics demon-
strate the agreement with the quantum chaos theory predictions.

Keywords: chaotic dynamics, quantum chaos, channeling, energy levels, nearest-neighbor spacing distribu-
tion, Wigner distribution, spectral rigidity.
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