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Представлены результаты решения прямой задачи аналитического описания зависимости тормоз-
ной способности вещества для пучка моноэнергетических протонов в широком диапазоне значе-
ний первичной энергии заряженных частиц. В качестве базовой концепции впервые использована
модель статистики, которая основана на учете дискретной природы процессов многократного рас-
сеяния заряженных частиц в слое вещества. Также проведен детальный учет зависимости энергети-
ческих потерь частиц от их скорости в четырех различных энергетических диапазонах. Приводятся
данные сопоставления проводимых расчетов с известными из научных публикаций эксперимен-
тальными измерениями тормозной способности для бериллия, углерода, алюминия, кремния и се-
ребра. Показана возможность диагностики свойств материала облучаемой протонами мишени на
основе решения обратной задачи, а именно путем сравнения результатов расчетов и измерений тор-
мозной способности для низкоэнергетических протонов.
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ВВЕДЕНИЕ
Тормозная способность вещества для направ-

ленных пучков моноэнергетических заряженных
частиц представляет собой исключительно важ-
ную и востребованную научным сообществом ха-
рактеристику процессов взаимодействия частиц с
веществом. Она необходима для многих областей
как фундаментальной, так и прикладной физики
[1–3]. В рамках традиционно используемой ис-
следователями базовой концепции непрерывного
торможения (continuous slowing-down approxima-
tion – CSDA) [4–6] удовлетворительной теории,
позволяющей проводить расчеты величины тор-
мозной способности конкретного материала для
частиц средних и низких энергий адекватно экс-
периментально измеренным результатам, пока не
создано. Как правило, используются табулиро-
ванные данные, основанные на аппроксимации
усредненных “наиболее достоверных” экспери-
ментальных измерений. Однако разброс экспе-
риментальных данных, скомпилированных, на-
пример, в [2, 7], слишком велик и, главное, не
определены истинные причины значительных
расхождений измеренных значений тормозной
способности многочисленных материалов, кото-

рые выполнены разными исследовательскими
группами.

В настоящей работе представлены результаты
практического применения новой статистиче-
ской модели дискретного процесса многократно-
го рассеяния [8, 9] для решения прямой задачи
аналитического описания зависимости тормоз-
ной способности вещества от энергии для пучка
моноэнергетических протонов в широком диапа-
зоне значений первичной энергии частиц. В мо-
дели впервые была реализована базовая концепция
дискретности процесса торможения заряженных
частиц в слое вещества (discrete slowing-down ap-
proximation – DSDA). Для тонких слоев вещества
получена фундаментальная формула, описываю-
щая наиболее вероятные потери энергии для пучка
частиц, на основе выделения наиболее вероятной
однократной потери энергии εp(1) и использова-
ния среднего числа n неупругих актов рассеяния
частиц в слое вещества известной толщины. При-
менительно к цели настоящей работы решены
задачи детального учета влияния зависимости
энергетических потерь частиц от их скорости в
четырех различных энергетических диапазонах.
Приводятся результаты сопоставления проведен-
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ных для протонов расчетов с известными из науч-
ных публикаций экспериментальными измере-
ниями тормозной способности бериллия, углеро-
да, алюминия, кремния и серебра. Показана
возможность диагностики свойств материала об-
лучаемой протонами мишени на основе решения
обратной задачи, а именно путем сравнения ре-
зультатов расчетов и измерений тормозной спо-
собности для низкоэнергетических протонов.

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МОДЕЛИ
Базовая формула из [9], которая описывает ве-

личину наиболее вероятной энергии Ep пучка
протонов с начальной энергией E0, прошедших
тонкую мишень толщиной x и испытавших в
среднем n неупругих взаимодействий, имеет сле-
дующий вид:

(1)

где

k = n при nεp(1) <  и k =  при nεp(1) ≥
≥  Здесь me и Mp – масса покоя электрона и
протона, q – заряд электрона, N0 – плотность ато-
мов мишени, Z – атомный номер, e – основание
натурального логарифма, εp(1) – вероятная одно-
кратная потеря энергии, J – усредненное опреде-
ленным образом значение средней потенциаль-
ной энергии электронов мишени [9],  – мак-
симально возможное значение однократной
потери энергии, k – максимальное число незави-
симых однократных потерь энергии протонов.

где ε1i – минимальная энергия связи электронов
(равная первому ионизационному потенциалу в
диэлектриках или энергии Ферми в металлах),
εZ/2 – минимальная энергия связи электронов на
границе области экранирования модели Томаса–
Ферми [10]. Функция  описывает уменьшение
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вероятности неупругого рассеяния протонов на
электронах мишени [9] и, соответственно, умень-
шение среднего числа n взаимодействий, когда
скорость частиц становится сопоставимой со
скоростью электронов, средняя энергия связи ко-
торых εZ/2.

В качестве необходимого пояснения к приве-
денным выше формулам отметим два важных мо-
мента. Первое – это очевидное отличие приве-
денного здесь значения εp(1) от минимальной од-
нократной потери энергии в работе Ландау [11],
которая у него определена как величина
J2/2( ). По мнению Бичселя [12], у Ландау
этот выбор был связан с необходимостью полу-
чить традиционный “ионизационный логарифм”
вида ln  при проведении операции
усреднения по потерям энергии. Величину мак-
симальной однократной потери энергии εmax тя-
желой частицей полагали равной классическому
значению  В данном случае εmax(1) = 
так как рассматриваются только вероятные одно-
кратные потери энергии, а случай “лобового”
столкновения протона с электроном при их куло-
новском взаимодействии – очевидно, событие
крайне маловероятное. И поскольку в тонких
слоях вещества положительно заряженные частицы
при их транспорте взаимодействуют с атóмными
электронами, которые пространственно располо-
жены вне области экранирования модели Тома-
са–Ферми и количество которых ≈Z/2, то это ав-
томатически приводит к величине εp(1), равной
указанному выше значению, когда εp меньше ε1i.
По мере роста толщины мишени увеличивается и
величина вероятной однократной потери εmax в
ней как (nεp), а после достижения своего предель-
ного значения величина k под знаком логарифма
формулы (1) переходит в ожидаемое значение
{4( )2/J2}.

Второе – это необходимое пояснение к трак-
товке используемого в формуле (1) параметра J и
к способу его расчета. У классиков он представля-
ет собой средний ионизационный потенциал, для
расчета которого требуется знание сил осцилля-
торов fi электронов в дипольном приближении
для соответствующих переходов [10]. К настоя-
щему времени приемлемой методики расчета
значений fi не создано. Величина J находится эм-
пирически, как подгоночный параметр в форму-
ле Бете, определяемый из экспериментов по про-
стрелу тонких пленок вещества пучком протонов.
В используемой модели J – это усредненное зна-
чение средних значений потенциальной энер-
гии Ui электронов мишени [9]:
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Поскольку данные о значениях средней по-
тенциальной энергии электронов отсутствуют, но
известны средние значения их энергии связи εi,
параметр J может быть рассчитан в предположе-
нии справедливости теоремы вириала для систе-
мы частиц, взаимодействующих по закону Куло-
на, и на основе известных значений энергии свя-
зи электронов [13–16]:

Для бериллия, углерода, алюминия, кремния и
серебра это дает J = 63 ± 5, 77 ± 2, 161 ± 2, 167 ± 3,
468 ± 3 эВ соответственно. Разброс рассчитанных
значений параметра J связан с различием экспе-
риментально измеренных значений энергии свя-
зи εi в использованных источниках. Наблюдается
очень хорошее взаимное соответствие между рас-
считанными значениями параметра J и эмпири-
чески найденными его значениями, которые ре-
комендованы, например, International Commis-
sion on Radiation Units and Measurements [3] в
1984 году.

И в заключение рассмотрим пример практиче-
ского применения формулы (1) для расчета сум-
марной вероятной потери энергии ∆Ep пучка
протонов с весьма большими значениями началь-
ной энергии 0.73 и 2.0 ГэВ после прохождения
тонких пленок кремния. Поскольку в названии
статьи энергетический диапазон расширен до 1 ГэВ,
а большинство измерений тормозной способно-
сти протонов, которые будут приведены в даль-
нейшем, как правило, ограничены сверху 10–
100 МэВ [2, 7], эти расчеты ∆Ep служат достаточным
обоснованием указанного в названии энергети-
ческого диапазона для пучка протонов. Результа-
ты представлены в табл. 1. Следует обратить вни-
мание на величину n – среднее число неупругих
взаимодействий каждого протона в этих тонких
пленках, толщины которых не превосходят сотой
доли полного пробега частицы с такой энергией в
кремнии. Оно огромно и составляет от десятков
тысяч до двух миллионов однократных взаимо-
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действий. Естественно, что наилучший подход к
описанию подобного числа актов рассеяния со-
стоит в использовании модели дискретной стати-
стики многократного рассеяния. Достигается хо-
рошее соответствие модельных расчетов резуль-
татам реальных экспериментальных измерений
[17, 18].

ТОРМОЗНАЯ СПОСОБНОСТЬ ВЕЩЕСТВА 
ДЛЯ ПУЧКА ПРОТОНОВ В ЧЕТЫРЕХ 

ДИАПАЗОНАХ ПЕРВИЧНОЙ ЭНЕРГИИ 
ЧАСТИЦ

По определению, тормозная способность S ве-
щества – это средние потери энергии пучка ча-
стиц на каждом атоме мишени, отнесенные к
единице длины их пробега:

Для пучка протонов из выбранного энергетиче-
ского диапазона основной вклад в S дает неупру-
гое рассеяние на электронах. Вклад ядерной со-
ставляющей мал вплоть до энергии 1 кэВ и сопо-
ставим с погрешностью проводимых измерений.
Поскольку для спектров энергетических потерь
быстрых протонов, прошедших тонкую мишень,
характерна крайне слабая асимметрия регистри-
руемых распределений [19], вероятные потери
практически равны средним потерям энергии
пучка заряженных частиц. И поэтому для расчета
величины S может быть применена формула (1).
Дифференцируя ее по x и полагая, что скорость
частиц, прошедших тонкую пленку, практически
не меняется (Vp ≈ V0), получаем:

(2)

(3)

Полученные выражения представляют варианты
формулы (1) для S в случае очень тонкой (2) и
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Таблица 1. Сравнение рассчитанных по формуле (1) вероятных потерь энергии  пучка протонов, прошед-

ших тонкие пленки кремния, с результатами экспериментальных измерений  [17, 18]

E0, ГэВ x, мкм n (1 − β2)–1/2   кэВ  кэВ

0.73 463.5 606240 1.7780 155.9 156.6 ± 1.6
0.73 1772.5 2318303 1.7780 658.3 658.6 ± 6.6
2.0 32.0 41853 3.1316 6.86 7.0 ± 0.14

calc
pEΔ

exp
pEΔ

calc,pEΔ exp,pEΔ



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 3  2022

ТОРМОЗНАЯ СПОСОБНОСТЬ ВЕЩЕСТВА ДЛЯ ПУЧКА 97

просто тонкой мишени (3). Видно, что в первом
случае величина S явно зависит от толщины
пленки x. Зависимость слабая, “логарифмиче-
ская”, но она есть и говорит о том, что тормозная
способность вещества не всегда является универ-
сально однозначной характеристикой материала
мишени для частиц с известной энергией. Это не-
обходимо иметь в виду и учитывать при проведе-
нии измерений величины S. Дело в том, что в со-
ответствии со статистикой дискретных вероят-
ностных процессов при среднем числе n уже
происшедших однократных взаимодействий по-
следующая однократная вероятностная величина
не может превышать сумму из n наиболее вероят-
ных однократных. В данном случае εmax = nεp. По-
этому если использовать в логарифмическом чле-
не величину  или  как максимально
возможную потерю энергии протонами в очень
тонких пленках, то это может приводить к значи-
тельным ошибкам в расчетах. В свое время этим
были озабочены Спенсер и Фано [20], которые в
1954 г. правильно указали на дискретность про-
цесса потерь энергии как причину пробуксовыва-
ния формулы Бете для тонкопленочных объектов.
Но в качестве решения проблемы они предложи-
ли усовершенствованные в рамках концепции
CSDA формулы для расчета потерь энергии заря-
женными частицами в тонких пленках. Их фор-
мулы, однако, не нашли широкого применения, а
в 1957 г. Вавилов [21] путем введения в логариф-
мический член нового подгоночного параметра κ
(κ ≤ 1), равного отношению  формаль-
но осуществил в рамках концепции непрерывных
потерь энергии практическую возможность ис-
пользования традиционных формул для описа-
ния потерь энергии частицами в тонких пленоч-
ных мишенях. И только статистическая модель
дискретного процесса многократного рассеяния
[8, 9] дает и правильное понимание указанного
явления, и позволяет корректно провести его
описание. Далее в качестве базовой формулы для S
будем использовать только формулу (3). Это свя-
зано с тем, что обычно используемые в экспери-
ментах толщины образцов для пучка протонов с
энергией менее 100 МэВ удовлетворяют, как пра-
вило, условию: εmax(1) ≥  или 2πq4N0Zx ≥
≥

Величина S материала для пучка заряженных
частиц зависит от их электрического заряда и
скорости частиц. По отношению к скорости про-
тонов следует выделить четыре энергетических
диапазона, в каждом из которых формула (3) при-
обретает более конкретный и простой вид. В от-
личие от подхода в экспериментах Франка–Герца
с электронами начнем с самых скоростных ча-
стиц – пучка протонов с энергией 1.0 ГэВ.

2
0em V 2

02 em V

2
max 02 ,em Vε

2
0 ,em V

2 2
0( ) .em V

Первый энергетический диапазон 
от 1.0 ГэВ до E01 = (Mp/me)J2/8ε1i

Протоны с такой кинетической энергией при-
нято называть быстрыми, имея в виду, что их
скорость многократно превышает скорость элек-
тронов вещества. По существу, частицы пучка
движутся среди покоящихся относительно них
электронов, и время их однократного кулонов-
ского взаимодействия очень мало (10–18–10–19 с).
Если энергия кулоновского взаимодействия про-
тона с электроном не превышает потенциальную
энергию электрона в самосогласованном поле
атома, то протон испытает лишь упругое рассея-
ние на нем. В противном случае будет совершена
работа и затрачена энергия протона на смещение
электрона в пределах этого же атома. Величина
вероятной однократной потери мала, но растет по
мере уменьшения энергии протонов до энергии
E01, когда εp(1) сравняется с энергией ионизации
ε1i самого слабо связанного с атомом электрона.
Именно с этого момента для протонов ионизаци-
онные потери энергии становятся наиболее веро-
ятными. Функция  в этом диапазоне тожде-
ственно равна единице. В итоге:

(4)

Второй энергетический диапазон 
от E01 = Mp/meJ2/8ε1i до E02 = 5.5εZ/2Mp/me

В этом энергетическом диапазоне величина
параметра ε1i становится основной характеристи-
кой материала мишени вплоть до самых низких
значений 1 кэВ. По иронии судьбы в случае клас-
сической концепции непрерывного замедления
начало доминирования ионизационных потерь в
процессе многократного рассеяния сопровожда-
ется полным исчезновением параметра J из лога-
рифмического члена в формулах для S:

(5)

Функция  в этом диапазоне также тождествен-
но равна единице.

Третий энергетический диапазон 
от E02 = 5.5εZ/2Mp/me до E03 = 0.5ε1ieMp/me

По мере уменьшения энергии протонов
уменьшается их скорость и наступает момент, ко-
гда электроны уже нельзя считать относительно
неподвижными, и требуется учесть влияние этого
движения на вероятность неупругого рассеяния
протонов. В тонких пленках вещества наиболь-
шей средней скоростью обладают электроны, со-
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ответствующие границе области экранирования
Томаса–Ферми. Например, в алюминии это
2p-электроны с энергией связи εZ/2 около 78 ± 2 эВ.
В концепции дискретного замедления [9] это
учитывает функция  Необходимость такого
учета возникает, когда отношение максимально
возможной потери энергии протоном  к
энергии связи εZ/2 этих электронов становится
менее 11, т.е. когда скорость протона становится
меньше утроенной скорости электронов:

(6)

Четвертый энергетический диапазон
от E03 = 0.5ε1ieMp/me до 1.0 кэВ

При дальнейшем уменьшении энергии пучка
протонов наступает момент, когда максимальная
вероятная потеря энергии становится меньше,
чем сумма трех однократных взаимодействий
(ионизаций). Процесс многократного рассеяния
на этом заканчивается, и логарифмический член
исчезает из формулы для S. Начинается процесс
кратного рассеяния:

(7)

В этом энергетическом диапазоне из-за малых
значений показателя степени экспоненты функ-
ция  может быть представлена в более упро-
щенном виде как

где VZ/2 – скорость электронов. Поэтому тормоз-
ная способность вещества для частиц с такой
энергией будет функционально зависеть от ско-
рости протонов по линейному закону S ~ V0, что
является давно и хорошо установленным экспе-
риментальным результатом.

СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТОВ 
ТОРМОЗНОЙ СПОСОБНОСТИ 
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ 

ИЗМЕРЕНИЯМИ
На рис. 1 приведены результаты использова-

ния формул (4)–(7) при расчете тормозной спо-
собности алюминия для протонов с энергией от
10 МэВ до 1 кэВ. Границы диапазонов указаны
стрелками. Величины параметров ε1i и εZ/2 cостав-
ляют 5.6 и 77 эВ соответственно. Сплошная кри-
вая – результат расчета по формулам, символы
представляют экспериментальные результаты [7].
Видно, что три основных параметра J, ε1i и εZ/2, ха-
рактеризующих электронную структуру атома

.N
MF

2
0em V

24
0

2 2
0 1

2 ln .
1

N e
M

e i

m Vq ZS F
m V

 π=  
 ε − β 

4

1

40.184 .N
M

i

q ZS Fπ=
ε

N
MF

0 20.561 ,N
M ZF V V=

алюминия, позволяют в рамках используемой
модели детально описать зависимость тормозной
способности вещества от энергии пучка протонов
в широком энергетическом диапазоне и, главное,
адекватны большому числу имеющихся экспери-
ментальных данных. На рис. 2–5 представлены
подобные расчеты зависимости S = f(E0) для бе-
риллия, углерода, кремния и серебра. На рассчи-
танных кривых для бериллия и углерода вблизи
максимума со стороны бóльших значений энер-
гии наблюдается “перегиб”, связанный с тем, что
в материалах с малым Z E02 > E01. Результаты рас-
четов хорошо согласуются с опубликованными
данными многочисленных экспериментальных

Рис. 1. Зависимость тормозной способности S алю-
миния для пучка протонов с энергией от 1 кэВ до
10 МэВ: сплошная кривая – расчет по полученным в
работе формулам (J = 161 эВ, ε1i = 5.6 эВ и εZ/2 = 77 эВ);
символы – экспериментальные результаты [7].
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Рис. 2. Зависимость тормозной способности S берил-
лия для пучка протонов с энергией от 1 кэВ до 10 МэВ:
сплошная кривая – расчет по полученным в работе
формулам (J = 63 эВ, ε1i = 10.32 эВ и εZ/2 = 10.32 эВ); сим-
волы – экспериментальные результаты [7].
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измерений величины S, выполненных при раз-
личной энергии протонных пучков. Поэтому
можно сделать естественный вывод о том, что
формулы (4)–(7) представляют собой искомое
решение прямой задачи расчета S материала ми-
шени для протонов при заданной величине их ки-
нетической энергии E0.

Из всего сказанного очевидно, что величина S
вещества в области низких энергий протонов
сильно зависит от значения параметра ε1i. Диапа-
зон его возможных изменений в твердотельных
образцах невелик – от ~5 до ~14 эВ в зависимости
от свойств и качества вещества: примесного со-
става материала, наличия дефектов, метода полу-
чения, степени окисления, уровня легирования
(в полупроводниках) и так далее. Но эти сравни-
тельно небольшие изменения сильнейшим обра-
зом сказываются на измеряемом значении S. По-
этому разброс измеренных значений тормозной
способности, который так характерен для S в низ-
коэнергетическом диапазоне, связан главным об-
разом с различиями в качестве используемого ис-
следователями пленочного материала. Этот ре-
зультат можно использовать для диагностики
конкретного материала мишени на основе реше-
ния обратной задачи по описанию S, а именно из-
мерять параметр ε1i путем сравнения, рассчитан-
ного при разных его значениях семейства зависи-
мостей S = f(E0) с двумя–тремя измеренными
значениями тормозной способности в низко-
энергетическом диапазоне пучка протонов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенных исследований ре-
шена задача аналитического описания зависимо-
сти тормозной способности вещества от энергии
для пучка моноэнергетических протонов в широ-
ком диапазоне значений первичной энергии
частиц. Получены формулы учета влияния зави-
симости энергетических потерь частиц от их ско-
рости в четырех различных энергетических диа-
пазонах. Проведена их апробация в результате со-
поставления проведенных для протонов расчетов

Рис. 3. Зависимость тормозной способности S угле-
рода для пучка протонов с энергией от 1 кэВ до
10 МэВ: сплошная кривая – расчет по полученным в
работе формулам (J = 77 эВ, ε1i = 11.26 эВ и εZ/2 =
= 13.5 эВ); символы – экспериментальные результа-
ты [7] (при E0 ≤ 30 кэВ результаты [22]).
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Рис. 4. Зависимость тормозной способности S крем-
ния для пучка протонов с энергией от 1 кэВ до
10 МэВ, рассчитанная по полученным в работе фор-
мулам: сплошная кривая – J = 167 эВ, ε1i = 12.0 эВ и
εZ/2 = 106.0 эВ; штрих-пунктир – J = 167 эВ, ε1i =
= 8.0 эВ и εZ/2 = 106.0 эВ; пунктир – J = 167 эВ, ε1i =
= 5.0 эВ и εZ/2 = 106.0 эВ; символы – экспериментальные
результаты [7] (при E0 ≤ 30 кэВ – результаты [22]).
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Рис. 5. Зависимость тормозной способности S сереб-
ра для пучка протонов с энергией от 1 кэВ до 10 МэВ:
сплошная кривая – расчет по полученным в работе
формулам (J = 468 эВ, ε1i = 8.3 эВ и εZ/2 = 367 эВ);
символы – экспериментальные результаты [7] (при
E0 ≤ 30 кэВ – результаты [23]).
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с известными из научных публикаций экспери-
ментальными измерениями тормозной способ-
ности бериллия, углерода, алюминия, кремния
и серебра. Показана возможность диагностики
свойств материала, облучаемого протонами ми-
шени на основе решения обратной задачи, а
именно путем сравнения результатов расчетов и
измерений тормозной способности для низко-
энергетических протонов.
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Stopping Power of Substance for a Beam of Monoenergetic Protons
with Energies 1.0 keV–1.0 GeV

N. N. Mikheev*
Shubnikov Institute of Crystallography of FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Moscow, 119333 Russia

*e-mail: kmikran@spark-mail.ru

The results of solving the direct problem on the analytical description of the dependence of the stopping pow-
er of a substance for a beam of monoenergetic protons in a wide range of primary energies of charged particles
are presented. For the first time, a statistical model was used as a basic concept, which is based on taking into
account the discrete nature of the processes of multiple scattering of charged particles in a thin layer of matter.
Also, a detailed account of the dependence of the energy losses of particles on their velocity in four different
energy ranges has been carried out. The data of comparison of the calculations performed with the experi-
mental measurements of the stopping power for beryllium, carbon, aluminum, silicon and silver known from
scientific publications are presented. The possibility of diagnosing the properties of the target material irradi-
ated with protons is shown on the basis of solving the inverse problem, namely, by comparing the results of
calculations and measurements of the stopping power for low-energy protons.

Keywords: stopping power of matter, monoenergetic proton beam, discrete process of single scattering, mul-
tiple inelastic scatterings, most probable and average energy losses by charged particles.
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