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Движение заряженных частиц в кристалле может быть как регулярным, так и хаотическим. На кван-
товом уровне хаотичность проявляется в статистических свойствах массива уровней энергии. Осо-
бый интерес представляют системы, в которых области регулярного движения разделены в фазовом
пространстве областью динамического хаоса. На статистику уровней таких систем существенно
влияет возможность туннелирования между динамически изолированными друг от друга областями
фазового пространства. В настоящей работе выполнена оценка матричных элементов таких тун-
нельных переходов. С этой целью численно рассчитаны все уровни энергии поперечного движения
позитронов с энергией 20 ГэВ, движущихся в режиме аксиального каналирования в направлении
[100] кристалла кремния, а также соответствующие этим состояниям собственные функции гамиль-
тониана. Найдены суперпозиции этих собственных функций, соответствующие классическим ор-
битам, локализованным в симметричных друг другу, но динамически изолированных областях фа-
зового пространства. Величина расщепления уровней энергии позволяет оценить матричные эле-
менты туннельных переходов.
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ВВЕДЕНИЕ
Статистические свойства массива уровней

энергии квантовой системы, хаотической в клас-
сическом пределе, резко отличаются от таковых
для интегрируемой системы, обладающей регу-
лярной динамикой [1–4]. Эти различия обуслов-
лены тем обстоятельством, что уровни энергии
интегрируемой системы не взаимодействуют друг
с другом, в то время как между уровнями энергии
неинтегрируемой (хаотической в классическом
пределе) системы имеет место взаимодействие
уровней, приводящее к их взаимному отталкива-
нию. Проявления динамического хаоса в канали-
ровании электронов [5, 6] исследовались в рабо-
тах [7–11] для случая движения вблизи направле-
ния [110] кристалла кремния. В этом случае пары
соседних атомных цепочек создают двухъямный
потенциал, выше седловой точки которого дви-
жение электронов оказывается почти полностью
хаотическим. Было установлено, что статистиче-

ские свойства уровней в этой области хорошо
описываются распределением Вигнера [1–4].

Более сложным является тот случай, когда
классическая динамика частицы оказывается при
заданной энергии регулярной для одних началь-
ных условий и хаотической для других, при этом
области регулярного движения разделены в фазо-
вом пространстве областью динамического хаоса.
Такая ситуация реализуется, например, при дви-
жении электрона вблизи направления [100] кри-
сталла кремния [12, 13]. В работе [14] предполага-
лось, что эти области порождают две независи-
мые друг от друга последовательности уровней.
Однако, туннелирование между динамически
изолированными друг от друга областями фазо-
вого пространства будет приводить к взаимодей-
ствию уровней энергии, порождаемых локализо-
ванными в таких областях состояниями. Теория,
учитывающая влияния туннельных переходов на
статистику уровней, была предложена в [15].
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В настоящей работе выполнена оценка мат-
ричных элементов таких переходов для случая ка-
налирования позитронов высокой энергии в на-
правлении [100] кристалла кремния. На основе
установленной в работе [13] структуры фазового
пространства системы дана интерпретация вели-
чины расщепления уровней энергии.

МЕТОДИКА

Движение релятивистской частицы в кристал-
ле под малым углом  к плотно упакованной ато-
мами кристаллографической оси может быть
описано как двумерное движение в поперечной
(по отношению к оси) плоскости под воздействием
непрерывных потенциалов, усредненных вдоль
атомных цепочек, перпендикулярных этой плос-
кости, с сохранением продольной компоненты
импульса частицы  Непрерывный потенциал
отдельной атомной цепочки может быть аппрок-
симирован формулой [5]:

(1)

где для цепочки [100] кристалла кремния
 эВ,    Å (ради-

ус Томаса–Ферми). Такие цепочки образуют в
плоскости (100) квадратную решетку с периодом

 Å. Для позитрона непрерывный потен-
циал цепочки является отталкивающим, и вблизи
центра квадрата, в вершинах которого находятся
четыре ближайшие друг к другу цепочки, возни-
кает небольшая потенциальная ямка (рис. 1),
в которой возможно финитное движение пози-
трона в поперечной плоскости, называемое акси-
альным каналированием [5, 6]. Потенциальная
энергия позитрона с учетом вкладов этих четырех
цепочек будет описываться следующей суммой:

ψ

.p�

2

1 0 2 2 2( , ) ln 1 ,RU x y U
x y R

 β= + + + α 

0 66.6U = 0.48,α = 1.5,β = 0.194 R =

1.92a ≈

(2)

где константа добавлена для того, чтобы сделать
потенциал равным нулю в центре ячейки.

Квантовое описание аксиального каналирова-
ния дается двумерным уравнением Шредингера с
гамильтонианом:

(3)

в котором величина  играет роль массы ча-

стицы, а  – энергия продоль-
ного движения [5]. В настоящей работе рассмот-
рено каналирование позитронов с энергией

 ГэВ. Собственные значения (уровни
энергии каналированных позитронов) и соб-
ственные функции гамильтониана (3) были най-
дены численно с помощью так называемого спек-
трального метода [16], детали которого примени-
тельно к задаче каналирования описаны в работах
[7–10].

Поскольку потенциал (2) обладает симметри-
ей квадрата, все доступные состояния поперечно-
го движения можно классифицировать по непри-
водимым представлениям группы  (или изо-
морфной ей  например, [17]) в зависимости от
типа симметрии волновой функции. Эта группа
имеет четыре одномерных неприводимых пред-
ставления, обозначаемых     соответ-
ствующих невырожденным уровням энергии, и
одно двумерное, обозначаемое E, соответствую-
щее двукратно вырожденным уровням. В даль-
нейшем мы будем исследовать только невырож-
денные уровни.

Механизм взаимодействия уровней энергии
хорошо описан в [18] (главы 6–8) на примере
двухуровневой системы. Напомним результаты
этого описания, следуя использованным в [18]
обозначениям. Рассмотрим пару вырожденных
состояний  и  с ясным квазиклассическим
смыслом. Если амплитуда перехода между этими
двумя состояниями  отлична от нуля,

 это приведет к снятию вырож-
дения, так что стационарными состояниями с
определенной энергией будут линейные комби-
нации состояний  и 

(4)
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Рис. 1. Потенциальная энергия (2) позитрона, движу-
щегося вблизи направления [100] кристалла кремния.
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Отвлекаясь от наличия всех остальных состоя-
ний, такую двухуровневую систему можно опи-
сать феноменологическим гамильтонианом

(5)

диагональным в новом базисе  

(6)

,
E A
A E

− =  − 
H

,I :II

0
' .

0
E A

E A
+ =  − 

H

В настоящей работе перед нами стоит обрат-
ная задача: исходя из найденного численно набо-
ра стационарных состояний, определить матрич-
ные элементы переходов  между состояниями с
наглядным квазиклассическим смыслом (како-
выми являются состояния, отвечающие в класси-
ческом пределе движению в динамически изоли-
рованных друг от друга областях фазового про-
странства). Для пар близких уровней достаточно
найти матрицу преобразования от базиса стацио-

ijV

Рис. 2. Собственные функции гамильтониана (3), принадлежащие представлениям  (собственное значение энергии
поперечного движения  эВ) (а) и  (  эВ), белыми линиями показаны классические гра-
ницы движения (а) и (б); суперпозиции (10) этих функций, черными линиями показаны соответствующие классиче-
ские орбиты (в) и (г).
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нарных состояний   к базису состояний с
простым квазиклассическим смыслом:

(7)

и тогда

(8)

откуда легко найти искомые недиагональные
матричные элементы H. В рассмотренном выше
простейшем случае (4) матрица преобразования
имеет вид:

(9)
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T

В следующем разделе мы рассмотрим, как взаи-
модействия такого рода, так и более сложные слу-
чаи взаимодействия четырех уровней энергии по-
перечного движения каналированных позитронов.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Среди всех состояний поперечного движения

позитронов с энергией  ГэВ встречается
множество пар, близких по энергии поперечного
движения состояний, относящихся к разным
представлениям группы симметрии нашей зада-
чи. Например, на рис. 2 представлены графики
собственных функций состояния с энергией

 эВ, принадлежащего представле-
нию  (в наших обозначениях это будет состоя-
ние ), и состояния с энергией  эВ,
принадлежащего представлению  (это будет со-
стояние ). Нетрудно видеть, что комбинации

 и 

(10)

представляют собой состояния, локализованные
в двух динамически изолированных областях фа-
зового пространства. На двух рисунках внизу
(рис. 2) поверх графиков волновых функций
изображены периодические орбиты, реализую-
щиеся в классическом пределе при энергии

 Амплитуда перехода между эти-
ми двумя состояниями сразу находится из вели-
чины расщепления, по абсолютной величине она
составляет  эВ. Абсо-
лютные значения амплитуд перехода для всех
найденных пар уровней отмечены точками на
рис. 3а.

Закономерность в величине амплитуд перехо-
да можно увидеть, если классифицировать состо-
яния по числу полуволн, укладывающихся вдоль
узкой стороны квазиклассической волновой
функции, рассматривая при этом отдельно состо-
яния, соответствующие классическим орбитам,
соединяющим два противоположных угла потен-
циальной ямы (такие состояния отмечены на
рис. 3б прямыми крестиками, +), и состояния,
соответствующие орбитам, соединяющим проти-
воположные стороны квадратной потенциальной
ямы (отмечены косыми крестиками, ). Напри-
мер, состояния на рис. 2 в наших обозначениях
относятся к типу +1. Семейства состояний каж-
дого типа объединены на рис. 3б пунктирными
линиями.

Для каждого из таких семейств величина рас-
щепления в зависимости от энергии состояния
сначала убывает, а затем снова возрастает. Такое
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Рис. 3. Абсолютные значения матричных элементов
перехода между квазиклассическими состояниями,
штриховая линия – фит (featuring) всех найденных
значений полиномом четвертой степени; сплошная
линия (шкала справа) – найденная в [13] доля хаотиче-
ской динамики в фазовом пространстве системы (а); то
же с классификацией состояний, участвующих в пар-
ных взаимодействиях (состояния, относящиеся к одно-
му классу, соединены пунктирными линиями) (б).
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поведение объясняется следующим образом. В глу-
бине потенциальной ямы (2) динамика частиц
носит регулярный характер практически для всех
начальных условий, так что границы различных,
динамически изолированных друг от друга обла-
стей регулярного движения соприкасаются друг с
другом (рис. 4а, 4б). Поэтому, если волновая
функция состояния достигает краев такой обла-
сти, вероятность туннельного проникновения в
регулярную область, соответствующую состоя-
нию-партнеру, будет достаточно велика, что при-
ведет к значительной величине расщепления соб-
ственных энергий симметричной и антисиммет-
ричной комбинаций вида (4) для этих состояний.
С увеличением энергии уменьшается характер-
ное значение дебройлевской длины волны, по-
этому состояние с малым числом полуволн в по-
перечном направлении будет локализовано в

фазовом пространстве в области меньшего отно-
сительного объема, окруженной областями лока-
лизации других регулярных состояний. Поэтому
вероятность туннелирования сквозь динамиче-
ски недоступные области будет снижаться, что
приводит к уменьшению величины расщепления
соответствующих уровней энергии. Однако при
дальнейшем увеличении энергии доля фазового
объема, соответствующего регулярной динамике,
будет сокращаться (сплошная кривая на рис. 3
показывает возрастающую долю области хаоти-
ческой динамики). Так что вблизи верхнего края
потенциальной ямы фазовое пространство содер-
жит несколько динамически изолированных друг
от друга областей, соответствующих разным ти-
пам регулярных орбит, разделенных областью ха-
отической динамики (рис. 4в, 4г). Поэтому вол-
новые функции выбранного типа могут снова су-

Рис. 4. Сечения Пуанкаре (а), (в) и проекции четырехмерных областей регулярной динамики в фазовом пространстве
на подпространство  (б), (г) для значений энергии поперечного движения  эВ (а), (б) и

 эВ (в), (г).
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щественно отличаться от нуля вблизи границ
областей регулярного движения. И хотя ширина
динамически недоступной для движения части-
цы области будет велика, вероятность туннелиро-
вания сквозь нее начнет возрастать благодаря
механизму, известному как туннелирование, со-
провождаемое хаосом (chaos-assisted tunneling)
[15, 19–21]. В этом случае частице достаточно
лишь проникнуть наружу из своей динамически
разрешенной области, и она будет подхвачена ха-
отическим потоком, который рано или поздно
доставит ее к границе области-партнера, где ча-

стица сможет успешно завершить процесс тун-
нелирования. Этим и обусловлено увеличение
расщепления уровней вблизи верха потенциаль-
ной ямы.

Помимо рассмотренных выше многочислен-
ных случаев парного взаимодействия уровней,
нами найдены двенадцать случаев, когда между
собой взаимодействуют четыре уровня энергии,
соответствующих трем типам симметрии; для од-
ного из таких случаев волновые функции стацио-
нарных состояний представлены на рис. 5. Здесь
из двух состояний, относящихся к одному типу

Рис. 5. Четыре собственные функции гамильтониана (3), принадлежащие трем различным представлениям группы
симметрии задачи, с близкими собственными значениями энергии поперечного движения.
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симметрии,   оказывается возможным
построить комбинации (рис. 6):

(11)

парные к состояниям  и  С учетом этого, не-
трудно обобщить (7) на случай четырех базисных
состояний:

(12)

где матрица преобразования будет иметь вид

(13)

Графики волновых функций состояний  …, 
и соответствующие им классические периодиче-
ские орбиты представлены на рис. 7. Найденные
после преобразования (8) с учетом (13) величины
недиагональных матричных элементов гамильто-
ниана отмечены на рис. 3 ромбиками.

III , IV ,

cos III sin IV ,
sin III cos IV ,

a
b

= α − α
= α + α

I II .

I 1
II 2

,
III 3
IV 4

   
   
   =
   
   
   

T

1 1 0 0
0 0 1 11 .

cos cos sin sin2
sin sin cos cos

 
 
 =

α − α α − α 
 − α α α − α 

T

1 , 4

Имеются также четыре случая, когда взаимо-
действуют между собой две пары уровней, отно-
сящихся к двум типам симметрии. Для них мат-
рица преобразования будет определяться двумя
углами смешивания между состояниями, образу-
ющими пары одного и того же типа симметрии:

(14)

Соответствующие величины недиагональных мат-
ричных элементов гамильтониана отмечены на
рис. 3 (квадраты).

На рис. 8 представлено распределение найден-
ных значений, отличных от нуля недиагональных
матричных элементов гамильтониана, описыва-
ющих переходы между различными состояния-
ми, соответствующими динамически изолиро-
ванным друг от друга классическим траекториям
каналированного позитрона (для массива уров-
ней  эВ, для которых доля области хаотиче-
ской динамики в фазовом пространстве составляет
значительную величину). Среднеквадратичное
отклонение этих значений составляет 4.2 × 10–4 эВ.
Именно эта величина фигурирует в качестве па-
раметра в распределении Подольского–Нарима-
нова [15], описывающем статистику межуровне-
вых расстояний квантовой системы, классиче-
ский аналог которой содержит в своем фазовом
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Рис. 6. Суперпозиции вида (11) функций, представленных на рис. 5в, 5г. Угол смешивания в данном случае составляет 
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пространстве несколько регулярных областей,
разделенных областью хаотической динамики.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрено каналирование позитро-

нов с энергией 20 ГэВ вблизи направления [100]
кристалла кремния. Численными методами най-
дены все уровни энергии поперечного движения
позитронов и соответствующие им волновые
функции. Среди этих стационарных состояний
выделены группы, которые можно интерпрети-

ровать как результат взаимодействия квазиклас-
сических состояний, соответствующих локализа-
ции частицы в динамически изолированных друг
от друга областях фазового пространства. Найде-
ны значения матричных элементов переходов
между такими квазиклассическими состояниями.

Показано, что вблизи верхнего края потенци-
альной ямы фазовое пространство содержит не-
сколько динамически изолированных друг от
друга областей, соответствующих разным типам
регулярных орбит, разделенных областью хаоти-

Рис. 7. Суперпозиции четырех функций, представленных на рис. 5а, 5б и на рис. 6а, 6б, определяемые соотношением
(12), и соответствующие классические орбиты.
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ческой динамики. Согласно концепции туннели-
рования, сопровождаемого хаосом (chaos-assisted
tunneling, CAT), наличие этой хаотической обла-
сти способствует туннелированию частицы меж-
ду динамически изолированными друг от друга
областями регулярного движения, что приводит к
усилению расщепления уровней энергии попе-
речного движения каналированных позитронов.
Найденные матричные элементы переходов со-
гласуются с этой интерпретацией.

Полученные результаты (в частности, величи-
на среднеквадратичного отклонения для массива
матричных элементов туннельных переходов)
могут быть использованы для статистического
анализа межуровневых расстояний рассматрива-
емой квантовой системы в рамках теории кванто-
вого хаоса.
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Transverse Motion Energy Levels Splitting for the Channeling Positrons in [100] 
Direction of the Silicon Crystal

V. V. Syshchenko1, *, A. I. Tarnovsky2, V. I. Dronik1, A. Yu. Isupov2
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The charged particle dynamics in the crystal can be both regular and chaotic. The chaos within quantum ap-
proach manifests itself in the statistical properties of the energy levels set. The systems that possess several reg-
ular motion domains separated in the phase space by the chaotic motion domain are of special interest. The
level spacing statistics of these systems is substantially influenced by the possibility of tunneling between the
phase space domains dynamically isolated from each other. The estimation of the matrix elements for such
tunnel transitions is performed in the present paper. All transverse motion energy levels were computed nu-
merically for this goal as well as corresponding Hamiltonian’s eigenfunctions for 20 GeV positrons channeling
along [100] direction of the Si crystal. The superposition of these eigenfunctions that correspond to the clas-
sical orbits localized in the symmetric but dynamically isolated domains of the phase space are found. The
energy levels splitting permits estimation of the values of the tunneling transition matrix elements.

Keywords: regular dynamics, chaotic dynamics, quantum chaos, channeling, semiclassical approximation,
level spacing statistics, Berry–Robnik distribution, dynamical tunneling, chaos-assisted tunneling, Podols-
kiy–Narimanov distribution.
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