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Представлено решение граничной задачи для описания процесса формирования пиков электронов,
упруго отраженных от многокомпонентных образцов. Показано, что задача приводит к уравнениям
типа Ляпунова и допускает построение эффективного численного решения. Построена малоугло-
вая теория упругого отражения электронов от многокомпонентных материалов, что позволило по-
лучить аналитические решения, которые описывают интенсивность пиков электронов, отражен-
ных от различных компонентов мишени. Создана методика интерпретации и количественной об-
работки пиков упруго отраженных электронов с учетом эффекта многократного рассеяния.
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ВВЕДЕНИЕ
Современная промышленно выпускаемая для

задач электронной спектроскопии аппаратура
позволяет определять пики электронов, квазиу-
пруго отраженных (не попавших в неупругий
канал рассеяния) от различных атомов много-
компонентного образца с энергетическим разре-
шением, удовлетворяющим критерию Рэлея [1].
Благодаря наличию установок с высоким энерге-
тическим разрешением стало возможно опреде-
лять элементный и изотопный состав исследуе-
мой мишени начиная с водорода. Возможности
новой разновидности электронной спектроско-
пии, названной спектроскопией упруго отражен-
ных электронов (elastic peak electron spectroscopy),
были ярко продемонстрированы в работах Maarten
Vos [1–3], который назвал данную методику ре-
зерфордовским обратным рассеянием электро-
нов. Спектроскопия упруго отраженных электро-
нов [4] сняла с электронной спектроскопии за-
прет [5] на возможность фиксации в образцах
изотопов водорода и гелия. С появлением новой
разновидности спектроскопии возникла потреб-
ность создания методики обработки эксперимен-
тально измеренных спектров для получения ко-
личественной информации о послойном составе
исследуемой мишени. Это приводит к необходи-
мости решения ряда задач.

Первая – задача определения площади под пи-
ком упруго отраженных электронов связана с вы-
читанием фона, созданного неупруго рассеянны-
ми электронами. Похожая проблема возникает и
в рентгеновской фотоэлектронной спектроско-
пии [5]. Методы решения данной задачи пред-
ставлены в [6–10].

Вторая – учет влияния многократного упруго-
го рассеяния на уширение и смещение пика упру-
го отраженных электронов. В случае однократно-
го упругого рассеяния электрона на ядре на угол θ
происходит потеря энергии ΔE, следующая из за-
конов сохранения энергии и импульса:

(1)

где m и M – массы электрона и ядра соответствен-
но, E0 – энергия налетающего электрона. Из фор-
мулы (1) следует, что, например, при двукратном
рассеянии на углы θ/2 электрон попадает в энер-
гоанализатор с меньшей потерей энергии, чем
при однократном рассеянии на угол θ. Таким об-
разом, многократное упругое рассеяние приводит
как к уширению, так и смещению пика в область
меньших потерь энергии. Подробный анализ
данного эффекта в однокомпонентных материа-
лах представлен в [11].

( ) 2
0 02 1 cos 4 sin 2,E m ME m MEΔ = − θ = θ



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 6  2022

ВЛИЯНИЕ ПРОЦЕССОВ МНОГОКРАТНОГО УПРУГОГО РАССЕЯНИЯ 77

Третья – последовательный учет влияния мно-
гократного упругого рассеяния на интенсивность
пиков упруго отраженных электронов (упругих
пиков) в многокомпонентных образцах представ-
ляет основу построения количественной методики.

Целью настоящей работы было определение
границ применимости существующих аналитиче-
ских теорий формирования пиков упруго отра-
женных электронов [12–14] к описанию много-
компонентных мишеней, построение аналитиче-
ского метода расчета интенсивностей упругих
пиков, сформированных каждым из компонен-
тов мишени сложного состава.

АНАЛИЗ ТЕОРИЙ ФОРМИРОВАНИЯ 
ПИКОВ УПРУГО ОТРАЖЕННЫХ 

ЭЛЕКТРОНОВ
Выводить уравнение, описывающее упругое

отражение электронов, будем с использованием
метода инвариантного погружения Амбарцумяна
[12–15]. Ограничимся случаем полубесконечной
однородной среды, на поверхность которой (по-
верхность твердого тела, размер которого значи-
тельно превышает длину транспортного пробега
электронов) добавим тонкий слой материала
среды:

(2)

и сформулируем условие неизменности функции
отражения. Здесь lel – средняя длина свободного
пробега электрона между упругими соударения-
ми. Для функции упругого отражения от j-го ком-
понента среды Rj(s, μ0, μ), которая определяет от-
ношение числа электронов, отразившихся в еди-
ничный телесный угол, пройдя в мишени путь s,
к потоку падающих частиц, запишем:

(3)

(4)

где nj – концентрация, μ0 и μ – косинусы углов
падения и отражения соответственно (углы из-
меряются относительно нормали, проведенной
вглубь слоя), x(μ) – индикатриса упругого рассе-
яния, равная отношению дифференциального
сечения упругого рассеяния к полному сечению
упругого рассеяния,  – интегральное сечение
упругого рассеяния на j-м компоненте, 
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Подчеркнем, что формула (3) – это уравнение,
описывающее чисто упругое рассеяние. Решение
уравнения (3) будем искать на основе двух подхо-
дов: первый подход развит в [12], второй подход,
или метод Освальда–Каспера–Гауклера (ОКГ),
представлен в [13–15]. Наиболее важной особен-
ностью уравнения (3) является отсутствие в нем
нелинейного слагаемого, так как трехкратное
рассеяние на большой угол приведет, в соответ-
ствии с формулой (1), к потере энергии, кратно
превышающей ту, что соответствует положению
j-го упругого пика электронов в энергетическом
спектре. Таким образом, точное решение задачи
определения интенсивности пика упруго отражен-
ных электронов базируется на решении относи-
тельно простого, линейного интегрального урав-
нения. Отметим, что это не первая ситуация, ко-
гда метод инвариантного погружения приводит к
линейному уравнению. Примером здесь является
решение граничной задачи для уравнения Ландау
[15, 16]. Упростить уравнение (3) удается благода-
ря “сильной вытянутости” сечения упругого рас-
сеяния ωel(ψ):

(5)
Наряду с уравнением (3) запишем уравнение,
описывающее суммарную интенсивность пиков,
упруго отраженных от всех компонентов соеди-
нения электронов:

(6)

(7)

Уравнение (7) имеет вид, аналогичный уравне-
нию отражения от однокомпонентных однород-
ных образцов. Для решения (7) можно использо-
вать метод ОКГ. Применение первого подхода
позволяет найти решения как уравнения (3), так и
уравнения (7). Но с помощью второго подхода,
метода ОКГ, можно решить только уравнение (7).
В [9] показано, что подход ОКГ для расчета отно-
сительных интенсивностей пиков упруго отра-
женных электронов от многокомпонентных ми-
шеней приводит к результатам, не соответствую-
щим экспериментальным данным.

Для реализации подхода ОКГ необходимо,
чтобы сечения x(μ) в первом слагаемом правой
части и сечения x(μ) во втором и третьем инте-
гральных слагаемых были одинаковы. Указанное
условие выполняется только для уравнения (7).
Подход [12], позволяющий найти как решение
уравнения (3), так и уравнения (7), дает значи-
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тельную погрешность. Более точное ОКГ-реше-
ние позволит найти возможность кардинально
уменьшить погрешность подхода [12]. Решение
уравнения (7) на основе подхода [12] имеет вид:

(8)

где  xl – коэф-
фициенты разложения индикатрисы упругого
рассеяния в ряд по полиномам Лежандра. Реше-
ние того же уравнения методом ОКГ, практиче-
ски точно описывающее распределение частиц
по длине пробега, имеет вид:

(9)

Последовательное решение уравнения (7) на ос-
нове метода [12] соответствует α = 1 в формуле (8).
Вариация подгоночного параметра α позволит
добиться наиболее адекватного совпадения рас-
четов на основе (8) с расчетами на основе (9).
Указанное совпадение наблюдается при α = 2.
Важно, что параметр α не зависит от геометрии,
энергии и сорта атома, на котором происходит
рассеяние.

Из рис. 1 видно, что наиболее качественно
распределение частиц по длине пробега описыва-
ется функцией R1 в случае пробегов от нулевого
до транспортного, что позволяет уверенно ис-
пользовать формулу (8) для расчета интенсив-
ностей упруго отраженных электронов, пробеги
которых в мишени составляют величину lin, так
как lin  ltr. Решение уравнений (3) и (7) легко
найти в приближении прямолинейных траекто-
рий (straight line approximation – SLA), когда ин-
дикатриса упругого рассеяния заменяется дельта-
функцией:

(10)

(11)

Метод, представленный в [12], и приближение
прямолинейных траекторий позволяют найти
функцию распределения частиц по длине пробега
(path length distribution function) для потоков элек-
тронов, отраженных от каждого из компонентов
мишени, или найти решение уравнения (3):
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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ИНТЕНСИВНОСТЕЙ ПИКОВ 

УПРУГО ОТРАЖЕННЫХ ЭЛЕКТРОНОВ
Упругие пики формируются вследствие дви-

жения в мишени электронов, не испытавших не-
упругих соударений. Вероятность испытать
упругое соударение на отрезке l определяет закон
Бугера exp(–l/lin), тогда угловое распределение
интенсивности упруго отраженных электронов
описывает формула:

(14)

Включение в рассмотрение процессов неупругого
рассеяния делает необходимым определить аль-
бедо для однократного рассеяния:

(15)

где λ – вероятность того, что процесс однократного
рассеяния произойдет упруго, 
σin – интегральное сечение неупругого рассея-
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Рис. 1. Функции распределения частиц по длине про-
бега, вычисленные для Au (1, 2) и С (3, 4) в модифи-
цированном малоугловом приближении по формуле
(8) (2, 3) и на основе метода ОКГ по формуле (9) (1, 4).
Угол падения 0°, угол отражения 145°, энергия зонди-
рующих электронов 5 кэВ.

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
s

1
2

3
4

I,
 о

тн
. е

д.



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 6  2022

ВЛИЯНИЕ ПРОЦЕССОВ МНОГОКРАТНОГО УПРУГОГО РАССЕЯНИЯ 79

ния, lin – длина свободного пробега при неупру-
гом рассеянии:

(16)

Подстановка формулы (13) в формулу (14) позво-
ляет найти функцию распределения частиц по
длине пробега в приближении прямолинейных
траекторий:

(17)

Подстановка формулы (12) в формулу (14) дает
возможность найти ту же функцию в малоугло-
вом приближении:

(18)

Подстановка формулы (9) в формулу (14) дает уг-
ловое распределение электронов, отраженных от
всех компонентов мишени:

(19)

Аналогичная (18) формула для модифицирован-
ного малоуглового приближения, справедливая
для однокомпонентной мишени либо описываю-
щая суммарную площадь под всеми упругими пи-
ками, имеет вид:
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Еще раз отметим, что подход ОКГ позволяет най-
ти лишь суммарную интенсивность всех пиков
упруго отраженных частиц. Подход ОКГ позволя-
ет разделить вклады в суммарный сигнал по крат-
ности упругого рассеяния:

(21)

Каждое из слагаемых в квадратных скобках в
формуле (21) определяет вклад однократного
(первое слагаемое), двукратного (второе слагае-
мое), …, k-кратного упругого рассеяния в интен-
сивность пиков упруго отраженных электронов.

Рисунок 2 показывает определяющий вклад в
интенсивность пиков упруго отраженных элек-
тронов процессов многократного упругого рассе-
яния. Наиболее существенен этот вклад в случае
HfO2, поскольку для оксида гафния альбедо для
однократного рассеяния λ = 0.8, и рассеяние
можно считать близким к консервативному.
С уменьшением альбедо вклад процессов много-
кратного упругого рассеяния резко убывает, что
наиболее заметно на рис. 2 в случае карбоната ли-
тия Li2CO3, для которого λ = 0.48, однако и в этом
случае вклад кратных актов упругого рассеяния в
интенсивность пика будет заметно превосходить
вклад однократного рассеяния.

Рисунки 3 и 4 показывают хорошее совпадение
результатов расчетов, выполненных в рамках мо-
дифицированной малоугловой теории (формула
(20)) и метода ОКГ (формула (19)). Так как в [14,
15, 17] была продемонстрирована высокая точ-
ность метода ОКГ, представленные на рис. 3, 4
результаты позволяют утверждать, что описание
интенсивностей пиков, упруго отраженных от
компонентов соединения электронов на основе
формулы (18) даст верные результаты.

Данные о составе многокомпонентных мише-
ней на основе спектроскопии упруго отраженных
электронов получают, анализируя отношение
интенсивностей пиков, измеренных в различной
геометрии и при различной энергии зондирую-
щего пучка. Рисунки 5, 6 позволяют оценить
ошибку, допускаемую при определении компо-
нентного состава мишени в рамках простейшей
модели прямолинейных траекторий. Все расчеты,
представленные в работе, получены на основе се-
чений и функции распределения частиц по длине
пробега [18–22].
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Рис. 2. Суммарная интенсивность электронов, упруго
отраженных от всех компонентов соединений Li2CO3,
CaCO3, TiO2, HfO2, являющаяся результатом одно-
кратного, двукратного и так далее процессов упругого
рассеяния и рассчитанная на основе формулы (21)
для: Li2CO3 (1); CaCO3 (2); TiO2 (3); HfO2 (4). Симво-
лами обозначены результаты расчета методом Мон-
те-Карло [16]. Угол падения 0°, угол отражения 135°,
энергия зондирующих электронов 40 кэВ.
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АФАНАСЬЕВ, ЛОБАНОВА

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решена граничная задача описания процесса
формирования пиков упруго отраженных элек-
тронов в энергетическом спектре. Показано,
что в данной ситуации метод инвариантного по-
гружения приводит к уравнениям, в которых
отсутствует нелинейное слагаемое. Решение по-
лученных уравнений построено на основе мето-
дики ОКГ [9, 10], модифицированного малоугло-
вого приближения, приближения прямолиней-
ных траекторий до и после упругого отражения на
заданный угол.

В [14, 15] показана высокая точность описания
процесса на основе метода ОКГ, и в настоящей
работе этот подход являлся эталоном. Недостаток
метода ОКГ состоит в невозможности раздельно-
го описания интенсивностей пиков электронов,

отраженных от различных компонентов мишени.
Модифицированное малоугловое приближение
(формулы (18) и (20)), практически с той же точ-
ностью описывающее процесс, что и метод ОКГ,
дает возможность раздельно определить интен-
сивности пиков, сформированных в процессе от-
ражения электронов от различных компонентов
мишени.

В работе показана удовлетворительная точ-
ность описания сигналов в спектрах упруго отра-
женных электронов в рамках модели прямоли-
нейных траекторий (формулы (11) и (13)). Простая
модель формирования рентгеновских фотоэлек-
тронных спектров сыграла очень важную роль в
создании различных методик [5]. Учесть эффект
многократного рассеяния в рентгеновской фото-
электронной спектроскопии можно, вводя кор-

Рис. 3. Угловые распределения электронов, упруго
отраженных от гафния, вычисленные в модифициро-
ванном малоугловом приближении (1), на основе ме-
тода ОКГ (2) и в приближении прямолинейных тра-
екторий (3). Угол падения 0°, энергия зондирующих
электронов 40 кэВ.
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Рис. 4. Угловые распределения электронов, упруго
отраженных от гафния, вычисленные в модифициро-
ванном малоугловом приближении (1), на основе ме-
тода ОКГ (2) и в приближении прямолинейных тра-
екторий (3). Угол падения 75°, энергия зондирующих
электронов 40 кэВ.
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Рис. 5. Угловые распределения электронов, упруго
отраженных от гафния и кислорода (отношение ин-
тенсивностей пиков кислорода и гафния на основе
формул (12) и (13)), вычисленные в модифицирован-
ном малоугловом приближении (1) и в приближении
прямолинейных траекторий (2). Угол падения 0°,
энергия зондирующих электронов 40 кэВ.
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Рис. 6. Угловые распределения электронов, упруго
отраженных от гафния и кислорода (отношение ин-
тенсивностей пиков кислорода и гафния на основе
формул (12) и (13)), вычисленные в модифицирован-
ном малоугловом приближении (1) и в приближении
прямолинейных траекторий (2). Угол падения 75°,
энергия зондирующих электронов 40 кэВ.
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ректирующие поправки в простые формулы
приближения прямолинейных траекторий [5].
Рисунки 5 и 6 показывают, что погрешность опи-
сания сигнала в спектрах упруго отраженных
электронов для актуальных углов визирования
пиков не превышает 10%.
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Influence of Multiple Elastic Scattering Processes in Multicomponent Targets 
on the Intensity of Elastic Peak Electron Spectra

V. P. Afanas’ev1, *, L. G. Lobanova1, **
1National Research University “MPEI”, Moscow, 111250 Russia

*e-mail: v.af@mail.ru
**e-mail: lida.lobanova.2017@mail.ru

A solution of the boundary problem for describing the formation of peaks of electrons elastically reflected
from multicomponent samples is presented. It is shown that the problem leads to Lyapunov-type equations
and allows the construction of an effective numerical solution. A small-angle theory of elastic reflection of
electrons from multicomponent materials is developed, which makes it possible to obtain analytical solutions
that describe the intensity of the peaks of electrons reflected from various components of the target. A method
is developed for interpreting and quantitatively processing the peaks of elastically reflected electrons, taking
into account the multiple scattering effects.

Keywords: multicomponent targets, elastic peak electron spectroscopy, invariant imbedding method, small-
angle approximation.
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