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Движение каналированной частицы удобно рассматривать в так называемой сопутствующей систе-
ме отсчета, движущейся вдоль направления каналирования со скоростью, равной продольной ком-
поненте скорости каналированной частицы. В такой системе движение частицы ограничено и сво-
дится к колебательному в одномерном потенциале (при плоскостном каналировании) или двумер-
ному финитному движению в центральном поле (при аксиальном каналировании). Математически
в сопутствующей системе отсчета движение каналированной частицы описывается релятивистским
квадрированным уравнением Шредингера, в котором роль массы выполняет релятивистская энер-
гия частицы E. Само явление каналирования можно рассматривать как реализацию атомарных мо-
делей размерностью 1D и 2D в терминах движения электрона внутри атома. Подбирая и ориентируя
кристалл мишени, можно управлять параметрами потенциала, делая его отличным от кулоновского
потенциала, действующего в атоме водорода, а меняя релятивистскую энергию каналированных ча-
стиц, можно в широких пределах менять число и энергию разрешенных квантовых уровней связан-
ного движения частиц. При аксиальном каналировании можно реализовать для каналированных
частиц практически все разнообразие эффектов, наблюдаемых в традиционной атомной физике:
сложную структуру уровней и подуровней, соответствующих разной энергии и квантованным мо-
ментам импульса частиц в сопутствующей системе отсчета; тонкое расщепление энергетических
уровней за счет спин-орбитального взаимодействия; расщепление энергетических уровней в маг-
нитном поле (аналог эффекта Зеемана) и другие эффекты.

Ключевые слова: каналирование, монокристалл, атомная физика, квантовые уровни энергии, рас-
щепление энергетических уровней, электромагнитное излучение.
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ВВЕДЕНИЕ
Движение заряженной частицы в усредненном

потенциале кристаллической плоскости (плос-
костное каналирование) или атомной цепочки
(аксиальное каналирование) удобно рассматри-
вать в так называемой сопутствующей системе
отсчета, движущейся вдоль направления канали-
рования со скоростью, равной продольной ком-
поненте скорости каналированной частицы.
В такой системе движение частицы ограничено и
сводится к одномерному колебательному (при
плоскостном каналировании) или двумерному
финитному движению в центральном поле (при
аксиальном каналировании). Математически в
сопутствующей системе отсчета при достаточно
больших (релятивистских) энергиях движение
каналированной частицы описывается реляти-
вистским квадрированным уравнением Шредин-

гера (например, [1–5]), в котором вместо массы
частицы m фигурирует ее релятивистская энергия
E/с2  m:

(1)

Здесь ћ – постоянная Планка, с – скорость света,
εn – разрешенные квантованные значения попе-
речной энергии каналированной частицы, нуме-
руемые целочисленным индексом n = 1, 2, 3, … .
При аксиальном каналировании r – радиус-век-
тор, определяющий координаты точки на дву-
мерной плоскости, перпендикулярной оси кана-
лирования, U(ρ) – усредненный осесимметричный
потенциал атомной цепочки, зависящий только
от полярной координаты ρ, Δ – двумерный опе-
ратор Лапласа, в полярных координатах имею-
щий вид:

@
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(2)
При плоскостном каналировании волновая

функция поперечного движения и потенциал плос-
костного канала зависят от единственной коор-
динаты х, перпендикулярной плоскости канали-
рования, и квадрированнное уравнение Шредин-
гера становится еще проще:

(3)
Поперечное движение каналированной части-

цы ограничено и обладает дискретным энергети-
ческим спектром подобно тому, как это происхо-
дит с электроном в атоме. Используя удобные
приближенные модели усредненного потенциала,
можно рассчитать соответствующие спектры по-
перечной энергии, а также характеристики ана-
логов других эффектов, известных из атомной
физики. Продемонстрируем это на примерах.

ПЛОСКОСТНОЕ КАНАЛИРОВАНИЕ – 
1D МОДЕЛЬ АТОМА

В сопутствующей системе отсчета каналиро-
ванные в плоскостном канале частицы соверша-
ют финитные колебания между соседними ион-
ными плоскостями (если частицы положительно
заряжены) или вблизи одной из таких плоскостей
(если частицы отрицательно заряжены). В случае
положительно заряженной каналированной части-
цы (протона, положительно заряженного иона
или позитрона) взаимодействие с плоскостями,
составленными из ионов кристаллической ре-
шетки, носит характер отталкивания. Усреднен-
ный потенциал плоскостного каналирования
имеет максимумы на ионных плоскостях и мини-
мумы в пространстве между ними. В межплос-
костном пространстве симметрично перекрыва-
ются быстро спадающие усредненные потенциа-
лы соседних плоскостей, и форма образующейся
потенциальной ямы практически неизбежно ста-
новится параболической. Соответственно, усред-
ненный межплоскостной потенциал проще всего
(и реалистичнее всего) аппроксимировать пара-
болической функцией:

(4)
где x ≤ d/2, d – межплоскостное расстояние, а ко-
ордината х отсчитывается от середины межплос-
костного пространства. Соответственно, коорди-
наты соседних, ограничивающих пространство
канала ионных плоскостей равны ±d/2, U0 – глу-
бина усредненного потенциала плоскостного ка-
нала, которая определяется параметрами кри-
сталла и выбранной кристаллографической плос-
кости, в большинстве случаев составляет ~20–50 эВ
[2, 4, 9]. Заметим, что в релятивистских уравне-
ниях (1), (3) фигурируют потенциальные функ-
ции U, рассчитанные именно в лабораторной

( )2 2 2 2 21 (1 ) .д д д д д дΔψ = ψ ρ + ρ ψ ρ + ρ ψ ϕ

2 2 2 2( ) ( ) ( ( ))2 ( ) 0.nћ с Е d x dx U x xψ + ε − ψ =

2 2 2
02 4 ,U kx U x d= =

(покоящейся) системе отсчета. Релятивистские
изменения учтены в уравнениях (1), (3) заменой
массы на релятивистскую энергию [2, 5–8, 10, 11].

Если рассматривать каналированное движе-
ние в сопутствующей системе отсчета и в класси-
ческом подходе, то в параболическом потенци-
але (4) частица должна совершать гармонические
колебания с циклической частотой

(5)

В квантовом приближении уровни попереч-
ной энергии связанного одномерного движения
можно определить, точно решив уравнение (3) с
потенциалом (4), или для простоты можно вос-
пользоваться правилом квантования Бора–Зо-
ммерфельда, которое обычно записывается в виде:

(6)

где p = с(2E(εn – U(x))1/2 – классический попереч-
ный импульс каналированной частицы с попе-
речной энергией εn, движущейся в потенциале
U(x), а интеграл берется по всей классически до-
пустимой области связанного движения εn > U(x).

Применение условия квантования (6) к пара-
болическому потенциалу приводит к эквиди-
стантным разрешенным значениям поперечной
энергии = ћ (n + 1/2), где классическая ча-
стота колебаний определяется выражением (5),
а переходы между соседними уровнями приводят
к испусканию фотонов той же частоты, что и при
классическом рассмотрении. Общее число уров-
ней связанного движения в потенциале (1) можно
оценить величиной.

(7)

УПРОЩЕННЫЙ ЛИНЕЙНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 
ПЛОСКОСТНОГО КАНАЛИРОВАНИЯ 

ДЛЯ ЭЛЕКТРОНОВ
Реальный усредненный потенциал атомной

плоскости для электронов тоже складывается из
перекрывающихся потенциалов соседних плос-
костей и представляет собой цепочку переверну-
тых парабол (4) с пологими максимумами между
соседними ионными плоскостями и острыми ми-
нимумами на плоскостях. Вблизи ионных плос-
костей соседние параболы пересекаются, и по-
тенциал меняется почти линейно по мере удале-
ния от плоскости:

(8)

где b – подгоночный параметр, примерно равный
четверти межплоскостного расстояния, а коорди-
ната х отсчитывается от атомной плоскости.
Условие квантования (6) дает оценку числа кван-
товых уровней связанного движения в потенци-

1 2 1 2
кл 02( ) ( )( )2 .c k E с d U Еω = =

 2 1 2 , 0,1, ,( 2,3 ,)pdx ћ n n= π + = …�

nε клω

1 2
0 кл 0 ) .( )2(2N U ћ EU d сћω∼ ∼

0 1( ) ( ) при ,x хU x U b d≈ − − !
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але (8), по порядку величины совпадающую с
оценкой (7) для параболического потенциала:

(9)

АКСИАЛЬНОЕ КАНАЛИРОВАНИЕ – 
2D МОДЕЛЬ АТОМА

Еще в самом начале исследований каналиро-
ванного движения для описания движения элек-
тронов в аксиальном канале Й. Линдхард предло-
жил так называемый “стандартный потенциал” [1]:

(10)

где d – межатомное расстояние в цепочке, Z –
атомный номер атомов кристалла, RT–F – радиус
экранирования Томаса–Ферми. К сожалению,
использовать потенциал (10) в аналитических
расчетах практически невозможно. Аналитиче-
ское рассмотрение допускает кулоновскую ап-
проксимацию потенциала, использованную в [4, 6]:

(11)

где k – постоянная закона Кулона.
Волновая функция каналированной частицы 

в двумерном потенциале (11) определяется реше-
нием уравнения (1) и может быть представлена в
виде [4, 6], также трудно поддающемся дальней-
шему аналитическому исследованию:

(12)

Отметим, что появляется возможность класси-
фицировать квантовые состояния аксиально ка-
налированных частиц по квантовым числам n
(главное) и m (азимутальное) подобно тому, как
классифицируются состояния электронов в атом-
ной физике: (1s, 2s, 2p и т.д.). По утверждениям
авторов [4, 6], результаты экспериментальных из-
мерений спектров излучения каналированных
электронов позволяют ассоциировать некоторые
наблюдавшиеся спектральные максимумы с теми
или иными переходами между расчетными уров-
нями. Однако, если учесть низкую точность спек-
тральных измерений на каналированных части-
цах, то такое совпадение не удивительно. Анали-
тически проще рассмотреть движение быстрой
отрицательно заряженной частицы, например, в
потенциале притягивающей струны, имеющий
вид прямоугольной ямы:

(13)

1 2
0( ) .N EU b cћ∼

22
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− ≤ ρ ≤ρ =  ρ >

где 2R – поперечный размер струны,  – глубина
потенциальной ямы.

Собственные волновые функции поперечного
движения – решения уравнения (1) с потенциа-
лом (13) – имеют вид ψ(ρ, ϕ) = exp(imϕ)R(ρ), где
функции R(ρ) подчиняются уравнению

(14)

Пренебрегая просачиванием через центробеж-
ный барьер, можно найти допустимые значения
поперечной энергии связанного движения:

(15)

и оценить число связанных состояний в яме с глу-
биной :

(16)

что с точностью до безразмерного множителя
(порядка единицы) совпадает с оценками числа
состояний в плоскостном канале (7) и (9).

Реалистичный усредненный потенциал атом-
ной цепочки, к сожалению, не похож ни на куло-
новский (11), ни на модельный (13). Для выбора
простой, но реалистичной модели усредненного
потенциала атомной цепочки приведем несколь-
ко очевидных физических соображений: потен-
циал каждой ионной цепочки для каналирован-
ного электрона является притягивающим, т.е.
убывает при приближении к цепочке; вблизи
каждой цепочки формально усредненный потен-
циал покоящихся строго на оси цепочки ионов с
точечными ядрами в центре логарифмически рас-
ходится: U(ρ) → –∞ при ρ → 0 [1, 2] (понятно, од-
нако, что это не физическая расходимость, реаль-
ный потенциал будет всегда конечен, если учесть
хотя бы неустранимое тепловое движение ионов
и их ядер и дополнительно усреднить по нему);
потенциалы соседних цепочек перекрываются,
благодаря чему устраняется нефизическая лога-
рифмическая расходимость [1, 2] формально усред-
ненных потенциалов ионных цепочек на расстоя-
ниях ρ  d от осей.

В результате потенциал нескольких парал-
лельных цепочек будет иметь форму сложно ис-
кривленной поверхности с коническими углубле-
ниями, имеющими вершины на осях цепочек.
То есть можно ожидать, что недалеко от оси це-
почки потенциал будет меняться практически ли-
нейно, как и потенциал (8) в плоскостном случае,
но с заменой |х| на ρ :

(17)

где U0 – эффективная глубина потенциала, b ≤ d/2 –
параметр, который можно подобрать так, чтобы
обеспечить лучшее совпадение результата расчета
с экспериментом.

0U

2 22

2 2 ( )1  .
2

d R dR m R U R R
dE d

 −− + ρ = ε ρ ρρ ρ 
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Расчетная оценка числа состояний в потенци-
але (17) с точностью до безразмерного параметра
(порядка единицы) совпадает с оценкой (16), что
свидетельствует о слабой зависимости спектров
каналированных состояний от выбора формы мо-
дельного потенциала.

ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОЙ КОМПОНЕНТЫ 
УСРЕДНЕННОГО ПОТЕНЦИАЛА И СПИН-

ОРБИТАЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
В СОПУТСТВУЮЩЕЙ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА

В атомной физике заметную роль играют эффек-
ты, связанные с взаимодействием спина электро-
на с магнитными полями, являющимся результа-
том трансформации электростатического поля
ядра в системе покоя электрона (спин-орбиталь-
ное взаимодействие). Очевидно, что подобного
рода эффекты должны наблюдаться и при кана-
лировании заряженных частиц в кристаллах во-
обще и особенно при аксиальном каналировании
электронов, что усиливает аналогию между дви-
жением электронов в атомах.

В сопутствующей системе отсчета магнитное
поле электрически заряженной ионной цепочки
в приближении непрерывного усредненного по-
тенциала, очевидно, направлено перпендикуляр-
но оси каналирования, по касательным к окруж-
ностям с центрами на оси, а магнитный момент
поперечного орбитального движения электрона
направлен вдоль этой оси. Взаимодействие орби-
тального магнитного момента с перпендикуляр-
ным ему магнитным полем не меняет энергии по-
перечного движения. Однако взаимодействие
спина электрона с полем атомной цепочки и с его
орбитальным моментом может иметь энергети-
ческий эффект. Спин-орбитальное взаимодей-
ствие, опираясь на аналогию с известными фор-
мулами атомной физики [12, 13], можно оценить
величиной:

(18)

где μ0 – магнитная постоянная, μB = eħ/2mec –
магнетон Бора, r – радиус орбиты, l – орбиталь-
ное квантовое число. Если r ~ b ~ 10–10 м, l ~ 1,
то расщепление (18) составит ~10–4 эВ. В случае
высокоэнергетических состояний с l ~ N ~
~ (b/cħ)(ЕU0)1/2 эффект спин-орбитального взаи-
модействия может быть заметно сильнее.

Аккуратный метод учета влияния магнитного
поля атомных осей и плоскостей на движение ка-
налированных частиц был предложен в [14–16] и
подробно рассмотрен для случая каналирования
нейтронов в немагнитных кристаллах [14]. По-
добный подход может быть применен и к вычис-
лению магнитных поправок к энергии каналиро-
ванных состояний электронов, которые, как и
нейтроны, обладают спином 1/2. Такой расчет,

2 3
0 B 2 ,l rΔε μ μ π∼

однако, требует отдельного рассмотрения, выхо-
дящего за рамки данной работы.

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Движение заряженной каналированной ча-
стицы в кристаллической среде во многом похо-
же на движение частиц в 1D- и 2D-моделях ато-
мов, но отличается возможностью физически
варьировать некоторые параметры. Подбирая и
ориентируя кристалл мишени, можно управлять
величиной и формой потенциала каналирования,
а задавая релятивистскую энергию каналирован-
ных частиц, можно в широких пределах менять
число и энергию разрешенных квантовых уров-
ней связанного движения частиц. Рассматривая
каналированные частицы в сопутствующей си-
стеме отсчета и применяя математические выра-
жения традиционной атомной физики, можно
реализовать множество эффектов: сложную струк-
туру уровней и подуровней, соответствующих
разным значениям энергии и квантованным мо-
ментам импульса частиц в сопутствующей систе-
ме отсчета, тонкое расщепление энергетических
уровней за счет спин-орбитального взаимодей-
ствия, расщепление энергетических уровней в
магнитном поле, возбуждение переходов между
квантовыми состояниями с помощью лазерного
излучения [11, 17] и другие эффекты.

Энергетические характеристики спектров кван-
товых состояний при плоскостном и аксиальном
каналировании достаточно слабо зависят от вы-
бора формы модельного усредненного потенциа-
ла. Однако применение рассматриваемого подхо-
да ограничено возможностью использования для
расчета спектров квантовых состояний квадриро-
ванных релятивистских уравнений Шрединге-
ра (1), (3). Эти уравнения справедливы только в
условиях, когда поперечное движение частицы в
сопутствующей системе отсчета является нереля-
тивистским, что нарушается при очень высоких,
ультрарелятивистских энергиях каналированных
частиц, т.е. при Е > (mc2)2/U0 ~ 1010 эВ для элек-
тронов [10, 11], однако при не столь высоких
энергиях рассмотрение явления каналирования
как модели атомов 1D и 2D в терминах движения
электрона внутри атома вполне оправдано. Моде-
ли атомов 1D и 2D в сопутствующей системе от-
счета позволяют наглядно рассмотреть комбина-
ционное рассеяние лазерного пучка на каналиро-
ванных частицах [18].
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The Channeling Phenomenon as 1D and 2D Atomic Models in the Accompanying 
Reference System

N. P. Kalashnikov1, *, A. S. Olchak1, **
1National Nuclear Research University MEPhI, Moscow, 115409 Russia

*e-mail: kalash@mephi.ru

**e-mail: asolchak@mephi.ru

The motion of the channeled particle is conveniently considered in the so-called accompanying reference sys-
tem, moving along the direction of the channeling at a speed equal to the longitudinal component of the
channeled particle speed. In such system, the motion of the particle is finite and reduced to oscillatory in the
one-dimensional potential (in the case of the planar channeling) or two-dimensional finite motion in the
central field (in the case of the axial channeling). Mathematically, in the accompanying reference frame, the
motion of a channeled particle is described by the relativistic Schrödinger equation, in which the role of mass
is performed by the relativistic particle energy E. The channeling phenomenon can be considered as 1D and
2D models of atoms in terms of the motion of the electron inside the atom. By selecting and orienting the
target crystal, it is possible to control the potential parameters, making it different from the Coulomb poten-
tial acting in the hydrogen atom. And by changing the relativistic energy of the channeled particles, it is pos-
sible to change the number of the allowed quantum energy levels of the particles bound motion within wide
limits. In the case of axial channeling, it is possible to realize almost all the variety of effects observed in tra-
ditional atomic physics for channeled particles: the complex structure of levels and sublevels corresponding
to different energies and the particles quantized momentum in the accompanying reference system; the fine
splitting of energy levels due to spin-orbital interaction; splitting of the energy levels in the magnetic field (an-
alogue of the Zeeman effect), etc.

Keywords: channeling, single crystal, atomic physics, quantum energy levels, splitting of energy levels, elec-
tromagnetic radiation.
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