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Получено аналитическое решение уравнения для распределения плотности потока отраженных
легких ионов по длине пробега и по потерям энергии в мишени. Оно основано на решении гранич-
ных задач для уравнения переноса методом инвариантного погружения в малоугловом приближении.
В случае отражения протонов от медной и вольфрамовой мишеней проведено сравнение аналити-
ческих результатов с данными компьютерного моделирования, выполненного с использованием
программы OKSANA, а также с экспериментальными данными. Отмечена возможность верифика-
ции тормозной способности материала мишени на основе созданной методики.
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ВВЕДЕНИЕ
Теоретическое описание процессов взаимо-

действия ускоренных ионов с поверхностью твер-
дого тела необходимо для создания новых мате-
риалов методами ионной имплантации, послой-
ного анализа материалов, совершенствования
методик ионно-рассеивательной спектроскопии
и других целей. Наиболее активные исследования
в этой области были выполнены в 80-е годы
прошлого века [1–5], что связано в основном с
проблемой “первой стенки” в установках управ-
ляемого термоядерного синтеза. Однако количе-
ственной модели, точно и последовательно описы-
вающей процессы взаимодействия легких ионов
с твердым телом, не существует. Упрощенные
аналитические модели, используемые для описа-
ния процесса ионного рассеяния в твердых телах
[1–3], часто ориентированы на объяснение кон-
кретных экспериментов и не позволяют в полной
мере описать процессы отражения легких ионов с
энергией от единиц до десятков кэВ. Поэтому ос-
новным методом теоретического анализа в этой
области исследований стало компьютерное моде-
лирование процессов взаимодействия потоков
легких ионов с поверхностью твердого тела [6, 7].

Следует, однако, отметить, что последние де-
сятилетия ознаменовались созданием эффектив-
ных методов расчета энергетических спектров
электронов, отраженных от поверхности твердого
тела [8–26], описания процессов неупругих по-
терь электронов с энергией более сотен эВ [8–11,
26]. Наличие вычислительных продуктов для ре-
шения интегро-дифференциальных уравнений
типа Рикатти позволило решить граничные зада-
чи для уравнения переноса электронов в твердых
телах [19, 22] с использованием метода инвари-
антного погружения Амбарцумяна [27–31]. Были
установлены границы применимости малоугло-
вых приближений [17–19, 22, 23] и определена их
погрешность [19, 22]. Созданные методики поз-
волили получить ряд аналитических решений,
эффективно описывающих сигналы электронной
спектроскопии с необходимой точностью [9, 13,
19, 22, 23].

Возникает вопрос, можно ли применить ука-
занные наработки теории электронного рассея-
ния в задачах отражения ионов от поверхности,
учитывая, что малоугловые подходы, применяе-
мые в задачах электронного рассеяния, в задачах
ионного рассеяния применимы в гораздо более
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широком интервале энергии. В настоящей работе
сделана попытка использовать для расчета энер-
гетических и угловых спектров отраженных
ионов аналитическую модель Освальда–Каспе-
ра–Гауклера (ОКГ) [12, 13, 19]. В рамках этой мо-
дели рассчитывают распределение отраженных
частиц по длине пробега  в мишени. Подход ОКГ
основан на решении граничных задач для уравне-
ния переноса в малоугловом приближении [19].

Проведено сравнение результатов аналитиче-
ского рассмотрения с результатами компьютер-
ного моделирования и экспериментальными дан-
ными. Численные расчеты выполнены для прото-
нов с энергией порядка кэВ при различных углах
падения на медную и вольфрамовую мишени.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
В модели ОКГ уравнение для плотности пото-

ка частиц  отразившихся от мишени и
прошедших в ней путь  имеет вид [19]:

(1)

где μ0, μ – косинусы углов падения и отражения.
Углы отсчитываются от нормали к поверхности, а
пробег s измеряется в длинах среднего пробега
между упругими соударениями. Уравнение (1)
получено в малоугловом приближении, подразу-
мевающем малость параметра

(2)

где  – нормированное на единицу сечение
упругого рассеяния электронов или ионов на угол

 – ионов. Следует отметить, что для ионов нера-
венство (2) справедливо в более широком интер-
вале значений энергии, чем для электронов.

Для ионов и электронов уравнение (1) разли-
чается лишь видом сечения упругого рассеяния

 Решение уравнения (1) строится на основе
метода сферических гармоник с использованием
методики аналитического продолжения инте-
гралов по полярному углу рассеяния на интер-
вал –1 < μ < 1. Это приводит к решению для
функции отражения:

(3)

где  – полиномы Лежандра,  – коэффици-
енты разложения нормированного на единицу
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сечения упругого рассеяния  в ряд по поли-
номам Лежандра.

Проинтегрировав уравнение (3) по пробегам,
приходим к формуле, описывающей угловое рас-
пределение отраженных ионов:

(4)

где  – составляющая скорости иона, перпенди-
кулярная поверхности образца, а множитель

 учитывает вероятность “выживания”
ионов в результате перезарядки на поверхности.

Энергетические спектры отраженных частиц
будем определять формулой:

(5)

где  – функция, описывающая неупру-
гие потери энергии ионов и  – средняя длина
свободного неупругого пробега ионов. Эта фор-
мула является следствием гипотезы Ферми о воз-
можности представления дифференциального се-
чения элементарного акта рассеяния в виде
суммы:

(6)

где  – дифференциальное сечение рассеяния,
  – дифференциальное сечение неупругого

и упругого рассеяния соответственно.
Формула (6) указывает на то, что акт элемен-

тарного рассеяния можно разбить на два незави-
симых процесса – упругое и неупругое рассеяние.
В результате акта неупругого рассеяния теряется
энергия, но не меняется направление движения
быстрой частицы, упругое рассеяние идет без по-
терь энергии, однако с изменением направления
движения.

Функция  – функция неупругого про-
цесса, описывающая энергетический спектр ча-
стиц, прошедших в мишени путь  В случае элек-
тронного рассеяния функция  является
функцией Ландау и представима в виде ряда:
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где   ×

×  Если  – вероятность по-
тери энергии  в результате одного акта неупругого
рассеяния то,  имеет смысл потери энергии 
в результате k актов неупругого рассеяния.

Функция  в случае ионного рассеяния
определяется в приближении Фоккера–Планка
лишь двумя параметрами сечения неупругого
рассеяния, а именно средними потерями энергии
на единице длины  (stopping power) и средним

квадратом потерь энергии  (straggling):

(8)

Отметим, что приближение Фоккера–Планка
верно, если  имеет резкий максимум при

 и справедливо, например, для модели ато-
ма Томсона [32]. Но в теории Линдхарда, исполь-
зуемой для определения  в случае торможения
ионов с энергией несколько кэВ, сечение 
не имеет особенностей при  и приближе-
ние Фоккера–Планка становится неприемлемым.

Подставив формулу (3) в формулу для расчета
энергетических спектров отраженных ионов (5),
получим:

(9)

Здесь множители  и учитывают за-
висимость сечений упругого и неупругого рассея-

ния от энергии, а функция  связа-

на с учетом перезарядки отраженных ионов водо-
рода [3, 4],  – подгоночный параметр.

В формуле (9) присутствует также безразмерный
параметр  который является определяющим
при аналитическом описании процесса форми-
рования энергетических спектров отраженных
ионов:
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где  имеет смысл и порядок длины пробега
иона до полной остановки (residual range) R0,  –
транспортный пробег иона, или длина полной
изотропизации.

Отметим, что именно процесс изотропизации
нисходящего потока электронов позволил Г. Бете
[33] создать простую теорию отражения электро-
нов, удовлетворительно описывающую интеграль-
ные коэффициенты отражения электронов от
мишеней с Z > 30. Теория Бете базируется на двух
длинах: длине полной изотропизаци  и длине
полного торможения  Из данной теории следу-
ет, что при  полный коэффициент от-
ражения электронов стремится к 0.5, что удовле-
творительно согласуется с экспериментальными
данными.

СРАВНЕНИЕ С МОДЕЛИРОВАНИЕМ 
И ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Моделирование выполнено с использованием
компьютерной программы OKSANA в том ее ва-
рианте, который описан в [34]. Программа осно-
вана на приближении парных столкновений и
моделирует взаимодействие ионов с аморфными,
монокристаллическими и поликристаллически-
ми материалами. В настоящей работе рассмотре-
ны только аморфные мишени. Как и в программе
MARLOWE [35], аморфная мишень моделирует-
ся вращением кристаллического атомного блока,
процедура вращения повторяется от столкнове-
ния к столкновению. Углы рассеяния в парных
столкновениях рассчитывают с использованием
табулированных значений, найденных заранее
путем решения уравнений движения для задан-
ного межатомного потенциала (молекулярная
динамика). В качестве межатомного потенциала
использован потенциал Kr–C [6]. С целью срав-
нения с теорией, изложенной выше, для каждого
бомбардирующего иона рассчитывали длину его
траектории в мишени до момента остановки ча-
стицы или ее выхода из мишени. Поверхность
мишени считали гладкой, какие-либо изменения
в мишени, вызванные ионной бомбардировкой,
не учитывали.

В целях апробации методики ОКГ, хорошо вы-
веренной в задачах электронного рассеяния [13, 19],
для задач рассеяния легких ионов в работе прове-
дено сравнение расчетов на основе (3) и (4) с ре-
зультатами моделирования методом Монте-Кар-
ло (рис. 1) и с экспериментальными данными
(рис. 2) соответственно. Рис. 1 и 2 показывают
удовлетворительные результаты сравнения рас-
четных данных с данными компьютерного моде-
лирования и экспериментальными данными.
Наличие хорошо выверенного решения задачи
упругого рассеяния будет надежной базой для

0 trE l
trl

TOTtrl
0.R

→
TOT0 tr 0R l
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определения и верификации параметров неупру-
гого рассеяния: средних потерь энергии на еди-
нице длины (stopping power) и параметра флукту-
аций энергетических потерь (straggling).

Представленные на рис. 3 графики указывают
на удовлетворительное соответствие расчетов экс-
периментальным данным. В расчетах использо-
вали данные базы NIST о средних потерях энер-
гии протонов в W на единице длины, транспорт-
ное сечение протонов вычисляли по формуле
Фирсова [38], параметр перезарядки  = 1. Наи-A

меньшее доверие в расчетных величинах вызыва-
ют данные о средних потерях энергии на единице
длины  Достаточно взглянуть на разброс дан-
ных о торможении протонов в золоте, для которо-
го выполнено наибольшее число экспериментов [5].
Изменение средних потерь энергии от значения

= 137.6 эВ/нм, представленного в данных NIST,
до  = 110.1 эВ/нм приводит к совпадению макси-
мумов расчетного и экспериментального спек-
тров (рис. 3б). По оси ординат на рис. 3 отложена
безразмерная потеря энергии:  учет

ε.

ε
ε

( )−0 0,E E E

Рис. 1. Распределение по длине пробега протонов, отраженных от медной мишени. Угол падения 80°, угол отражения
110°, начальная энергия протонов  6 (1); 20 кэВ (2). Линии – расчет на основе формулы (3), символы – компьютер-
ное моделирование.

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

1

2

I,
 1

0–
3  о

тн
. е

д.

τ/ltr

0:E

Рис. 2. Угловые распределения протонов, отраженных от медной мишени. Начальная энергия протонов  = 21.6 кэВ,
угол падения: 80° (1); 75°(2); 70°(3); 65°(4). Линии – расчет по формуле (4), символы – эксперимент [36].
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АФАНАСЬЕВ и др.

кинематического фактора [3] приведет в данном
масштабе к сдвигу в область больших потерь
энергии на величину 0.0023, которая более чем на
порядок меньше погрешности эксперимента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе модель формирования
энергетических спектров отраженных частиц, ис-
пользованная ранее в задачах электронного рас-
сеяния, распространена на случай ионного рассе-
яния. Получены аналитические формулы (3), (4),
(9) для плотности потока отраженных легких
ионов, справедливые в более широком диапазоне
энергии по сравнению с электронным рассеяни-
ем. Основным критерием, определяющим об-
ласть применимости полученных выражений, яв-
ляется малость отношения параметра экраниро-
вания, определяемого квадратом отношения де
бройлевской длины волны частицы, к дебаевско-
му радиусу тормозящей среды. Параметр экрани-
рования при фиксированном материале среды и
энергии частицы на порядки меньше в случае лег-
ких ионов. Показано, что основным параметром,
определяющим характеристики энергетического
спектра отраженных ионов, является величина

 зависящая от величины транспортного пробе-
га  и тормозной способности  (формула (10)).

Численные расчеты проведены для отражения
протонов с энергией 6 и 20 кэВ от медной мише-
ни. Экспериментальные данные приведены для
отражения протонов с энергией 21.6 и 25 кэВ от
медной и вольфрамовой мишеней. Показано, что
результаты аналитического рассмотрения нахо-

σ*,
trl ε

дятся в хорошем согласии с данными компьютер-
ного моделирования (программа OKSANA) и
экспериментальными данными. Отмечена воз-
можность верификации тормозной способности
материала мишени на основе предложенной ме-
тодики.
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Reflection of Light Ions from a Solid Surface: Analytical Model and Computer Simulation
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An analytical solution of the equation for the distribution of the f lux density of reflected light ions over the
path length and energy losses in the target is obtained. It is based on the solution of boundary problems for
the transport equation using the invariant imbedding method in the small-angle approximation. In the case
of proton reflection from copper and tungsten targets, the analytical results are compared with computer sim-
ulation data obtained using the OKSANA program, as well as with experimental data. The possibility of ver-
ifying the stopping power of the target material based on the created methodology is noted.

Keywords: reflection of light ions, analytical model, invariant imbedding method, small-angle approxima-
tion, computer simulation, stopping power.
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