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Описана зависимость от времени концентрации неравновесных неосновных носителей заряда, ге-
нерированных в однородном полупроводниковом материале остро сфокусированным электрон-
ным пучком, электронным зондом, после прекращения облучения мишени. Построена математи-
ческая модель нестационарной диффузии заряженных частиц, созданных электронным зондом
низкой энергии в полупроводниковой мишени, при наличии двух независимых каналов рекомби-
нации сгенерированных носителей заряда в материале мишени. Применение низкоэнергетическо-
го электронного зонда позволило при моделировании использовать двухмерную математическую
модель диффузии. В качестве начального условия в этой модели взято распределение концентрации
неравновесных неосновных носителей заряда в условиях квазиравновесия, до выключения элек-
тронного облучения. При наличии двух независимых каналов рекомбинации профиль спада кон-
центрации неравновесных неосновных носителей заряда в мишени после выключения электронно-
го облучения описан суммой двух экспонент, зависящих от времени. Такой подход позволил полу-
чить решение дифференциального уравнения двухмерной диффузии носителей заряда с учетом их
переменного эффективного времени жизни. Практическое приложение разработанной математи-
ческой модели реализовано для метода времяпролетной катодолюминесценции при описании диф-
фузии экситонов в монокристаллическом нитриде галлия с учетом зависимости концентрации сге-
нерированных экситонов от времени.
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ВВЕДЕНИЕ

Одними из немногих методов, позволяющих
реализовать бесконтактную неразрушающую ди-
агностику твердых тел, являются зондовые методы,
основанные на использовании остро сфокусиро-
ванных пучков электронов с низкой энергией [1–3].
В полупроводниковом материаловедении при про-
ведении локальных исследований материалов с
использованием сфокусированных пучков элек-
тронов наиболее часто в качестве информативно-
го регистрируют сигнал, связанный с генерацией
и диффузией в полупроводниковой мишени не-
равновесных неосновных носителей заряда (ННЗ)
[2–4], и/или сигналы, характеристики которых
существенно зависят от распределения ННЗ,
например, катодолюминесцентное излучение,

возникающее при излучательной рекомбинации
ННЗ или экситонов, созданных в полупроводни-
ковой мишени пучком киловольтных электронов
[5–7].

Одним из методов, позволяющих решить задачу
идентификации параметров полупроводниковой
мишени, является метод времяпролетной като-
долюминесценции [8, 9], в основе количественной
реализации которого лежит математическая мо-
дель диффузии и последующей излучательной ре-
комбинации созданных электронным зондом ча-
стиц [10–12]. Ранее для этого режима работы
растрового электронного микроскопа была изу-
чена двумерная нестационарная модель диффу-
зии экситонов после прекращения воздействия
электронного зонда на полупроводниковую ми-
шень. Мишенью служил однородный материал,
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в котором все электрофизические параметры по-
лупроводника, характеризующие диффузионный
процесс (диффузионная длина, время жизни ННЗ),
были величинами постоянными. В то же время
результаты экспериментальных исследований вре-
мяпролетной катодолюминесценции гетерострук-
туры ZnMgO/ZnO с Zn-квантовой ямой [8] и
катодолюминесценции однородного нитрида гал-
лия [9, 13], перспективного материала оптоэлек-
троники и СВЧ-техники, позволили установить
немонотонную зависимость времени жизни эк-
ситонов и диффузионной длины от температуры,
что позволяет предположить наличие нескольких
каналов рекомбинации в этих мишенях. Матема-
тическое моделирование диффузии экситонов в
однородном нитриде галлия с учетом их перемен-
ного времени жизни и составляет предмет рас-
смотрения настоящей работы.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
При включении или выключении электронно-

го зонда время действия электронного импульса
во много раз больше времени установления ста-
ционарного процесса [14], что дает возможность
описывать процессы диффузии следующим обра-
зом. На первом этапе, при сравнительно длитель-
ном облучении полупроводника, когда время
стационарного облучения электронным зондом
много больше времени спада информативного
сигнала катодолюминесценции, можно считать
процесс стационарным, обусловленным генера-
цией и рекомбинацией ННЗ или экситонов, при
котором мощность, рассеиваемая электронным
пучком в мишени, а значит, и число генерируе-
мых и рекомбинирующих в единицу времени но-
сителей, есть величина постоянная. На втором
этапе, при выключении электронного зонда, про-
цесс диффузии ННЗ или экситонов нестационар-
ный, с уменьшением количества диффундирую-
щих частиц со временем. Использование низко-
энергетического электронного зонда позволяет
при моделировании использовать двумерную ма-
тематическую модель диффузии экситонов. Ра-
нее для такой модели концентрацию экситонов
c(x, y, t) в точке с координатами (x; y) при выклю-
чении электронного зонда определяли, как реше-
ние нестационарного дифференциального урав-
нения диффузии [9–13]:

(1)

с начальным условием

(2)

Здесь  – двумерный оператор Ла-

пласа;  – коэффициент диффузии;  – время
жизни экситонов. Функцию n(x, y) находили

∂ ∂ = Δ − τ, , , , , ,( ) ( ) ( )c x y t t D c x y t c x y t

=, , .( )0( ) ,c x y n x y

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

2 2

2 2x y
D τ

как решение стационарного дифференциально-
го уравнения, описывающего диффузию эксито-
нов в состоянии квазиравновесия:

(3)

Здесь  – функция источника генерации эк-
ситонов, которая определяется характером воз-
буждения и свойствами материала. В случае узкого
электронного пучка, электронного зонда, область
генерации экситонов описывалась функцией Гаус-
са, что дает для правой части (3) соотношение
G0ϕ(x, y), где ϕ(x, y) – плотность двумерного нор-
мального распределения Гаусса, а  – частота ге-
нерации экситонов.

Для уравнения (3) методом функций Грина
получено аналитическое решение в виде [10]:

где  – полярный радиус; I0(x), K0(x) – модифи-
цированные функции Бесселя нулевого порядка
первого и второго рода соответственно;  –
диффузионная длина экситонов;  – переменная
интегрирования.

В работе [15] получено аналитическое решение
задачи (1), (2):

(4)

Отметим также, что задача (1)–(3) ранее реше-
на и приближенно-аналитическим методом с ис-
пользованием модифицированных функций
Лагерра [16, 17], а также с использованием проек-
ционного метода [18]. Следует отметить, что в
рассмотренной ранее модели (1)–(3) для всех
способов решения задачи рассматривали только
один канал рекомбинации экситонов, и потому
все электрофизические параметры мишени при
проведении расчетов полагали постоянными.

Учитывая результаты расчетов [15, 19] и экспе-
риментальные результаты [9, 13, 20], построим
математическую модель диффузии экситонов в
однородном нитриде галлия с двумя независимы-
ми каналами рекомбинации.
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СЕРЕГИНА и др.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
При наличии двух независимых каналов ре-

комбинации профиль спада концентрации экси-
тонов будем описывать суммой двух экспонент:

где  – число экситонов, распадающихся с вре-
менем   – число экситонов, распадающихся
с временем  Кроме того, предположим, что
число экситонов, созданных электронным пучком
в состоянии квазиравновесия, равно 
Здесь    – безразмерный
параметр. Тогда с учетом последнего:

Полагая, что суммарный профиль также мож-
но описать экспонентой, имеем:

Решая последнее уравнение относительно эф-
фективного времени жизни  получим:

В результате вместо уравнения (1) будем иметь
уравнение:

(5)

с начальным условием (2).

Используя замену 

 от уравнения (5), (2) перейдем к урав-
нению вида:

(6)

с начальным условием

(7)

В работе [15] получено решение для уравне-
ния (6), (7):
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Тогда решение уравнения (5) с учетом началь-
ного условия примет вид:

(8)

РЕЗУЛЬТАТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Было проведено математическое моделирова-
ние диффузии экситонов в GaN с учетом их пере-
менного времени жизни для параметров полу-
проводника, характеризующих процессы рассея-
ния электронов в мишени и свойственных для
диффузионных процессов в нитриде галлия [9,
20–22], который является перспективным мате-
риалом для создания устройств опто-, микро-,
наноэлектроники и СВЧ-техники способных ра-
ботать, в том числе в неблагоприятных условиях
внешней среды и при высоких напряжениях.
Частоту генерации экситонов принимали равной

 c–1, а профиль распределения энергии
электронов в пучке задавали функцией Гаусса с
нулевым математическим ожиданием и диспер-
сией 60 нм, что соответствуют условиям реальных
экспериментальных катодолюминесцентных из-
мерений [2, 20, 23].

Результаты математического моделирования
для решения нестационарного уравнения диффу-
зии экситонов (1), (2) с постоянным временем
жизни представлены на рис. 1. Время жизни эк-
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Рис. 1. Концентрация экситонов  для случая по-
стоянных электрофизических параметров мишени и
рассчитанная с использованием модели (1), (2).

с(r, t), отн. ед.

0

0.20

0.15

0.10

0.05

500

1000
t, пс r, мкм

2.0
1.5

0.5
0

1.0

( ),c r t



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 3  2023

О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДИФФУЗИИ ЭКСИТОНОВ 77

ситонов принято равным  = 382 пс при коэффи-
циенте их диффузии  = 1.5 см2/c.

Результаты математического моделирования
для полученного решения нестационарного урав-
нения диффузии экситонов (5), (2) с переменным
эффективным временем жизни представлены на
рис. 2. Время жизни экситонов для этой двухка-
нальной модели полагали равным: τ1 = τ и τ2 = 10τ
при  = 382 пс и коэффициенте 

Оценка относительной погрешности по норме
пространства  [24] составляет:

τ
D

τ α = 0.1.

C

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

Δ =
−

= × ≈




, , ,
, ,

100% 13.86%.
,

C

C

c r t c r t
c r t c r t

c r t

Здесь видно влияние переменного времени
жизни экситонов на их концентрацию.

Оценка относительной погрешности по норме
пространства  при τ1 = 10τ и τ2 = τ при τ = 382 пс
и коэффициенте α = 0.1 составляет:

В этом случае влияние переменного времени
жизни экситонов на их концентрацию является
практически незаметным. На рис. 3 изображено
сечение поверхности  (кривая 1) и сечение
поверхности  (кривая 2) при r = 0, где наибо-
лее заметно это влияние. Из рис. 3 видно, что, на-
чиная приблизительно с момента времени t = 200 пс,
профиль концентрации экситонов для модифи-
цированной модели заметно медленнее убывает с
ростом времени, что обусловлено влиянием вто-
рого канала рекомбинации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена математическая модель диффу-
зии носителей заряда в полупроводнике с учетом
их переменного эффективного времени жизни
частиц. Предлагаемая модель учитывает два неза-
висимых канала рекомбинации, которые могут
оказывать влияние на изменение профиля кон-
центрации носителей заряда во времени.
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Рис. 2. Концентрация экситонов  для случая пе-
ременного эффективного времени жизни и рассчи-
танная с использованием модели (5), (2) для τ1 = τ и
τ2 = 10τ при τ = 382 пс и коэффициенте α = 0.1.
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Рис. 3. Сечение поверхности  (1) и поверхности
 (2) при r = 0 для τ1 = τ и τ2 = 10τ при τ = 382 пс

и коэффициенте α = 0.1.
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On a Mathematical Model of the Diffusion of Excitons in a Semiconductor Taking
into Account Their Variable Lifetime

E. V. Seregina1, *, M. A. Stepovich2, M. N. Filippov3

1Bauman Moscow State Technical University (National Research University), Kaluga Branch, Kaluga, 248000 Russia
2Tsiolkovsky Kaluga State University, Kaluga, 248023 Russia

3Kurnakov Institute of General and Inorganic Chemistry RAS, Moscow, 119991 Russia
*e-mail: evfs@yandex.ru

The time dependence of the concentration of nonequilibrium minority charge carriers generated in a homo-
geneous semiconductor material by a sharply focused electron beam, an electron probe, after the target irra-
diation is described. A mathematical model is constructed for the nonstationary diffusion of charged particles
generated by a low-energy electron probe in a semiconductor target in the presence of two independent re-
combination channels of generated charge carriers in the target material. The use of a low-energy electron
probe made it possible to use a two-dimensional mathematical model of diffusion in the simulation. As an
initial condition in this model, the distribution of the concentration of nonequilibrium minority charge car-
riers under quasi-equilibrium conditions, before turning off the electron irradiation, is used. In the presence
of two independent recombination channels, the profile of the decline in the concentration of nonequilibri-
um minority charge carriers in the target after the electron irradiation is turned off is described by the sum of
two time-dependent exponents. This approach made it possible to obtain a solution to the differential equa-
tion for two-dimensional diffusion of charge carriers, taking into account their variable effective lifetime. The
practical application of the developed mathematical model is implemented for the method of time-of-flight
cathodoluminescence in describing the diffusion of excitons in single-crystal gallium nitride, taking into ac-
count the dependence of the concentration of generated excitons on time.

Keywords: diffusion of excitons, variable effective lifetime, semiconductor target, concentration profile.
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