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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ В ГРАФАХ
ДРОБНЫХ (g, f)-ФАКТОРОВ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ1

В NFV-сети доступность планирования ресурсов может быть выражена на-
личием дробного фактора в соответствующем графе. Исследования о существо-
вании специальных дробных факторов в структуре сети могут помочь постро-
ить NFV-сеть с эффективным распределением ресурсов. Рассмотрим некото-
рую функцию h : E(G) → [0, 1]. Обозначим dhG(x) =

∑
e�x

h(e). Назовем граф Fh

с множеством вершин V (G) и множеством ребер Eh дробным (g, f)-фактором
графа G с индикаторной функцией h, если неравенство g(x) � dhG(x) � f(x)
выполняется для любого x ∈ V (G), где Eh = {e : e ∈ E(G), h(e) > 0}. Ска-
жем, что G обладает свойством E(m,n) относительно дробного (g, f)-фактора,
если для любых двух множеств независимых ребер M и N , таких что |M | = m,
|N | = n и M ∩N = ∅, граф G допускает дробный (g, f)-фактор Fh, такой что
h(e) = 1 для всякого e ∈ M и h(e) = 0 для всякого e ∈ N . Понятие E(m,n)-
свойства относительно дробного (g, f)-фактора отвечает структуре NFV-сети,
где определенные каналы заняты или повреждены в некоторые моменты време-
ни. Рассматривается проблема планирования ресурсов в NFV-сетях, используя
теорию графов. Приводится условие, основанное на объединении окрестностей
вершин, при котором граф обладает E(1, n)-свойством относительно дробного
(g, f)-фактора. Кроме того, показывается, что нижняя оценка в данном условии
является наилучшей возможной в некотором смысле.
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§ 1. Введение
Построение сервисной цепочки для новой сети традиционным способом требует

покупки и настройки специальных аппаратных устройств и их физического соеди-
нения в определенной последовательности. Расходы на построение и поддержание
такой системы могут быть высоки, а соответствующее аппаратное решение всегда
избыточно, что выливается в трату аппаратных ресурсов в непиковые часы. Виртуа-
лизация сетевых функций (NFV – network function virtualization) – смена парадигмы,
достигнутая инженерами на примере Vodafone, China Mobile и AT&T, – ставит сво-
ей целью решение вышеозначенных проблем путем упрощения и ускорения продви-
жения сетевых сервисов. Европейский институт телекоммуникационных стандартов
(ETSI) опубликовал в 2012 г. серию отчетов об NFV, в которых описывались область
применения, задачи и возможности, развитие индустрии и архитектурное модели-
рование. Виртуальные сетевые функции могут быть созданы по необходимости без

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке проекта “Шесть вершин таланта”
провинции Цзянсу, Китай (номер гранта JY-022).

35



установки новых устройств. Это позволяет операторам сети обновлять, создавать и
удалять сервисные цепочки недорогим и гибким способом. Одной из главных про-
блем в сервисе NFV является возможность планирования ресурсов, которая эквива-
лентна наличию дробного (g, f)-фактора со свойством E(m,n). Это создает мотива-
цию для исследования соответствующей теоретической проблемы с использованием
теории графов.

В данной статье рассматриваются простые и конечные графы. Терминологию
и обозначения, которые не вводятся здесь явно, можно найти в монографии [1].
Пусть G = (V (G), E(G)) – некоторый граф, где V (G) обозначает множество вер-
шин, а E(G) – множество ребер графа G. Множества вершин и ребер графа G
соответствуют множествам узлов и каналов в NFV-сети. Для вершины x из G обо-
значим через NG(x) окрестность x в G, а через dG(x) = |NG(x)| – степень x в G.
Будем использовать обозначение NG[x] для NG(x) ∪ {x}. Введем также δ(G) – ми-
нимальную степень G и i(G) – число изолированных вершин G. Для подмножества
вершин X из G обозначим через G[X ] подграф G, индуцированный X , и будем ис-
пользовать обозначение G − X для G[V (G) \ X ]. Подмножество вершин X из G
является независимым множеством G, если никакие две вершины из X не смеж-
ны в G. Для подмножества E′ ⊆ E(G) граф, полученный из G удалением ребер,
принадлежащих E′, обозначается через G− E′. Для всякого X ⊆ V (G) введем

ϕ(X) =
∑
x∈X

ϕ(x)

для любой функции ϕ, определенной на V (G), и положим ϕ(∅) = 0. Соединение
G ∨H обозначает граф с множеством вершин V (G) ∪ V (H) и множеством ребер

E(G ∨H) = E(G) ∪ E(H) ∪ {xy : x ∈ V (G), y ∈ V (H)}.

Пусть g, f : V (G) → Z – некоторые функции, удовлетворяющие неравенству
0 � g(x) � f(x) для любого x ∈ V (G). Остовный подграф F графа G назовем
(g, f)-фактором, если g(x) � dF (x) � f(x) для любого x ∈ V (G). Далее, (g, f)-фак-
тор является [a, b]-фактором, если g(x) = a и f(x) = b для всякого x ∈ V (G). Скажем,
что (g, f)-фактор является f -фактором, если g(x) = f(x) для любого x ∈ V (G). Если
f(x) ≡ k, то f -фактор называется k-фактором. 1-фактор называется также совер-
шенным паросочетанием.

Пусть h : E(G) → [0, 1] – некоторая функция. Будем писать

dhG(x) =
∑
e
x

h(e).

Назовем граф Fh с множеством вершин V (G) и множеством ребер Eh дробным
(g, f)-факторомG с индикаторной функцией h, если g(x) � dhG(x) � f(x) для любого
x ∈ V (G), где Eh = {e : e ∈ E(G), h(e) > 0}. Если g(x) = f(x) для всякого
x ∈ V (G), то дробный (g, f)-фактор является дробным f -фактором. Дробный f -фак-
тор называется дробным k-фактором, если f(x) = k для любого x ∈ V (G). Дробный
1-фактор называется также совершенным дробным паросочетанием.

Подмножество E′ множества E(G) называется множеством независимых ребер,
если никакие два ребра E′ не инцидентны одной вершине. Скажем, что G облада-
ет свойством E(m,n) относительно дробного (g, f)-фактора, если для любых двух
независимых множеств ребер M и N с |M | = m, |N | = n и M ∩N = ∅ граф G допус-
кает дробный (g, f)-фактор Fh, где h(e) = 1 для любого e ∈ M и h(e) = 0 для любого
e ∈ N . Если g(x) = f(x) для всякого x ∈ V (G), то свойство E(m,n) относительно
дробного (g, f)-фактора является свойством E(m,n) относительно дробного f -фак-
тора. Если f(x) ≡ k, то свойство E(m,n) относительно дробного f -фактора является

36



свойством E(m,n) относительно дробного k-фактора. В частности, свойство E(m,n)
относительно 1-фактора называется также свойством E(m,n) относительно совер-
шенного дробного паросочетания, и мы говорим, что G – дробный E(m,n). Похожим
образом можно определить свойство E(m,n) относительно (g, f)-фактора, свойство
E(m,n) относительно f -фактора, свойство E(m,n) относительно k-фактора и свой-
ство E(m,n) относительно совершенного паросочетания.

Описание графов, допускающих дробные (g, f)-факторы, было получено в рабо-
те [2]. Новое доказательство было представлено в [3].

Т е о р ем а 1 [2,3]. Пусть G – некоторый граф, и пусть g, f – две целочисленные
функции, определенные на V (G), такие что 0 � g(x) � f(x) для всех x ∈ V (G).
Тогда G допускает дробный (g, f)-фактор, если и только если

γG(S, T ) = f(S) + dG−S(T )− g(T ) � 0

для любого S ⊆ V (G), где T = {x : x ∈ V (G) \ S, dG−S(x) � g(x)}.
Авторы работы [4] расширили теорему 1 и представили описание графов, допус-

кающих дробный (g, f)-фактор, со свойством E(1, 0). Эта теорема будет использо-
вана позже при доказательстве основного результата.

Т е о р ем а 2 [4]. Пусть G – некоторый граф, и пусть g, f – две целочисленные
функции, определенные на V (G), такие что 0 � g(x) � f(x) для всех x ∈ V (G).
Тогда G допускает дробный (g, f)-фактор со свойством E(1, 0), если и только если

γG(S, T ) = f(S) + dG−S(T )− g(T ) � ε(S, T )

для любого S ⊆ V (G), где T = {x : x ∈ V (G) \ S, dG−S(x) � g(x)}, а ε(S, T )
определено следующим образом:

ε(S, T ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2, если S не является независимым множеством,
1, если S является независимым множеством и есть ребро,

соединяющее S и V (G)\(S∪T ), или есть ребро e = uv, соеди-
няющее S и T , такое что dG−S(v) = g(v) для любого v ∈ T ,

0 в противном случае.

В работе [5] для графов, допускающих k-факторы, было выведено условие на
окрестности.

Т е о р ем а 3 [5]. Пусть k � 2 – целое число, а G – связный граф порядка p,
где p � 9k − 1− 4

√
2(k − 1)2 + 2. Предположим, что kp четно и δ(G) � k. Если G

удовлетворяет условию

|NG(u) ∪NG(v)| � p+ k − 2

2

для любой пары несмежных вершин u, v ∈ V (G), то G допускает k-фактор.
Авторы работы [6] обобщили теорему 3 и получили условие на окрестности для

графов, допускающих дробные k-факторы.
Т е о р ем а 4 [6]. Пусть k � 1 – целое число, и пусть G является связным гра-

фом порядка p, где p � 9k− 1− 4
√
2(k − 1)2 + 2, а δ(G) � k. Если G удовлетворяет

условию

|NG(u) ∪NG(v)| � max

{
p

2
,
p+ k − 2

2

}
для любой пары несмежных вершин u, v из G, то G допускает дробный k-фактор.
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В работах многих авторов были получены и другие результаты о факторах [7–17]
и дробных факторах [18–29] графов. Отметим, что дробный (g, f)-фактор G с инди-
каторной функцией h является (g, f)-фактором графаG, если h(e) ∈ {0, 1} для любо-
го e ∈ E(G); (g, f)-фактор называется просто k-фактором, а дробный (g, f)-фактор
называется просто дробным k-фактором, если g(x) = f(x) = k для любого x ∈ V (G).
Тем самым, понятие дробного (g, f)-фактора (соответственно, дробного k-фактора)
является обобщением понятия (g, f)-фактора (соответственно, k-фактора). Более то-
го, нетрудно видеть, что понятие свойстваE(m,n) относительно дробного (g, f)-фак-
тора является обобщением понятия дробного (g, f)-фактора. Поэтому мы естествен-
ным образом обобщим теоремы 3, 4 и выведем условие на окрестности для графов,
обладающих свойством E(1, n) относительно дробного (g, f)-фактора.

Т е о р ем а 5. Пусть a, b, r, n – неотрицательные целые числа, такие что 2 �
� a � b− r. Рассмотрим граф G порядка p, где

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
,

а функции g, f : V (G) → Z таковы, что a � g(x) � f(x) − r � b − r для любого
x ∈ V (G). Если G удовлетворяет условиям

δ(G) � (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r

и

|NG(u) ∪NG(v)| � (b − r)p+ 2

a+ b

для каждой пары u, v из G, то G обладает свойством E(1, n) относительно дроб-
ного (g, f)-фактора.

Граф G называется дробным (g, f)-покрытым графом, если для любого e ∈ E(G)
существует дробный (g, f)-фактор Fh, удовлетворяющий условию h(e) = 1. Если в
теореме 5 положить n = 0, то получаем

Сл е д с т в и е 1. Пусть a, b, r – неотрицательные целые числа, такие что 2 �
� a � b− r. Рассмотрим граф G порядка p, где

p � 2(a+ b)(a+ b− 1) + 2

a+ r
,

а функции g, f : V (G) → Z таковы, что a � g(x) � f(x) − r � b − r для любого
x ∈ V (G). Если G удовлетворяет условиям

δ(G) � (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r

и

|NG(u) ∪NG(v)| � (b − r)p+ 2

a+ b

для каждой пары несмежных вершин u, v из G, то G является дробным (g, f)-по-
крытым графом.

Следствие 1 похоже на следствие 2 недавней работы [22], однако следствие 1 да-
ет потенциально лучший результат, поскольку оно использует размер объединения
окрестностей, а не максимум из степеней вершин.

Если g(x) ≡ f(x) ≡ k в теореме 5, то получаем следующий результат.
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Сл е д с т в и е 2. Пусть n и k � 2 – неотрицательные целые числа, и пусть G –
граф порядка p, где p � 4(2k + n− 1) +

2

k
. Если G удовлетворяет условиям

δ(G) � k + 3 +
2

k

и

|NG(u) ∪NG(v)| � kp+ 2

2k

для каждой пары несмежных вершин u, v из G, то G обладает свойством E(1, n)
относительно дробного k-фактора.

§ 2. Доказательство теоремы 5
Предположим, что G удовлетворяет условиям теоремы 5, но не обладает свой-

ством E(1, n) относительно дробного (g, f)-фактора. Тогда существует множество
независимых ребер {e1, e2, . . . , en} и ребро e из G, такие что граф G не допускает
(g, f)-фактора Fh с h(ei) = 0 для 1 � i � n и h(e) = 1. ОбозначимN = {e1, e2, . . . , en}
и H = G − N , где N – множество независимых ребер графа G. Ясно, что H не об-
ладает свойством E(1, 0) относительно дробного (g, f)-фактора. В силу теоремы 2
существует подмножество вершин S ⊆ V (H), удовлетворяющее соотношению

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) � ε(S, T )− 1, (1)

где T = {x : x ∈ V (H) \ S, dH−S(x) � g(x)}.
П р е д л оже н и е 1. Справедлива оценка |T | � 2.
Док а з а т е л ь с т в о. Если |T | = 0, то согласно (1) получаем

ε(S, T )− 1 � γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) � f(S) �
� (a+ r)|S| � |S| � ε(S, T ),

что приводит к противоречию. Далее будем предполагать, что |T | = 1. Положим
T = {t}. Тогда из соотношений H = G−N и

δ(G) � (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r

следует, что

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) = f(S) + dH−S(t)− g(t) �
� (a+ r)|S|+ dG−S(t)− 1− (b− r) � (a+ r)|S|+ dG(t)− |S| − 1− (b − r) �
� (a+ r − 1)|S|+ δ(G)− (b − r + 1) �

� (a+ r − 1)|S|+ (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r
− (b − r + 1) =

= (a+ r − 1)|S|+ (b− a− r)(b − r + 1) + a+ b+ 2− r

a+ r
>

> (a+ r − 1)|S| � |S| � ε(S, T ),

что противоречит неравенству (1). Стало быть, |T | � 2. �
Пр е д л оже н и е 2. Справедливо неравенство

(b − r)|T | > (a+ r)|S| − 2.
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Док а з а т е л ь с т в о. Если (b − r)|T | � (a + r)|S| − 2, то из (1) и ε(S, T ) � 2
следует, что

ε(S, T )− 1 � γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) � f(S)− g(T ) �
� (a+ r)|S| − (b− r)|T | � (b − r)|T |+ 2− (b − r)|T | = 2 � ε(S, T ),

что приводит к противоречию. �
Пр е д л оже н и е 3. Справедливо неравенство

|S| < (b− r)p+ 2

a+ b
.

Док а з а т е л ь с т в о. С учетом предложения 2 и того, что |S|+ |T | � p, получаем
оценку

(b − r)p � (b − r)(|S|+ |T |) > (b − r)|S|+ (a+ r)|S| − 2 = (a+ b)|S| − 2,

из которой следует, что

|S| < (b− r)p+ 2

a+ b
. �

Пр е д л оже н и е 4. Для всякого x ∈ T верно неравенство

dG−S(x) � dH−S(x) + 1 � g(x) + 1 � b− r + 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что N = {e1, e2, . . . , en} является множеством
независимых ребер G и H = G−N . Значит,

dG−S(x) � dH−S(x) + 1

для любого x ∈ T . Таким образом, по определению T имеем

dG−S(x) � dH−S(x) + 1 � g(x) + 1 � b− r + 1

для всякого x ∈ T . �
Пр е д л оже н и е 5. Справедливо неравенство

dH−S(T ) � dG−S(T )−min{2n, |T |}.

Док а з а т е л ь с т в о. Введем обозначения

D = V (G) \ (S ∪ T )

и

EG(T ) = {e : e = xy ∈ E(G), x, y ∈ T }.

Пусть s � n – два целых неотрицательных числа. Заметим, что N является мно-
жеством независимых ребер G. Положим N = {e1, e2, . . . , en}, где ei = uivi для 1 �
� i � n. ЗапишемN∩EG(T ) = {u1v1, . . . , urvr} иN∩EG(T,D) = {ur+1vr+1, . . . , usvs}.
Очевидно,

2|N ∩ EG(T )|+ |N ∩ EG(T,D)| = 2r + (s− r) = r + s

и

|T | � 2r + (s− r) = r + s.
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Таким образом, приходим к неравенству

2|N ∩ EG(T )|+ |N ∩ EG(T,D)| � |T |.

Легко видеть, что 2|N ∩ EG(T )| + |N ∩ EG(T,D)| � min{2n, |T |}. Стало быть, мы
получаем, что

dH−S(T ) = dG−N−S(T ) = dG−S(T )− (2|N ∩EG(T )|+ |N ∩ EG(T,D)|) �
� dG−S(T )−min{2n, |T |}. �

Отметим, что T �= ∅ по предложению 1. Таким образом, можно определить

h1 = min{dG−S(x) : x ∈ T }

и

ρ = |{x : x ∈ T, dG−S(x) = 0}|.

Пусть x1 ∈ T , где dG−S(x1) = h1. Если T \NT [x1] �= ∅, то зададим

h2 = min{dG−S(x) : x ∈ T \NT [x1]}

и выберем x2 ∈ T так, что dG−S(x2) = h2.
С учетом предложения 4 и определений h1, h2 и T легко видеть, что

0 � h1 � h2 � b− r + 1.

Далее рассмотрим три случая.

Случай 1: ρ � 2.
В этом случае существуют по меньшей мере две вершины x, y ∈ T , такие что

dG−S(x) = dG−S(y) = 0 и xy /∈ E(G). Согласно предложению 3 и предположению
теоремы 5 получаем

(b − r)p+ 2

a+ b
� |NG(x) ∪NG(y)| � dG−S(x) + dG−S(y) + |S| = |S| < (b − r)p+ 2

a+ b
,

что является противоречием.

Случай 2: ρ = 1.
Заметим, что dG−S(x1) = h1 и dG−S(x2) = h2. Очевидно, h1 = 0 и |NT [x1]| = 1.

Из предложения 1 и равенства ρ = 1 следует, что T \NT [x1] �= ∅ и 1 � h2 � b− r+1.
Очевидно, что x1x2 /∈ E(G). Тогда с учетом предположения теоремы 5 имеем

(b − r)p+ 2

a+ b
� |NG(x1) ∪NG(x2)| � dG−S(x1) + dG−S(x2) + |S| = h2 + |S|,

откуда следует неравенство

|S| � (b− r)p+ 2

a+ b
− h2. (2)

Случай 2.1: h2 = b− r + 1.

П р е д л оже н и е 6. Верно следующее неравенство:

2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

(a+ b)((a+ r + 1)(b − r + 1) + 2)− 2(a+ r)

(a+ r)(b − r)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Из неравенств 2 � a � b− r и n � 0 следует, что

(b − r)(2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2)−
− ((a+ b)((a+ r + 1)(b− r + 1) + 2)− 2(a+ r)) =

= 2(a+ b)(a+ b+ n− 1)(b− r) − (a+ b)(a+ r + 1)(b− r + 1) =

= (a+ b)(b− r)(a + 2b+ 2n− r − 3)− (a+ b)(a+ r + 1) �
� 2(a+ b)(a+ 2b+ 2n− r − 3)− (a+ b)(a+ r + 1) �
� 2(a+ b)(a+ 2(2 + r) − r − 3)− (a+ b)(a+ r + 1) = (a+ b)(a+ r + 1) > 0,

откуда вытекает требуемая оценка. �
Заметим, что

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

(a+ b)((a+ r + 1)(b− r + 1) + 2)− 2(a+ r)

(a+ r)(b − r)

по предложению 6. В свете соотношений (1), (2) и предложения 5 получаем

ε(S, T )− 1 � γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
� (a+ r)|S|+ h2(|T | − 1)− |T | − (b− r)|T | =
= (a+ r)|S| − (b− r + 1− h2)|T | − h2 �

� (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h2

)
− h2 =

= (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− (b − r + 1)

)
− (b − r + 1) =

=

(
(a+ r)(b − r)p+ 2(a+ r)

a+ b
− (a+ r)(b − r + 1)

)
− (b− r + 1) >

>
(a+ b)((a+ r + 1)(b− r + 1) + 2)− 2(a+ r) + 2(a+ r)

a+ b
−

− (a+ r + 1)(b− r + 1) = 2 � ε(S, T ),

что приводит к противоречию.

Случай 2.2: 1 � h2 � b− r.
С учетом (2), предложения 5 и соотношений |S|+ |T | � p и

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r

имеем

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
� (a+ r)|S|+ h2(|T | − 1)− 2n− (b− r)|T | =
= (a+ r)|S| − (b− r − h2)|T | − h2 − 2n �
� (a+ r)|S| − (b− r − h2)(p− |S|)− h2 − 2n =

= (a+ b− h2)|S| − (b − r − h2)p− h2 − 2n �

� (a+ b− h2)

(
(b − r)p+ 2

a+ b
− h2

)
− (b − r − h2)p− h2 − 2n,
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т.е.

γH(S, T ) � (a+ b− h2)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h2

)
− (b− r − h2)p− h2 − 2n. (3)

Положим

ϕ(h2) = (a+ b− h2)

(
(b− r)p + 2

a+ b
− h2

)
− (b − r − h2)p− h2 − 2n.

Поскольку

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

(a+ b)(a+ b− 1) + 2

a+ r

и 1 � h2 � b− r, получаем

ϕ′(h2) = − (b− r)p+ 2

a+ b
+ h2 − a− b+ h2 + p− 1 =

=
(a+ r)p− 2

a+ b
+ 2h2 − a− b− 1 � (a+ r)p− 2

a+ b
− a− b+ 1 >

>
(a+ b)(a+ b− 1) + 2− 2

a+ b
− a− b+ 1 = 0.

Очевидно, что ϕ(h2) достигает своего минимального значения в точке h2 = 1.
Тогда, учитывая неравенства (3) и

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

(a+ b)(a+ b+ 2n) + 2

a+ r
,

получаем

γH(S, T ) � ϕ(h2) � ϕ(1) =

= (a+ b− 1)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− 1

)
− (b − r − 1)p− 1− 2n =

=
(a+ r)p− 2

a+ b
− a− b− 2n+ 2 >

>
(a+ b)(a+ b+ 2n) + 2− 2

a+ b
− a− b− 2n+ 2 = 2 � ε(S, T ),

что противоречит (1).
Случай 3: ρ = 0.

Случай 3.1: T = NT [x1].
В этом случае имеем

|T | = |NT [x1]| � dG−S(x1) + 1 = h1 + 1 � b− r + 2. (4)

Отметим, что δ(G) � dG(x1) � dG−S(x1) + |S| = h1 + |S|. Таким образом, получаем

|S| � δ(G)− h1 � (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r
− h1. (5)

Поскольку ρ = 0, имеем 1 � h1 � b−r+1. Используя (1), (4), (5) и предложение 5,
получаем

ε(S, T )− 1 � γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
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� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
� (a+ r)|S|+ h1|T | − |T | − (b − r)|T | = (a+ r)|S| − (b− r + 1− h1)|T | �

� (a+ r)

(
(b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r
− h1

)
− (b− r + 1− h1)(b− r + 2) =

= r(b − r + 2)− b+ a+ (b− a− r)h1 − rh1 + 2h1 �
� r(b − r + 2)− b+ a+ b− a− r − r(b − r + 1) + 2 = 2 � ε(S, T ),

что является противоречием.

Случай 3.2: T �= NT [x1].
Очевидно, существует x2 ∈ T \ NT [x1], такое что dG−S(x2) = h2. Легко видеть,

что x1x2 /∈ E(G). По предположению теоремы 5 получаем неравенство

(b − r)p+ 2

a+ b
� |NG(x1) ∪NG(x2)| � dG−S(x1) + dG−S(x2) + |S| = h1 + h2 + |S|,

из которого вытекает оценка

|S| � (b− r)p+ 2

a+ b
− h1 − h2. (6)

Поскольку ρ = 0, имеем 1 � h1 � h2 � b− r + 1. Заметим, что |NT [x1]| � h1 + 1.
Рассмотрим три случая возможных значений h1 и h2.

Случай 3.2.1: 1 � h1 � h2 � b− r.
С учетом (6), предположения 5 и неравенства |S|+ |T | � p получаем

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
� (a+ r)|S|+ h1|NT [x1]|+ h2(|T | − |NT [x1]|)− 2n− (b− r)|T | =
= (a+ r)|S|+ (h1 − h2)|NT [x1]| − (b− r − h2)|T | − 2n �
� (a+ r)|S|+ (h1 − h2)(h1 + 1)− (b − r − h2)(p− |S|)− 2n =

= (a+ b− h2)|S|+ (h1 − h2)(h1 + 1)− (b− r − h2)p− 2n �

� (a+ b− h2)

(
(b − r)p+ 2

a+ b
− h1 − h2

)
+

+ (h1 − h2)(h1 + 1)− (b− r − h2)p− 2n.

Положим

F (h1, h2) = (a+ b− h2)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h1 − h2

)
+ (h1 − h2)(h1 + 1)−

− (b− r − h2)p− 2n.

Таким образом,

γH(S, T ) � F (h1, h2). (7)

Из неравенств

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

(a+ b)(a+ b− 1) + 2

a+ r
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и 1 � h2 � b− r следует, что

∂F (h1, h2)

∂h2
= − (b− r)p+ 2

a+ b
+ h1 + h2 − a− b+ h2 − h1 − 1 + p =

=
(a+ r)p− 2

a+ b
− a− b+ 2h2 − 1 >

(a+ b)(a+ b− 1) + 2− 2

a+ b
− a− b+ 1 = 0.

Поэтому согласно (7) получаем неравенство

γH(S, T ) � F (h1, h2) � F (h1, h1). (8)

С учетом того, что

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r
>

2(a+ b)(a+ b− 2) + 2

a+ r

и 1 � h1 � b− r, выполняется следующая цепочка соотношений:

dF (h1, h1)

dh1
= − (b− r)p+ 2

a+ b
+ 2h1 − 2(a+ b− h1) + p =

=
(a+ r)p− 2

a+ b
+ 4h1 − 2(a+ b) >

>
2(a+ b)(a+ b− 2) + 2− 2

a+ b
+ 4− 2(a+ b) = 0,

из которой следует неравенство

F (h1, h1) � F (1, 1). (9)

Здесь мы использовали, что 1 � h1 � b− r. Из (8), (9) и неравенства

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r

следует, что

γH(S, T ) � F (h1, h1) � F (1, 1) =

= (a+ b− 1)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− 2

)
− (b − r − 1)p− 2n =

=
(a+ r)p− 2

a+ b
− 2(a+ b− 2)− 2n �

� 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2− 2

a+ b
− 2(a+ b− 2)− 2n = 2 � ε(S, T ).

Получаем противоречие с (1).

Случай 3.2.2: 1 � h1 � b− r − 1 и h2 = b− r + 1.
Из (6), предложений 1 и 5, а также неравенств

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r

и 2 � a � b− r следует, что

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
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� (a+ r)|S|+ h1|NT [x1]|+ h2(|T | − |NT [x1]|)− 2n− (b− r)|T | =
= (a+ r)|S|+ (h1 − h2)|NT [x1]| − (b− r − h2)|T | − 2n �
� (a+ r)|S|+ (h1 − h2)(h1 + 1) + |T | − 2n �

� (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h1 − h2

)
+ (h1 − h2)(h1 + 1) + 2− 2n =

= (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h1 − (b− r + 1)

)
+

+ (h1 − (b− r + 1))(h1 + 1) + 2− 2n =

=
(b− r)(a + r)p+ 2(a+ r)

a+ b
− h1(a+ b− h1)− (a+ r + 1)(b − r + 1) + 2− 2n �

� (b− r)(2(a + b)(a+ b+ n− 1) + 2) + 2(a+ r)

a+ b
− (b− r − 1)(a+ b− 1)−

− (a+ r + 1)(b− r + 1) + 2− 2n = (b − r)(b − r + 2n− 1) + 2− 2n �
� 2(2n+ 1) + 2− 2n > 2 � ε(S, T ).

Полученное соотношение противоречит (1).
Случай 3.2.3: h1 = b− r и h2 = b− r + 1.

П р е д л оже н и е 7. Справедливо неравенство |T | � b+ 1.
Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что |T | � b. Отметим, что h1 = dG−S(x1).

Таким образом,

|S|+ h1 = |S|+ dG−S(x1) � dG(x1) � δ(G),

т.е.

|S| � δ(G)− h1 � (b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r
− (b − r). (10)

Согласно (10), предложению 5 и неравенству 2 � a � b− r получаем следующую
цепочку соотношений:

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� (a+ r)|S|+ dG−S(T )− |T | − (b− r)|T | �
� (a+ r)|S|+ h1|T | − |T | − (b − r)|T | = (a+ r)|S| − |T | �

� (a+ r)

(
(b+ 1)(b− r + 2)− b+ a

a+ r
− (b − r)

)
− b =

= (b− r)(b + 1− a− r) + a+ 2 > 2 � ε(S, T ),

которая противоречит (1), что завершает доказательство предложения 7. �
Используя (6), предложения 5 и 7, а также соотношения

p � 2(a+ b)(a+ b+ n− 1) + 2

a+ r

и 2 � a � b− r, можно вывести, что

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) �
� f(S) + dG−S(T )−min{2n, |T |} − g(T ) �
� (a+ r)|S|+ h1|NT [x1]|+ h2(|T | − |NT [x1]|)− 2n− (b− r)|T | =
= (a+ r)|S|+ (h1 − h2)|NT [x1]|+ (h2 − b+ r)|T | − 2n �
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� (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− h1 − h2

)
+ (h1 − h2)(h1 + 1) +

+ (h2 − b+ r)(b + 1)− 2n =

= (a+ r)

(
(b− r)p+ 2

a+ b
− 2(b− r) − 1

)
− (b− r + 1) + b+ 1− 2n =

=
(b− r)(a + r)p+ 2(a+ r)

a+ b
− 2(b− r)(a+ r)− a− 2n �

� (b− r)(2(a + b)(a+ b+ n− 1) + 2) + 2(a+ r)

a+ b
− 2(b− r)(a + r)− a− 2n =

= 2(b− r)(b − r + n− 1) + 2− a− 2n � 2a(n+ 1) + 2− a− 2n > 2 � ε(S, T ).

Полученные соотношения противоречат (1).
Случай 3.2.4: h1 = h2 = b− r + 1.
Из предложения 5 и ε(S, T ) � |S| следует цепочка соотношений

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) � (a+ r)|S| + dG−S(T )− |T | − (b − r)|T | �
� (a+ r)|S|+ h1|T | − |T | − (b − r)|T | = (a+ r)|S| � |S| � ε(S, T ),

которая противоречит (1). Это завершает доказательство теоремы 5. �

§ 3. Замечание
Нижняя оценка на размер объединения окрестностей в теореме 5 является наи-

лучшей из возможных в том смысле, что нельзя заменить (b− r)p+ 2

a+ b
выражением

(b− r)p+ 2

a+ b
− 1. Это можно проиллюстрировать следующим примером.

Пусть a, b, r и n – целые неотрицательные числа, удовлетворяющие условию
b− r = a � 2. Построим граф

G = (a(t+ n)K2) ∨ (2b(t+ n)K1)

порядка p, где t – достаточно большое целое число. Ясно, что p = 2(a+ b)(t + n) и

(b − r)p+ 2

a+ b
− 1 < |NG(u) ∪NG(v)| = 2a(t+ n) =

ap

a+ b
=

=
(b− r)p

a+ b
<

(b− r)p+ 2

a+ b

для любых двух вершин u, v ∈ V (2b(t+ n)K1). Очевидно также, что

|NG(u) ∪NG(v)| = 2b(t+ n) + 2 >
(b− r)p + 2

a+ b
− 1

для любой пары несмежных вершин u, v графа a(t+ n)K2. Положим

S = V (a(t+ n)K2), T = V (2b(t+ n)K1),

N = {e1, e2, . . . , en} ⊆ E(a(t+ n)K2), H = G−N.

Тогда |S| = 2a(t+n), |T | = 2b(t+n) и ε(S, T ) = 2. Пусть g, f являются целочисленны-
ми функциями с g(x) = a и f(x) = b для любого x ∈ V (G). Тогда dH−S(x) = 0 < g(x)
для всякого x ∈ T . Таким образом, получаем, что

γH(S, T ) = f(S) + dH−S(T )− g(T ) = b|S| − a|T | =
= b(2a(t+ n))− a(2b(t+ n)) = 0 < 2 = ε(S, T ).
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С учетом теоремы 2 граф H не обладает свойством E(1, 0) относительно дробно-
го (g, f)-фактора, поэтому G не обладает свойством E(1, n) относительно дробного
(g, f)-фактора.

Авторы благодарят рецензентов за их конструктивные замечания по улучшению
качества настоящей статьи.
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