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§ 1. Введение, определения и формулировка основного результата
Рассмотрим множество [n] := {1, 2, . . . , n} и натуральные числа r и s, n > r > s.

Построим граф G(n, r, s) следующим образом: его вершинами будут все r-элемент-
ные подмножества множества [n], а ребро соединяет две вершины, мощность пере-
сечения которых (как подмножеств) равна s.

Данное определение можно переформулировать и в линейно-алгебраических тер-
минах. А именно, вершинами графа будут всевозможные векторы длины n из нулей
и единиц, скалярный квадрат которых равен r, а ребро будет соединять две верши-
ны, если скалярное произведение соответствующих векторов равно s.

Кроме того, вершины этого графа можно воспринимать как вершины n-мерного
гиперкуба, и тогда ребра будут проводиться между вершинами на расстоянии ровно√
2(r − s). Поэтому графы G(n, r, s) часто называются дистанционными графами.
Дистанционные графы естественным образом возникают в различных задачах

дискретной математики: в задаче о раскраске метрического пространства (Нелсо-
на –Эрдеша –Хадвигера, см. [1–4]), проблеме Борсука (см. [5–9]), задачах о числах
Рамсея (см. [10, 11]), о кодах с одним запрещенным расстоянием (см. [12]) и о пере-
секающихся семействах множеств (см. [13–20]).

Частным случаем дистанционного графа является кнезеровский граф K(n, r) –
это граф G(n, r, 0). Кнезеровские графы изучались, например, в работах [21–27].

Важным направлением исследования дистанционных графов является изучение
поведения их числа независимости. Число независимости графа G, обыкновенно
обозначаемое через α(G), – наибольшая мощность его независимого множества,
т.е. такого подмножества его вершин, что никакие две вершины в нем не соедине-
ны ребром. Числа независимости дистанционных графов исследовались, например,
в [28–30].

В данной статье будет исследоваться несколько другой тип случайных графов.
Здесь этот граф будет обозначаться через G̃(n, r, s). Его вершинами являются те

1 Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект № 16-11-10014).
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же самые r-элементные подмножества множества [n], но ребра соединяют те пары
вершин, мощность пересечения которых (как подмножеств) строго меньше s (а не
равна, как в классическом дистанционном графе). Заметим, что кнезеровский граф
K(n, r) также является графом G̃(n, r, 1).

Пусть множество X ⊂ [n] состоит из s элементов. Рассмотрим семейство всех
подмножеств множества [n], состоящих из r элементов и содержащих X . Это семей-
ство, мощность которого равна

(
n− s

r − s

)
, является независимым множеством вершин

графа G̃(n, r, s). Мы будем называть это семейство звездой с центром в X , а само
множество X – базой этой звезды. Отметим, что данное определение работает не
только для графа G̃(n, r, s) – оно дано в теоретико-множественных терминах.

На языке графов G̃(n, r, s) очень удобно сформулировать известную теорему, ко-
торая отвечает на вопрос об асимптотическом поведении их числа независимости.

Т е о р ем а 1 (теорема Франкла). Для заданных натуральных чисел r и s, s < r,
существует такое n0 = n0(r, s), что для всех n � n0 все независимые множества
в графе G̃(n, r, s) являются звездами или имеют мощность, по порядку величины
меньшую

(
n− s

r − s

)
.

Теперь определим последовательность случайных подграфов, построенную по
последовательности графов. Пусть задана последовательность графов G(n), где чис-
ло вершин n-го элемента последовательности растет с ростом n, и функция веро-
ятности сохранения ребра p = p(n). Сохраним в каждом графе последовательно-
сти G(n) каждое ребро независимо с вероятностью p(n). Полученная таким образом
последовательность случайных подграфов обозначается через Gp(n).

Рассмотрим последовательность случайных подграфов, построенную по последо-
вательности дистанционных графов. Как ведет себя число независимости случайно-
го подграфа в последовательности в сравнении с числом независимости графа в ис-
ходной последовательности? В работе [31] был получен достаточно полный ответ на
такой вопрос для кнезеровских графов. Более точно, была установлена истинность
следующего утверждения.

Т е о р ем а 2. Пусть r = r(n) = o(n
1
3 ), r > 2. Пусть также фиксировано ε > 0.

Обозначим

pc(n, r) :=
(r + 1) lnn− r ln r(

n− 1

r − 1

) .

Тогда:
(i) При вероятности сохранения ребра

p � (1 + ε)pc(n, r)

в графе Kp(n, r) асимптотически почти наверное (с ростом n) мощность
независимого множества максимального размера равна

(
n− 1

r − 1

)
, и все такие

независимые множества в нем суть звезды.
(ii) При вероятности сохранения ребра

p � (1− ε)pc(n, r)

в графе Kp(n, r) асимптотически почти наверное (с ростом n) мощность
независимого множества максимального размера не меньше

(
n− 1

r − 1

)
+ 1.

Эта теорема означает, что pc(n, r) – точная критическая вероятность сохране-
ния ребра: если вероятность сохранения ребра в случайном подграфе кнезеровского
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графа больше нее, то число независимости этого подграфа совпадает с числом неза-
висимости исходного графа (и даже новых независимых множеств в подграфе не
появляется), а если меньше, то оно резко растет.

Аналогичные вопросы рассматривались в работах [32–36].
Цель данной статьи – попробовать найти подобную критическую вероятность для

графа G̃p(n, r, s) (с произвольным s). Более конкретно, в статье доказаны оценки
этой вероятности сверху и снизу.

Сформулируем основной результат.
Т е о р ем а 3. Справедливы следующие утверждения:

(i) Для любых констант r и s, таких что r > s и r > 3, при вероятности
сохранения ребра

p = p1(n) =
2s
(
r

s

)
lnn(

n− s

r − s

)
в графе G̃p(n, r, s) асимптотически почти наверное (с ростом n) мощность
независимого множества максимального размера равна

(
n− s

r − s

)
, и все такие

независимые множества в нем суть звезды.
(ii) Для любого ε > 0 и для любых констант r и s, таких что r > s, при вероят-

ности сохранения ребра

p = p2(n) =
(1− ε)(r + s) lnn(

n− s

r − s

)
в графе G̃p(n, r, s) асимптотически почти наверное (с ростом n) мощность
независимого множества максимального размера не меньше

(
n− s

r − s

)
+ 1.

Дальнейшая часть статьи устроена так. В § 2 вводятся обозначения и форму-
лируются известные результаты, которые будут использоваться в доказательстве.
В § 3 доказывается первая часть теоремы 3, а в § 4 – ее вторая часть. Доказатель-
ство построено по аналогии с работой [31]. Наконец, в § 5 приведены неформальные
замечания, касающиеся предмета статьи.

§ 2. Обозначения и базовые теоремы
Во-первых, приведем известные оценки биномиальных коэффициентов и экспо-

ненты, которые пригодятся в дальнейшем:
1. Для натуральных n и r, таких что n > r, верно(n

r

)r
�
(
n

r

)
� nr

r!
�
(en

r

)r
.

2. Для вещественного x, такого что |x| � 1

2
, верно

ex−x2 � 1 + x � ex.

В дальнейшем для краткости записи будем обозначать число вершин графа
G̃(n, r, s) через

V :=

(
n

r

)
,
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X

A

s элементов

Звезда

(r − s) элементов (r − s) элементов

(r − s)
элементов

пересечение
по t элементам

меньше (s − t) элементов

а число вершин максимальной звезды – через

N :=

(
n− s

r − s

)
.

Заметим, что

V ∼ nr

r!

и

N ∼ nr−s

(r − s)!
.

Пусть задана звезда SX с базой X ⊂ {1, 2, . . . , n}, а также вершина A графа
G̃(n, r, s), пересекающая множество X по t, t < s, элементам (см. рисунок). Подсчи-
таем число вершин звезды SX , соединенных с вершиной A ребром. Это число мы
обозначим через Mt.

Вершина A соединена ребром с теми вершинами звезды SX , с которыми она
пересекается меньше чем по s элементам. Для того чтобы получить все вершины
звезды, с которыми она соединена ребром, надо добавить к множеству X еще r − s
элементов так, чтобы пересечение этой добавки с множеством A\X имело мощность
строго меньше s− t (в нижеследующей формуле его мощность обозначена через u).
Значит,

Mt =

s−t−1∑
u=0

(
r − t

u

)(
n− r − s+ t

r − s− u

)
.
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Пользуясь вышеприведенными оценками на биномиальные коэффициенты, мож-
но записать

Mt ∼
s−t−1∑
u=0

(r − t)u

u!

(n− r − s+ t)r−s−u

(r − s− u)!
.

В этой сумме главным является первое слагаемое (при u = 0), равное

(n− r − s+ t)r−s

(r − s)!
∼ nr−s

(r − s)!
∼ N.

В прочих слагаемых n возводится в меньшую степень, поэтому для всякого t имеем

Mt ∼ N.

Наконец, приведем полезное определение, которое будет использоваться в даль-
нейшем. Пусть задано некоторое семейство D вершин графа G̃(n, r, s). Будем назы-
вать степенью семейства D максимальную (по всем звездам) мощность пересече-
ния D со звездой.

§ 3. Верхняя оценка критической вероятности сохранения ребра
Пусть даны натуральные числа r и s, такие что r > s, и пусть

p = p(n) =
2s
(
r

s

)
lnn(

n− s

r − s

) .

Докажем, что при этих условиях с вероятностью, стремящейся к 1, мощность неза-
висимого множества максимального размера в графе G̃p(n, r, s) равна N , и все такие
независимые множества суть звезды.

Для этого определим на графе G̃p(n, r, s) случайные величины Xi, i ∈ N, и Y
так, что из их одновременного равенства нулю следует желаемое, и докажем, что
они действительно одновременно равны нулю с вероятностью, стремящейся к 1.

А именно, пусть для каждого натурального i случайная величина Xi равна чис-
лу независимых множеств мощности N вершин графа G̃p(n, r, s), степень которых
равна N − i. Пусть также случайная величина Y равна числу независимых мно-
жеств мощности N + 1 вершин графа G̃p(n, r, s), степень которых равна N . Можно
заметить, что Y – это попросту число независимых множеств мощности N + 1, со-
держащих целую звезду. Если все Xi равны 0, то всякое независимое множество
в графе G̃p(n, r, s) мощности хотя бы N содержит целую звезду, а если вдобавок
Y = 0, то независимых множеств мощности больше N в графе нет.

Итак, нам надо доказать, что с вероятностью, стремящейся к 1, одновременно все
Xi и Y равны нулю. В нижеследующих пунктах мы по очереди с ними разберемся.

3.1. Доказательство того, что Y = 0. Для доказательства того, что асимп-
тотически почти наверное Y = 0, мы убедимся в том, что математическое ожи-
дание E(Y ) стремится к 0 при n → ∞, и воспользуемся неравенством Маркова:
P(Y > 0) � E(Y ), т.е. P(Y > 0) → 0 при n → ∞, что и требуется.

Вычислим E(Y ). Для того чтобы получить независимое множество мощности
N + 1, содержащее целую звезду, надо выбрать базу этой звезды (обозначим ее че-
рез X , она имеет мощность s), построить по этой базе звезду и добавить еще одну
вершину A, которая в графе G̃p(n, r, s) не соединена ни с одной из вершин звезды.
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Базу мы выбираем
(
n

s

)
способами, новую вершину – (V −N) способами. Если по-

следняя пересекает базу по t < s элементам, то в графе G̃(n, r, s) она соединена в
точности с Mt вершинами звезды. Все эти ребра должны быть удалены в графе
G̃p(n, r, s). Значит, поскольку Mt = (1 + o(1))N для любого t < s, то

E(Y ) =

(
n

s

)
(V −N)(1− p)(1+o(1))N .

Согласно ранее приведенным оценкам

E(Y ) �
(en

s

)s (en
r

)r
e−(1+o(1))pN �

� e(r+s)(1+lnn)−s ln s−r ln r−2(1+o(1))s
(
r
s

)
lnn = O

(
n(r+s)−2(1+o(1))s

(
r
s

))
= o(1).

Итак, E(Y ) → 0 при n → ∞, что и требовалось.

3.2. Доказательство того, что Xi = 0. Для доказательства того, что асимпто-
тически почти наверное все Xi = 0, рассмотрим три случая: очень маленькое i,
маленькое i и большое i.

Случай 1: очень маленькое i. Выберем малое положительное ε (например, можно
считать, что ε = 1/10). Оно будет использоваться в этом и следующем случаях.

Пусть i � εN . Оценим сверху вероятность того, что какая-то из случайных ве-
личин Xi больше 0, суммой вероятностей

εN∑
i=1

P(Xi > 0).

Оценим каждое слагаемое в этой сумме членом убывающей геометрической про-
грессии, а затем оценим всю прогрессию удвоенным первым членом.

Зафиксируем i и оценим P(Xi > 0). В данном диапазоне значений i простая
оценка этой вероятности по неравенству Маркова через математическое ожидание
Xi не приводит к успеху, поэтому воспользуемся более сложной техникой. А именно,
для всякого j � i введем на графе G̃p(n, r, s) случайную величину Xi,j , равную
числу максимальных (к которым нельзя добавить никакую вершину) независимых
множеств вершин мощности N − i + j, степень которых равна N − i. Теперь же
воспользуемся неравенством Маркова и получим оценку

P(Xi > 0) �
∑
j�i

E(Xi,j).

Каждое слагаемое в этой сумме мы также оценим членом убывающей геометриче-
ской прогрессии, а затем оценим всю прогрессию удвоенным первым членом.

Оценим E(Xi,j). Напомним, что мы хотим получить максимальное независимое
множество вершин мощности N − i + j, степень которого равна N − i. Для этого
нужно выбрать базу X той звезды SX , с которой будет достигаться пересечение
по N − i вершинам, затем те i вершин этой звезды SX , которые не войдут в наше
множество, и наконец, те j вершин не из SX , которые войдут в наше множество.
Обозначим первое из этих семейств через A1, а второе – через A2. При этом также
необходимо, чтобы всякая вершина из A1 была соединена в графе G̃p(n, r, s) хотя
бы с одной вершиной из A2, а ребер между вершинами из SX \ A1 и вершинами
из A2 в этом графе не было, потому что иначе построенное множество будет не
независимым или не максимальным независимым.
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Пусть задана вершина не из звезды SX , которая (как множество) пересекает ба-
зу X этой звезды по t < s элементам. Тогда эта вершина соединена ровно с Mt вер-
шинами звезды SX . Значит, число ребер в графе G̃(n, r, s), ведущих из множества A2

в множество SX \ A1, не меньше j(Mt − i) для некоторого t, которое является мак-
симальной мощностью пересечения вершины из A2 и базы X звезды SX . В графе
G̃(n, r, s) вершина из A1 имеет не более j соседей в A2, т.е. вероятность того, что
в графе G̃p(n, r, s) у этой вершины остался там сосед, не превосходит jp.

Объединяя вышесказанное и пользуясь тем, что Mt = (1+ o(1))N для всех t < s,
получаем оценку

E(Xi,j) �
(
n

s

)(
N

i

)(
V −N

j

)
(1− p)j((1+o(1))N−i)(jp)i.

Для того чтобы оценить эту величину членом убывающей геометрической прогрес-
сии, оценим сверху отношение верхних оценок для E(Xi,j+1) и E(Xi,j). Оно не боль-
ше

V −N − j

j + 1
(1− p)(1+o(1))N−i

(
1 +

1

j

)i
.

При i � εN и j � i эта величина не превосходит

V e−p((1+o(1))N−i)e � e
(en

r

)r
e−(1−ε)(1+o(1))Np =

= e
(en
r

)r
e−2(1+o(1))(1−ε)s(rs) lnn = O

(
nrn−2(1+o(1))(1−ε)s(rs)

)
= o(1).

Итак, при достаточно больших n действительно можно оценить

P(Xi > 0) �
∑
j�i

E(Xi,j) � 2E(Xi,i) �

� 2

(
n

s

)(
N

i

)(
V −N

i

)
(1− p)i((1+o(1))N−i)(ip)i �

� 2
(en

s

)s(eN

i

)i(
e(V −N)

i

)i

e−pi((1+o(1))N−i)

(
2is
(
r

s

)
lnn

N

)i

.

Сокращая все лишнее, получаем, что эта величина равна

2
(en

s

)s
e2i
(
2s

(
r

s

)
lnn

)i (
V −N

i

)i

e−pi((1+o(1))N−i).

Подставим p =
2s
(
r
s

)
lnn

N
и оценим i � εN :

e−pi((1+o(1))N−i) = n−2is(rs)
((1+o(1))N−i)

N � n−2is(rs)((1+o(1))−ε) � n−(1+o(1))is(rs).

Значит,

P(Xi > 0) � 2
(en

s

)s
e2i
(
2s

(
r

s

)
lnn

)i (
V −N

i

)i

n−i(1+o(1))s(rs) �

� 2
(en

s

)s
e2i
(
2s

(
r

s

)
lnn

)i

V in−i(1+o(1))s(rs) �
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� 2
(en

s

)s(
2e2s

(
r

s

)
lnn

(en
r

)r
n−(1+o(1))s(rs)

)i

�

� 2

(
2nse2+r+ss

(
r

s

)
lnnnrn−(1+o(1))s(rs)

)i

=

= 2

(
2e2+r+ss

(
r

s

)
lnnnr+s−(1+o(1))s(rs)

)i

= o(1).

Следовательно, снова при достаточно больших n получаем оценку

εN∑
i=1

P(Xi > 0) � 2

(
2e2+r+ss

(
r

s

)
lnnnr+s−(1+o(1))s(rs)

)i

�

� 8

(
2e2+r+ss

(
r

s

)
lnnnr+s−(1+o(1))s(rs)

)
= o(1).

Значит, с вероятностью, стремящейся к 1, все Xi при 1 � i � εN равны 0.

Случай 2: маленькое i. Пусть εN � i � N
(
1− 2

3
(
r
s

)) (ε определено в предыдущем
случае).

Вероятность того, что какое-то из Xi больше 0, оценим сверху суммой вероятно-
стей

N
(
1− 2

3(rs)

)
∑
i=εN

P(Xi > 0).

Оценим единообразно каждое слагаемое в этой сумме и воспользуемся тем, что всего
слагаемых не более N .

Зафиксируем i и оценим P(Xi > 0). Для этого воспользуемся неравенством Мар-
кова и оценим P(Xi > 0) � E(Xi). Напомним, что мы хотим получить максимальное
независимое множество вершин мощности N , степень которого равна N−i. Для это-
го нужно выбрать базу X той звезды SX , с которой будет достигаться пересечение
по N − i вершинам, а затем те i вершин этой звезды SX , которые не войдут в наше
множество. Обозначим это семейство через A.

Пусть задана вершина из семейства A, которая (как множество) пересекает ба-
зу X этой звезды по t < s элементам. Тогда эта вершина соединена ровно с Mt вер-
шинами звезды SX . Значит, она будет соединена не менее чем с (N − i)− (N −Mt)
вершинами из семейства A. Согласно ранее приведенным оценкам Mt = (1+ o(1))N

для любого t. Значит, количество ребер графа G̃(n, r, s) внутри семейства A не мень-
ше (1 + o(1))(N − i)i. Значит,

E(Xi) �
(
n

s

)(
N

i

)(
V −N

i

)
(1− p)(1+o(1))(N−i)i �

�
(
n

s

)(
eN

i

)i (
eV

i

)i

e−(1+o(1))p(N−i)i.

Собирая все вместе, получаем, что эта величина равна(
n

s

)(
e2V N

i2
e−(1+o(1))p(N−i)

)i

.
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Подставим p =
2s
(
r
s

)
lnn

N
и оценим N − i � 2

3
(
r
s

)N :

E(Xi) �
(
n

s

)(
e2V N

i2

(
n−2(1+o(1))s

(
r
s

)) 2

3(rs)
)i

.

Заметим, что V = N
n(n− 1) . . . (n− s+ 1)

r(r − 1) . . . (r − s+ 1)
, т.е. что V � N

ns

(r − s)s
. Значит,

E(Xi) �
(
n

s

)(
e2N2

i2
ns

(r − s)s

(
n−2(1+o(1))s(rs)

) 2

3(rs)
)i

.

Теперь оценим i � εN и получим, что

E(Xi) = O

((
n

s

)(
n
s−2(1+o(1))s(rs)

2

3(rs)
)εN)

= O

((
n

s

)
n−(1+o(1)) s

3 εN

)
=

= O
(
ns−(1+o(1)) s

3 εN
)
= o(1).

Грубо оценим количество членов в сумме через N , и при достаточно больших n
получим оценку

N
(
1− 2

3(rs)

)
∑
i=εN

P(Xi > 0) = O
(
Nns−(1+o(1)) ε

3N
)
= o(1).

Значит, с вероятностью, стремящейся к 1, все Xi при εN � i � N
(
1− 2

3
(
r
s

))
равны 0.

Случай 3: большое i. Пусть i > N
(
1− 2

3
(
r
s

)). Вероятность того, что какое-то

из Xi больше 0, оценим сверху суммой вероятностей∑
i>N
(
1− 2

3(rs)

)P(Xi > 0).

Каждое слагаемое в этой сумме оценим по неравенству Маркова и докажем, что∑
i>N
(
1− 2

3(rs)

)E(Xi) = o(1).

Рассмотрим множествоA вершин графа G̃(n, r, s) мощностиN и степени d. В под-
графе, индуцированном этим множеством, минимальная степень вершины не мень-
ше N −

(
r

s

)
d.

Для оценки математического ожидания E(Xi) нам нужны те множества A, для
которых d = N − i �

(
2

3
(
r
s

))N . Число ребер внутри таких множеств A не меньше

N

2

⎛⎝N −
(
r

s

)(
2

3
(
r

s

))N
⎞⎠ =

N2

6
.
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Значит,

∑
i>N
(
1− 2

3(rs)

)E(Xi) �
(
V

N

)
(1− p)

N2

6 �
(
eV

N

)N

n−(1+o(1))s(rs)
N
3 .

Оценивая V � ns

(r − s)s
N , получаем, что

∑
i>N
(
1− 2

3(rs)

)E(Xi) = O

(
nsNn−(rs)

3 sN

)
= o(1)

при r > 3.
Значит, при r > 3 с вероятностью, стремящейся к 1, все Xi при i > N

(
1− 2

3
(
r
s

))
равны 0.

§ 4. Нижняя оценка критической вероятности сохранения ребра

Пусть снова Y – количество независимых множеств вершин графа G̃p(n, r, s)
мощности N + 1, содержащих целую звезду. Пусть вероятность сохранения ребра
равна

p = p(n) =
(1− ε)(r + s) lnn(

n− s

r − s

) ,

где для удобства доказательства 1

2
> ε > 0.

Покажем, что Y > 0 с вероятностью, стремящейся к 1, т.е. число независимости
графа G̃p(n, r, s) не меньше N + 1.

Как было показано ранее,

E(Y ) =

(
n

s

)
(V −N)(1− p)(1+o(1))N .

Заметим, что

V −N =

(
n(n− 1) . . . (n− s+ 1)

r(r − 1) . . . (r − s+ 1)
− 1

)
N �

(
(n− s+ 1)s

rs
− 1

)
N =

= Ω(ns ·N) = Ω (nr) .

Отсюда следует, что

E(Y ) = Ω
(
nsnr(1− p)(1+o(1))N

)
= Ω

(
nr+se(−p−p2)(1+o(1))N

)
=

= Ω
(
nr+sn−(1−ε)(1+o(1))(r+s)

)
= Ω

(
n(1+o(1))(r+s)ε

)
→ ∞

при n → ∞.
Заметим, что

P(Y = 0) = P(Y � 0) = P(Y −E(Y ) � −E(Y )) � P(|Y −E(Y )| � E(Y )).
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Таким образом, согласно неравенству Чебышева

P(Y � 0) � D(Y )

(E(Y ))2
.

Значит, для доказательства того, что Y > 0 с вероятностью, стремящейся к 1, оста-
лось показать, что D(Y ) = o((E(Y ))2), т.е. что E(Y (Y − 1)) = (1 + o(1))(E(Y ))2.

Для доказательства воспользуемся стандартной техникой подсчета второго мо-
мента. Пусть индекс i пробегает все семейства мощности N + 1 вершин графа
G̃p(n, r, s). Пусть случайная величина Ii является индикатором того, что соответ-
ствующее семейство содержит целую звезду. Тогда

Y =
∑
i

Ii.

В силу линейности математического ожидания и свойств индикаторов имеем

E(Y (Y − 1)) =
∑
i	=j

E(IiIj) =
∑

P,Q,A,B

P(SP ∪ {A} и SQ ∪ {B} независимы).

Здесь суммирование ведется по всем четверкам (P,Q,A,B), где P и Q – подмноже-
ства мощности s множества [n], SP и SQ – построенные на них звезды, A и B – под-
множества мощности r множества [n], пересекающие, соответственно, P и Q меньше
чем по s элементам, и (P,A) �= (Q,B). Действительно, для того чтобы выбрать се-
мейство вершин мощности N +1, содержащее целую звезду, надо выбрать саму эту
звезду и еще одну вершину, не соединенную ни с одной вершиной звезды, – ровно
это и записано в соответствующей сумме.

Теперь заметим, что данная сумма состоит из двух сумм:∑
P 	=Q

P(SP ∪ {A} и SQ ∪ {B} независимы) +

+
∑

P=Q, A 	=B

P(SP ∪ {A} и SQ ∪ {B} независимы).

Кроме того,∑
P 	=Q

P(SP ∪ {A} и SQ ∪ {B} независимы) �

�
(
n

s

)2

(V −N)2(1− p)2(1+o(1))N = (1 + o(1))(E(Y ))2

и ∑
P=Q, A 	=B

P(SP ∪ {A} и SQ ∪ {B} независимы) �

�
(
n

s

)
(V −N)2(1− p)2(1+o(1))N = o((E(Y ))2).

Итого получаем, что

E(Y (Y − 1)) = (1 + o(1))(E(Y ))2,

что и требовалось.

60



§ 5. Заключение

Верхняя оценка критической вероятности

p = p(n) =
2s
(
r

s

)
lnn(

n− s

r − s

)
выглядит достаточно искусственно. Приступая к доказательству, авторы были уве-
рены, что аналогично работе [31] она будет выглядеть как

p = p(n) =
(1 + ε)(r + s) lnn(

n− s

r − s

)
для малого положительного ε. Однако для такой вероятности сохранения ребра
доказать ничего не получилось – это связано с особенностями принятого метода до-
казательства. Более конкретно, в третьем случае (“большое i”) нужно оценить число
ребер в подграфе графа G̃(n, r, s), индуцированном множествами вершин с фикси-
рованными параметрами. Если в работе [31] (т.е. при s = 1) хватало достаточно
слабой оценки на вероятность сохранения ребра, то в общем случае ее уже не хва-
тает. Если изначальное предположение о природе точной верхней оценки верно, то
для его доказательства нужен новый метод.

Также для дальнейшего исследования остается вопрос, что происходит при непо-
стоянных r и s. В работе [31] аналогичные результаты были доказаны для r = o(n

1
3 ),

и скорее всего, результаты этой статьи также можно обобщить на случай, когда r
и s – (медленно) растущие функции.
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