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Показано, что для химических реакций, протекающих в открытом изотермическом безградиентном 
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каждого из соединений. Установлены соотношения, позволяющие находить точные значения линейных 
и нелинейных времен релаксации реакций, определяющих соответственно темп и длительность дости-
жения заданной окрестности стационарного состояния по суммарной стационарной концентрации 
соединений для любого момента времени в зависимости от стехиометрии стадийной схемы реакции. 
Рассмотрены примеры расчета точных значений времен релаксации для ряда реакций, протекающих 
по кинетическим законам действующих масс и Марселина–Де Донде.
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Закономерности протекания химических реакций 
описываются стационарными и нестационарными 
кинетическими моделями, построенными на основе 
стадийных схем и кинетических законов [1] . Эти 
модели представляют собой многомерные нелиней-
ные алгебраические и дифференциальные уравне-
ния, решения которых в общем случае не могут быть 
найдены аналитически и, как правило, исследуются 
качественными [2–4] и численными [5] методами . 
Стационарные модели позволяют определить чис-
ло и устойчивость стационарных состояний на ос-
нове исследования корней систем алгебраических 
уравнений . Нестационарные (динамические) модели 
служат для анализа переходных процессов путем 

исследования решений систем дифференциальных 
уравнений . Длительность переходных процессов ха-
рактеризуется линейными и нелинейными времена-
ми релаксации [6] . Линейные времена релаксации τ 
характеризуют темп приближения к стационарному 
состоянию только вблизи этих состояний и исследо-
ваны во многих работах [7–9] . Нелинейные времена 
релаксации τнел характеризуют общую длительность 
движения к стационарному состоянию и исследованы 
значительно меньше [6, 10, 11] . В работе [6] прове-
дена детальная классификация нелинейных времен 
релаксации как длительности первого, второго и т . д . 
попадания в малую ε-окрестность стационарного 
состояния . В общем случае для точного расчета τнел 
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требуется интегрирование динамической модели ре-
акции τнел = t – t0 = ∫Ajʹ(t)dt, что возможно только в 
редких частных случаях . Для реакций, протекающих 
по идеальному кинетическому закону действующих 
масс в закрытой изотермической системе, в работе 
[10] приведена приближенная дифференциальная 
оценка τнел ≈ ∑(Aj – Aj∞)2/|∑(Aj – Aj∞)Ajʹ|, определя-
емая через стационарные Aj∞ и нестационарные Aj 
концентрации соединений . Для этой же системы в 
[11] дана упрощенная дифференциальная оценка 
τнел ≈ |Aj0 – Aj∞|/|Ajʹ|, не требующая знания значений 
нестационарных концентрации соединений . Более 
точные оценки нелинейных времен релаксации хи-
мических реакций в закрытой и открытой системах 
в настоящее время в литературе не описаны . 

Цель работы — установление соотношений, по-
зволяющих определять точные значения линейных 
и нелинейных времен релаксации для любых хи-
мических реакций, протекающих по произвольным 
кинетическим законам в открытом изотермическом 
безградиентном реакторе .

Теоретическая часть

В общем случае механизм любой химической ре-
акции может быть представлен совокупностью эле-
ментарных стадий

 ∑
j
aijAj  ∑

j
bijAj, i = 1, …, s; j = 1,…, n, (1)

где Aj — участники реакции, включая промежуточ-
ные соединения; j — номер соединения; n — число 
соединений; i — номер стадии; s — число стадий; aij, 
bij — стехиометрические коэффициенты участников 
реакции .

Нестационарное протекание такой реакции по 
любому кинетическому закону в открытом изотерми-
ческом реакторе идеального смешения описывается 
системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений [1, 2]

 Ajʹ(t) = ∑
i
(bij – aij)ri + q0Aj0 – qAj,

 j = 1, …, n; i = 1, …, s, 
(2)

где Aj — концентрации соединений нормирован-
ные [Aj = Cj/∑

j
Cj0, Cj — концентрации соединений 

(моль·л–1), ∑
j

Cj0 — суммарная начальная концен-

трация всех соединений (моль·л–1)]; ri = r+i(k+i, fj) –  
– r–i(k–i, fj) — произвольные (в том числе неидеаль-
ные) кинетические законы (1/с); r+i, r–i — скорости 
стадий в прямом и обратном направлениях (1/с); k+i, 

k–i — константы скоростей стадий реакции в прямом 
и обратном направлениях (1/с); fj — функции неиде-
альности безразмерные; t — время (с); q0 и q — на-
чальная (входная) и конечная (выходная) скорости 
потока реакционной смеси (1/с); Aj0 = Aj(0) — началь-
ные концентрации соединений .

Число и координаты стационарных состояний 
Aj∞, которых в таком реакторе может быть несколько 
[2–4], определяются корнями системы нелинейных 
алгебраических уравнений, которые, как правило, не 
решаются аналитически (могут быть решены только 
численно):

 ∑
i
(bij – aij)ri∞ + q0Aj0 – qAj∞ = 0, j = 1, …, n,  (3)

где ri∞ — стационарные скорости стадий .
Типы и устойчивость стационарных состояний в 

линейном приближении определяются n собствен-
ными числами λj, т . е . корнями характеристического 
уравнения

 λn + σ1λn–1 + … + σn = 0, (4)

где σ1, σ2, …, σn — коэффициенты, зависящие от 
вида кинетического закона (констант скоростей ста-
дий, концентраций соединений и других параметров 
реакции) .

Эти собственные числа вычисляются в каждом 
стационарном состоянии и тоже могут быть найде-
ны только приближенно . Если min|Reλj| относится к 
действительному собственному числу, то релаксация 
происходит монотонно, иначе — колебательно . При 
n = 1 (одно независимое соединение) собственное 
число единственное, т . е . переходный процесс ха-
рактеризуется монотонной релаксацией . При n ≥ 2 
собственные числа могут быть комплексными, и ре-
лаксация может быть колебательной . Если действи-
тельные части всех собственных чисел Reλj < 0, то 
стационарное состояние устойчиво, а иначе — не-
устойчиво . Если все собственные числа веществен-
ные (мнимая часть Imλj = 0), то движение к устой-
чивому стационарному состоянию допускает только 
конечное число затухающих колебаний (тип — узел) . 
Иначе переходный процесс допускает бесконечное 
число колебаний (тип — фокус) . Переходный про-
цесс вблизи устойчивого стационарного состояния 
характеризует линейное время релаксации (время 
уменьшения отклонения от стационарного состояния 
в е-раз) [6], которое определяется по самому медлен-
ному соединению и одинаково не только для любого 
соединения, но и для любых комбинаций соединений:

 τ = 1/min|Reλj| . (5)
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Нелинейное время релаксации τнел характеризует 
переходный процесс вдали от стационарного состо-
яния и определяет время достижения устойчивого 
стационарного состояния, которое находится по наи-
более медленно стабилизирующемуся соединению и, 
следовательно, будет таким же для любых комбина-
ций соединений . Это время теоретически бесконечно, 
и поэтому на практике его можно рассчитать только 
приближенно, например, как время первого достиже-
ния малой ε-окрестности стационарного состояния по 
любому соединению [7]:

 τнел(ε) ≈ {t:|Aj(Aj∞, ε) – Aj∞|≤ ε|} . (6)

Соотношение (6) применимо к любому внутрен-
нему или граничному устойчивому стационарному 
состоянию, если их несколько (множественность) . 
Для того, чтобы применить соотношения (5), (6) к 
реакции (1), требуется проинтегрировать систему 
(2), что в общем случае невыполнимо . Однако если 
преобразовать исходную систему (2) с учетом законов 
сохранения, то времена релаксации можно найти на 
основе анализа переходного процесса комбинаций со-
единений, причем точно . Действительно, в закрытом 
реакторе идеального смешения (q = q0 = 0) в любой 
момент времени при произвольном кинетическом 
законе должны выполняться независимые стехиоме-
трические законы сохранения [2, 12]:

 ∑
j
αmjAj = ∑

j
αmjAj0, m = 1, 2, …, M, (7)

 M = n – Pk , (8)

где αmj — константы, пропорциональные стехиоме-
трическим коэффициентам; Pk ≡ rank(bij – aij); rank — 
ранг; (bij – aij) — стехиометрическая матрица . 

Отметим, что законы сохранения вида (7) сохра-
няются и в квазиоткрытом (q = q0 ≠ 0) реакторе иде-
ального смешения . При этом в закрытом и квазиза-
крытом реакторе идеального смешения при любом 
кинетическом законе скорости стадий связаны ра-
венствами

∑
j
αmj∑

i
(bij – aij)ri = 0, m = 1, 2, …, M; i = 1, …, s . (9)

Соотношения (9) сохраняются и в открытом реак-
торе идеального смешения, так как они зависят толь-
ко от стадийной схемы реакции и не зависят от ско-
рости реакционного потока . Следовательно, с учетом 
(7)–(9) можно утверждать, что в любом реакторе иде-
ального смешения выполняются дифферен циальные 
уравнения для сумм концентраций соединений

∑
j
αmjAjʹ = q0∑

j
αmjAj0 – q∑

j
αmjAj, m = 1, 2, …, M . (10)

Качественное отличие уравнений (10) от исходных 
уравнений (2) состоит в том, что они не зависят друг 
от друга, линейны относительно стехиометрических 
сумм концентраций соединений (7) и поэтому инте-
грируются аналитически, т . е . имеют точные решения

 q∑
j
αmjAj(t) = ∑

j
αmjAj0[q0 + (q – q0)exp(–qt)],

 m = 1, 2, …, M . 
(11)

Из свойств этих уравнений следует, что в от-
крытом реакторе идеального смешения (q ≠ q0 ≠ 0): 
1) стационарное состояние реакции (1) для любой 
стехиометрической суммы концентраций соединений 
∑
j

αmjAj∞ (назовем это состояние суммарным) един-
ственно и устойчиво, хотя при этом могут существо-
вать несколько стационарных состояний для каждого 
из соединений; 2) движение к этому суммарному 
стационарному состоянию происходит монотонно, 
хотя переходные процессы каждого из соединений 
в отдельности могут быть любыми (не монотонны-
ми); 3) темп движения к суммарному стационарному 
состоянию остается постоянным не только вблизи 
него, но и в течение всей реакции, причем этот темп 
определяется только скоростью реакционного потока 
и не зависит от механизма реакции:

 τ = 1/q . (12)

Основным достоинством соотношений (11) яв-
ляется то, что они позволяют точно выразить нели-
нейное время релаксации в открытом реакторе иде-
ального смешения для любого момента времени M 
различными способами без интегрирования исходной 
динамической модели (2):

 τнел = t = |ln[(q∑
j
αmjAj/∑

j
αmjAj0 – q0)/(q – q0)]|/q,

 m = 1, 2, …, M . 
(13)

В ε-окрестности такого состояния q∑
j

αmjAj =  

= q(1 ± ε)∑
j
αmjAj∞, и равенства (13) запишутся

τнел(ε) = |ln[(q(1 ± ε)∑
j
αmjAj∞/Aj0 – q0)/(q – q0)]|/q,

 m = 1, 2, …, M, 
(14)

где ε — размер окрестности стационарного состо-
яния (например, ε = 0 .01 означает 1%-ную окрест-
ность) . По мере дальнейшего приближения к этому 



состоянию t → ∞, и из (11) следует, что q∑
j
αmjAj∞ →  

→ q0∑
j
αmjAj0, т . е . равенство (14) перестает зависеть 

от кинетического закона:

 τнел(ε) → |ln(εq0/|q – q0|)|/q . (15)

При q → 0 (слабо открытый реактор идеального 
смешения) τнел(ε) → ∞ . При q → ∞ (открытый ре-
актор идеального смешения) τнел(ε) → 0 . Равенства 
(13)–(15) применимы только при условии физичности 
малой окрестности стационарного состояния

 0 ≤ ε ≤ |q/q0 – 1| . (16)

Соотношения (13)–(16) также определяются че-
рез скорости реакционного потока и не зависят от 
кинетических параметров и кинетического закона 
реакции, однако зависят от механизма реакции . Они 
позволяют определить точные значения линейного и 
нелинейного времен релаксации для любых химиче-
ских реакций с произвольной кинетикой в открытом 
безградиентном реакторе .

Экспериментальная часть  
и обсуждение результатов

Применим приведенные выше результаты к кон-
кретным реакциям с учетом того, что в реальных ус-
ловиях их кинетика может отличаться от идеального 
закона действующих масс .

Пример 1 . Рассмотрим схему

 1) A = B, 2) nA = C, (1 .1)

по которой могут одновременно протекать, например, 
реакции изомеризации и полимеризации пентена

 1) C5H10 = i-C5H10, 2) nC5H10 = (C5H10)n .

Динамика этих реакций описывается уравнениями

 Aʹ = – r1 – nr2 + q0A0 – qA,

 Bʹ = r1 + q0B0 – qB, (1 .2)

 Cʹ = r2 + q0C0 – qC,

где r1, r2 — любые кинетические функции .
Отсюда с учетом (3) в стационарном состоянии

 q(A∞ + B∞ + nC∞) = q0(A0 + B0+ nC0) . (1 .3)

Из (1 .3) видно, что в закрытом (q = q0 = 0) и в 
квазиоткрытом (q = q0 ≠ 0) реакторе идеального сме-

шения выполняется один (M = 3 – 2 = 1) стехиометри-
ческий закон сохранения вида (7), (8):

 A + B + nC = A0 + B0+ nC0 . (1 .7)

Из (1 .2) с учетом (1 .7) следует, что в любом реакто-
ре идеального смешения для реакций, про текающих 
по схеме (1 .1), равенства (9), (10) примут вид

 Aʹ + Bʹ + nCʹ = 
 = q0(A0 + B0 + nC0) – q(A + B + nC) . 

(1 .10)

Это линейное по сумме реагентов дифференци-
альное уравнение имеет точное решение вида (11):

 q(A + B + nC) =
 = (A0 + B0 + nC0)[q0 + (q – q0)exp(–qt)] . 

(1 .11)

Для этого уравнения соотношения (12)–(16) за-
пишутся

 τ = 1/q, (1 .12)

 τнел = t = |ln{[q(A + B + nC)/(A0 + B0 + nC0) – 
 – q0]/|q – q0|}|/q, (1 .13)

τнел(ε) = |ln{[q(1 + ε)(A∞ + B∞ + nC∞)/(A0 + B0 + nC0) –
 – q0]/|q – q0|}|/q,  (1 .14)

 τнел(ε) → |ln(εq0/|q – q0|)|/q . (1 .15)

Условие (16), например, при q0 = 0 .9, q = 1 запи-
шется
 0 ≤ ε ≤ 1/9 . (1 .16)

Это неравенство означает, что можно рассчитать 
окрестности стационарного состояния до ~10% . 
Из (1 .12) находим τ = 1, а из (1 .14) или (1 .15) полу-
чим: 1%-ная окрестность стационарного состояния 
ε = 0 .01 достигается за τнел(0 .01) ≈ 2 .41 с; 0 .5%-ная 
окрестность стационарного состояния достигается 
за τнел(0 .005) ≈ 3 .10 с и т . д . Результаты численного 
решения уравнений (1 .2) в открытом реакторе иде-
ального смешения для закона действующих масс 
при разных значениях констант скоростей стадий 
приведены на рис . 1 .

При выполнении закона действующих масс зна-
чения констант скоростей стадий влияют на концен-
трации соединений во времени (две нижние кривые 
изменяются, причем одна из них немонотонна), но 
не влияют на их суммарную величину (верхняя кри-
вая остается одинаковой на обоих рисунках, причем 
всегда монотонна) . Анализ показал, что немонотон-
ность концентраций некоторых участников реакции 
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связана с нелинейностью кинетической модели, обра-
тимостью стадий и типом реактора . Точное решение 
уравнений (1 .2) в общем случае неизвестно, так как 
эти уравнения не интегрируются даже при n = 2 и за-
коне действующих масс, т . е . при r1 = k1A – k–1B, r2 =  
= k2A2 –k–2C . В частном случае (закрытый реактор 
идеального смешения и обе стадии необратимы) 
точное решение уравнений (1 .2) существует и все 
концентрации изменяются монотонно . Если же учи-
тывать обратимость стадий, то из-за нелинейности 
модели (1 .2) динамика концентраций участников ре-
акции изменяется как в открытом, так и в закрытом 
реакторах . Аналогичное объяснение применимо и для 
схемы (2 .1) примера 2 . Времена релаксации, рассчи-
танные в отдельности для каждого из соединений А, 
В и С по данным рис . 1, а для 1%-ной окрестности 
стационарного состояния, соответственно состав-
ляют τнел ≈ {2 .0, 2 .4 и 2 .0 с} . Времена релаксации 
для каждого из соединений А, В и С, рассчитанные 
по данным рис . 1, б, составляют τнел ≈ {1 .3, 0 .5 и 
2 .4 с} . Времена релаксации, рассчитанные по сум-
ме концентраций соединений по данным обоих 
рисунков, одинаковы и совпадают с теоретически-
ми значениями, определенными по соотношениям 
(1 .12)–(1 .15): τ = 1 с, τнел ≈ 2 .41 с . Анализ показал, 
что эти закономерности сохраняются и при протека-
нии реакции (1 .1) по другим кинетическим законам . 
Например, для кинетики Марселина–Де Донде [1, 
2, 13] с функциями неидеальности степенного вида 
fA = A3/4, fB = B1/2, fC = C1/4 скорости стадий описыва-
ются уравнениями

 r1 = k1Aexp(A3/4) – k–1Bexp(B1/2),
 r2 = k2Anexp(A3n/4) – k–2Cexp(C1/4) . 

(1 .17)

Результаты численного решения уравнений (1 .2) с 
учетом (1 .17) приведены на рис . 2 .

Для неидеального кинетического закона (1 .17) 
верхняя кривая и времена релаксации по сумме кон-
центраций соединений не изменились, хотя пере-
ходные процессы для отдельных соединений ста-
ли другими . Времена релаксации, рассчитанные в 
отдельности для каждого из соединений А, В и С 
по данным рис . 2, а, составляют соответственно 
τнел ≈ {1 .0, 2 .4 и 2 .0 с} . Времена релаксации для каж-
дого из соединений А, В и С, рассчитанные по дан-
ным рис . 2, б, составляют τнел ≈ {0 .7, 1 .0 и 2 .4 с} . 
Времена релаксации по сумме концентраций соеди-
нений на обоих рисунках одинаковы и совпадают с 
теоретическими значениями, найденными по соотно-
шениям  (1 .12)–(1 .15): τ = 1 с, τнел ≈ 2 .41 с . 

Пример 2. Рассмотрим схему

 1) 2A = B + C, 2) A = D + C, (2 .1)

по которой может протекать, например, дегидратация 
этилового спирта с образованием диэтилового эфира 
и этилена

 1) 2C2H5OH = (C2H5)2O + H2O,
 2) C2H5OH = C2H4 + H2O .

Динамика этих реакций описывается уравнениями

 Aʹ = –2r1 – r2 + q0A0 – qA,
 Bʹ = r1 + q0B0 – qB, 

(2 .2) Cʹ = r1 + r2 + q0C0 – qC,
 Dʹ = r2 + q0D0 – qD,

где r1, r2 — любые функции .

Рис . 1 . Изменения концентраций А, В, C и A + B + nС во времени для схемы (1 .1) с законом действующих масс при 
A0 = 1, B0 = 0, С0 = 0, q0 = 0 .9, q = 1, n = 2 .

a — k1 = k–1 = k2 = k–2 = 1; б — k1 = 1, k–1 = 2; k2 = 3, k–2 = 0 .5 .



Отсюда видно, что в закрытом или квазиоткры-
том безградиентном реакторе выполняются два 
(M = 4 – 2 = 2) независимых стехиометрических за-
кона сохранения вида (7), (8):

 A + B + C = A0 + B0 + C0, (2 .7)
 A + 2B + D = A0 + 2B0 + D0 .

Из (2 .2) с учетом (2 .7) следует, что в любом без-
градиентном реакторе выполняются линейные по 
суммам концентраций соединений равенства, анало-
гичные (9), (10):

Aʹ + Bʹ + Cʹ = q0(A0 + B0 + C0) – q(A + B + C), (2 .10)
Aʹ + 2Bʹ + Dʹ = q0(A0 + 2B0 + D0) – q(A + 2B + D),

которые имеют точные решения вида (11):

 q(A + B + C) =
 = (A0 + B0 + C0)[q0 + (q – q0)exp(–qt)], (2 .11)
q(A + 2B + D) = (A0 + 2B0 + D0)[q0 + (q – q0)exp(–qt)] .

Для этих решений соотношения (12) и (15) не 
изменяются, при этом соотношения (13), (14) при-
нимают вид

 τнел = t = |ln{[q(A + B + C)/(A0 + B0 + C0) – 
 – q0]/|q – q0|}|/q, (2 .13)

 τнел = t = |ln{[q(A + 2B + D)/(A0 + 2B0 + D0) –
 – q0]/|q – q0|}|/q,

 τнел(ε) = |ln{[q(1 + ε)(A∞ + B∞ + C∞)/(A0 + B0 + C0) –
 – q0]/|q – q0|}|/q, (2 .14)

Рис . 3 . Изменения А, В, C, D и A + B + С, A + 2B + D во времени для схемы (2 .1) с законом действующих масс при 
A0 = 1, B0 = 0, С0 = 0, D0 = 0, q0 = 0 .9, q = 1 .

a — k1 = k–1 = k2 = k–2 = 1; б — k1 = 1, k–1 = 2, k3 = 3, k–2 = 0 .5 .
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Рис . 2 . Изменения концентраций А, В, C и A + B + nС во времени для схемы (1 .1) с неидеальным кинетическим 
законом Марселина–Де Донде (1 .17) при A0 = 1, B0 = 0, С0 = 0, q0 = 0 .9, q = 1, n = 2 .

a — k1 = k–1 = k2 = k–2 = 1; б — k1 = 1, k–1 = 2, k2 = 3, k–2 = 0 .5 .
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 τнел(ε) = |ln{[q(1 + ε)(A∞ + 2B∞ + D∞)/(A0 + 2B0 + D0) – 
 – q0]/|q – q0|}|/q .

Результаты численного решения уравнений (2 .2) 
для схемы (2 .1) при выполнении закона действующих 
масс приведены на рис . 3 .

Две релаксационные кривые, соответствующие 
различным суммам концентраций соединений (2 .11), 
совпадают при разных значениях констант скоростей 
стадий, хотя времена релаксации концентраций от-
дельных соединений различны (рис . 3) . 

Выводы

Приведены соотношения для определения точных 
значений линейных и нелинейных времен релаксации 
химических реакций, протекающих по произволь-
ным кинетическим законам (включая неидеальные) 
в открытом изотермическом безградиентном реак-
торе . Эти соотношения являются релаксационными 
инвариантами реакций и ранее в литературе не были 
описаны . Найденные с помощью этих инвариантов 
значения времен релаксации могут быть применены 
для исследования особенностей переходных процес-
сов химических реакций, протекающих по любым 
механизмам и кинетическим законам .
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