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Предлагается метод, позволяющий значительно упростить решение задачи попереч-
ного изгиба микрополярных пластин в рамках микрополярной теории упругости.
Он может быть применен в инженерных расчетах микрополярных конструкций.
Расчет напряженно-деформированного состояния упрощается введением одной
функции, которая приводит систему уравнений к более удобному для расчетов виду.
В качестве примера исследуется напряженно-деформированное состояние длинной
прямоугольной пластины при разных граничных условиях. Приводятся графики
прогибов как при учете эффекта микрополярности, так и в рамках классической
теории.
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Аналитические методы решения задач изгиба пластин разделяются на связанные с
точным пространственным подходом, предложенным Новацким [1, 2], и с подходами,
основанными на использовании определенных гипотез, таких как гипотезы Кирхгофа
[3, 4], Миндлина [5], Рейснера [6], Амбарцумяна [7]. Теория микрополярных оболо-
чек развита Л.М. Зубовым и В.А. Еремеевым [8]; исследованы конечные деформации
несжимаемых изотропных микрополярных материалов [9], рассмотрено равновесие
нелинейно-упругих микрополярных тел [10].

Исследованию поведения пластин в условиях изгиба с применением метода конеч-
ных элементов посвящены работы Г.А. Геворкяна [11], причем с помощью предло-
женного автором метода задачи приводятся к задачам квадратичного программирова-
ния, что позволяет сформулировать постановки более сложных граничных задач с вы-
полнением условий непрерывности перемещений и напряжений при разных
граничных условиях. Этот метод распространен на задачи изгиба в рамках микропо-
лярной теории пластин [12–14].

Детально был представлен другой численный метод решения задач изгиба пла-
стин – метод граничных элементов [15]. Существуют также предложения по оптими-
зации алгоритма расчетов пластин (см., например, [16]).

Полученные разными авторами результаты позволили существенно развить теорию
изгиба микрополярных пластин. Известны многочисленные экспериментальные ра-
боты в этом направлении. Современное развитие техники позволяет проводить экспе-
рименты, решающие многофункциональные задачи с высокой точностью (см., на-
пример, [17]).

В отличие от классической изотропной теории упругости в микрополярной теории
упругости имеется шесть независимых постоянных материала. С использованием экс-
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периментальных методов [18–22] уточнялся их физический смысл, а также определя-
лись значения этих постоянных. Следует отметить также работы ([23, 24] и др.) по изу-
чению механических характеристик с использованием экспериментальных методов.
Кроме экспериментальных методов существуют и другие способы определения пара-
метров процесса. Однако значения этих параметров известны далеко не для всех мате-
риалов.

1. Постановка задачи. Рассматривается упругая микрополярная пластина постоян-
ной толщины . Система координат вводится таким образом, чтобы средняя плос-
кость пластины совпала с плоскостью координат , а координатная ось  была пер-
пендикулярна к срединной плоскости. Среда дискретной структуры трактуется как
сплошная. Предположим, что силовые воздействия на элементарной площадке диф-
ференциального элемента осуществляются как главным силовым, так и главным мо-
ментным векторами [25]. Главный вектор внешних сил выражается через компоненты
тензора напряжений , а главный момент внешних сил – через компоненты тензора
моментных напряжений  ( ), причем оба тензора несимметричные. В каж-
дой точке элементарной частицы имеются объемные силы и объемные моменты,
представляемые векторами  и , соответственно.

Уравнения равновесия и закон малых упругих деформаций с учетом моментных на-
пряжений можно представить в виде

(1.1)

где  – компоненты тензора Леви-Чивиты,  – компоненты тензора изгиба–круче-
ния,  – символ Кронекера,  и  – параметры Ламе, , , ,  – упругие постоянные
микрополярности.

В предположении, что плоскости  загружены поверхностными силами, a
внешние моментные воздействия на них отсутствуют, граничные условия записыва-
ются в виде

(1.2)

где ,  и  тангенциальные и нормальные компоненты векторов
интенсивности поверхностных сил, приложенных соответственно на плоскостях

.
Гипотезы, на которых основана теория пластин, опираются на исследования С.А.

Амбарцумяна [25–27] и заключаются в следующем:
1) нормальные к срединной плоскости пластины, перемещение  и поворот  не

зависят от координаты ;
2) касательные напряжения  и  по толщине пластины меняются по заданному

закону;
3) силовые , ,  и моментные , ,  напряжения пренебрежимо малы.
Принимаем следующие обозначения:

(1.3)
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 – модуль упругости,  – коэффициент Пуассона,  – жесткость пластины при из-
гибе, без учета моментных напряжений.

Согласно указанным гипотезам, уравнения поперечного изгиба ( , )
микрополярной пластины можно представить относительно искомых функций 
и  ( ) в виде

(1.4)

(1.5)

Предполагается, что  – равномерно распределенная нагрузка, и учтено, что, со-
гласно обозначениям (1.3), .

Имеем следующие соотношения [25]:
для внутренних усилий и моментов

(1.6)

для моментов вследствие моментных напряжений

(1.7)

для двух компонент тензора поворота  и 

(1.8)

Все формулы (1.6)–(1.8) дополняются соотношениями по правилу ( , ).
2. Метод решения. Решение уравнений равновесия (1.4), (1.5), характеризующих из-

гиб микрополярной пластины будем искать по ранее предложенному методу [12], вво-
дя функцию  следующим образом:

(2.1)

Тогда тождественно выполняются уравнения (1.5), а из уравнения (1.4) получим

(2.2)

Учитывая связи (2.1) и исходя из соотношений (1.6), (1.7), для внутренних усилий и
моментов имеем (в приведенных ниже соотношениях (2.3) )
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(2.3)

а исходя из соотношений (1.8) и обозначения (1.3), для двух компонент тензора пово-
рота  и  при  получим

(2.4)

Таким образом, задача поперечного изгиба пластины сведена к интегрированию
дифференциального уравнения (2.2) с соответствующими граничными условиями.
Если решение этого уравнения известно, то изгибающие ( , ) и кру-
тящие ( , ) моменты, а также поперечные силы ( , ) могут быть
вычислены из соотношений (2.3).

Обозначив

при учете соотношений (2.3) находим

(2.5)

(2.6)

где введены следующие обозначения для коэффициентов, содержащих упругие посто-
янные материала пластины:

(2.7)

Подставляя в выражения для составляющих перерезывающей силы

(2.8)

значения поперечных сил и крутящих моментов, получим

(2.9)

Рассмотрим длинную прямоугольную пластину, на которую действует распреде-
ленная нагрузка . Предположим, что пластина однородно закреплена по длин-
ным сторонам, а короткие стороны закреплены произвольно (фиг. 1). Помещая нача-
ло координат на длинной стороне вдали от коротких сторон пластины и направляя ось

 вдоль длинной стороны, можно считать, что искомые величины для изгибаемой
пластины , ,  зависят лишь от координаты . Тогда из уравнения (2.2) получим

(2.10)
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Фиг. 1
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Фиг. 2

a

M M
Края пластины жестко защемлены. В случае, когда края пластины жестко защемле-
ны, прогибы и соответствующие углы поворота вокруг контурных линий краев равны
нулю и граничные условия записываются в виде

Отсюда находим постоянные интегрирования и получаем

(2.11)

Края пластины шарнирно оперты. В случае, когда края пластины шарнирно оперты,
прогибы и изгибающие моменты по этим краям равны нулю, и граничные условия за-
писываются в виде

Отсюда находим постоянные интегрирования и получаем

(2.12)

Чистый изгиб пластины. В случае чистого изгиба шарнирно опертая пластина загру-
жена по длинным сторонам равномерно распределенными моментами с интенсивно-
стью  (фиг. 2). Граничные условия можно записать в форме

Отсюда получаем

(2.13)

Классической теории соответствуют выражения (2.11)–(2.13) при ,  и
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Таблица 1

Номер 
кривой Материал E, МПа μ, МПа ν α, МПа β × 105, 

МН
γ × 105, 

МН
ε × 105, 

МН

1 Полиуретан 300 104 0.40 –8.66 3.00 4.00 –2.00

2 Пенополи-
метакриламид

637 285 0.12 –23.75 –30.00 60.00 –10.00

3 Синтети-
ческая пена

2758 1033 0.34 –229.55 0.45 0.42 –0.29
3. Анализ результатов. В целях анализа полученных результатов рассмотрим графи-
ки функции перемещения  в микрополярной и классической теориях изгиба пла-
стин.

Рассмотрим разные материалы, микрополярные параметры которых представлены
Лейксом [20, 22]. Для определения микрополярных постоянных имеем

(3.1)

где  – характерная ширина при кручении,  – при изгибе,  – моментное число,
– полярный коэффициент. Значения этих величин определены экспериментально,

они приведены в таблице 1 с указанием номеров соответствующих кривых на фиг. 3.
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Сравнение зависимостей перемещения  от координаты  по микрополярной
(сплошные кривые) и классической (штриховые кривые) теориям изгиба пластин при
следующих значениях параметров:

представлены на фиг. 3 слева, в случае защемленных краев и справа в случае шарнир-
но опертой пластины, причем кривые, соответствующие чистому изгибу, снабжены
маркером в виде светлой точки. В связи с симметрией кривых относительно оси

 показана лишь область .
4. Заключение. Предложенный подход к исследованию задач изгиба пластин суще-

ственно упрощает процесс решения. В рассмотренных задачах полученные результаты
соответствуют известным решениям [25]. Практические расхождения прогибов по
классической и микрополярной теориям изгиба пластин, представленных на фиг. 3,
объясняются влиянием моментных напряжений на функцию перемещений.

Предложенный алгоритм решения задач можно будет использовать при проектиро-
вании инженерных прикладных программных продуктов.
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