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Рассматривается задача о движении саней Чаплыгина – твердого тела, опирающего-
ся о горизонтальную плоскость тремя ножками, одна из которых снабжена полу-
круглым лезвием, ортогональным опорной плоскости. Как и в задаче Чаплыгина,
предполагается, что лезвие не может скользить в направлении, перпендикулярном
его плоскости, но может без трения скользить вдоль прямой, по которой пересека-
ются плоскость лезвия и опорная плоскость, и вращаться вокруг вертикального ра-
диуса лезвия. В отличие от задачи Чаплыгина, предполагается, что в других точках
опоры на тело действуют силы сухого трения. Выписаны уравнения движения систе-
мы и дан качественный анализ движения тела.
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При отсутствии трения в точках контакта тела с плоскостью рассматриваемая зада-
ча переходит в задачу Чаплыгина [1, 2], а при отсутствии лезвия и наличии трения во
всех точках контакта – в задачу о движении треноги по плоскости с трением [3–6].
Кроме того, эта система может служить моделью для процесса торможения некоторых
типов колесных экипажей [7].

1. Постановка задачи. Рассмотрим твердое тело, опирающееся о горизонтальную
плоскость тремя точками  и  (см. фигуру 1), которые образуют равнобедренный
треугольник ( , C – точка опоры лезвия). Предполагается, что плоскость лез-
вия ортогональна опорной плоскости и пересекается с последней по оси симметрии

 треугольника , а центр масс  тела проецируется в точку  на этой оси
( , , , ).

Пусть  – неподвижная система координат (  – опорная плоскость,  – вос-
ходящая вертикаль), а  – главные центральные оси инерции тела, причем .
Единичные векторы осей  и  обозначим через , ,  и , ,  соответ-
ственно:

 – угол между осями  и .
Предположим, что скорость точки  тела  (тело не может скользить в на-

правлении, ортогональном плоскости лезвия), а угловая скорость тела 
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, т.е. тело может вращаться только вокруг вертикали. При безотрывном движе-
нии тела скорость  его центра масс и скорости  и  его точек опоры  и  опре-
деляются соотношениями

На тело действует сила тяжести  (  – масса тела,  – ускорение свобод-
ного падения), приложенная в точке , и реакции ,  и , приложенные в
точках A, B и :

Здесь , ,  – нормальные реакции в точках опоры,  – коэффициент тре-
ния Кулона,  – реакция неголономной связи  = 0.
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2. Определение реакций. Обозначим , тогда главный вектор сил,

действующий на тело, имеет вид

Найдем главный вектор моментов сил, действующих на тело, относительно его
центра масс. Получим

Таким образом, уравнения движения тела в форме Ньютона–Эйлера, учитываю-
щие условия безотрывного движения тела

в проекции на его главные центральные оси инерции имеют вид (  – момент инерции
тела относительно оси )

(2.1)

(2.2)

Система (2.1), (2.2) замкнута относительно переменных , , , ,  и . Реак-
ции  и  можно выразить через реакции  и  (  – из третьего уравнения си-
стемы (2.1), а  – из второго уравнения этой системы с учетом третьего уравнения си-
стемы (2.2):

(2.3)

(2.4)

При этом реакции  и  однозначно определяются из системы

(2.5)

которая получается из первых двух уравнений системы (2.2) с учетом соотношений (2.3) и
(2.4). Очевидно, реакции  и  (а значит, и  и ) зависят только от фазовых пе-
ременных ,  и параметров задачи.

Заметим, что решение системы (2.5) должно удовлетворять условиям

(2.6)
которые накладывают ограничение на высоту центра масс тела и обеспечивают (наря-
ду с условиями (2.3) и (2.5)) безотрывное движение тела. Действительно, если зафик-
сируем все параметры саней, кроме , причем , а также возьмем произвольные
значения  и , то из системы (2.5) получим нормальные реакции  и  как
функции от высоты. Очевидно, что

(2.7)

и условие (2.6) выполнено, причем все неравенства строгие. Но в силу того, что функ-
ции  и  непрерывны при , условия (2.6) будут выполнены и для любых
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значений  для некоторого значения , зависящего от начальных скоростей
 и . В силу компактности множества M =  :  ≤  заключаем, что

такое значение  можно подобрать сразу для всех .
Таким образом, существует значение , зависящее только от параметров зада-

чи и начальных данных  и , такое, что при  условия (2.6) выполнены для всех
значений  и , при которых соответствующая кинетическая энергия не превосходит
начальную.

3. Уравнения движения и свойства их решений. Пусть . Тогда движение саней
Чаплыгина по горизонтальной плоскости с сухим трением в точках опоры  и  опи-
сывается системой второго порядка относительно фазовых переменных задачи  и .

(3.1)

Уравнения этой системы получаются из первого уравнения системы (2.1) и третьего
уравнения системы (2.2) с учетом соотношений (2.3) и (2.4); при этом  и

 определяются из системы (2.5).
Утверждение 1. Система (3.1) инвариантна относительно замены  на .
Доказательство. При указанной замене  и  меняются местами. Следовательно (см. си-

стему (2.5)),  и  меняются местами, т.е. система (3.1) переходит в себя.
Утверждение 2. Система (3.1) допускает инвариантное множество , вдоль ко-

торого движение саней Чаплыгина определяется соотношениями

(3.2)

(берутся только верхние или только нижние знаки плюс и минус, , т.е. на-
чальный момент без ограничения общности считается нулевым).

Доказательство. При  второе уравнение (3.1) выполняется тождественно при любом ,
а первое уравнение принимает вид

откуда немедленно следуют соотношения (3.2).
Очевидно, , т.е. поступательное движение саней Чаплыгина, при котором

лезвие находится спереди, длится дольше, чем в случае, когда лезвие находится сзади
(при одном и том же значении модуля начальной скорости).

Утверждение 3. Система (3.1) не допускает инвариантное множество .
Доказательство. Если , то ; следовательно (см. систему (2.5))

и система (3.1), (3.2) принимает вид

Очевидно, .
Утверждение 4. Движение саней Чаплыгина на горизонтальной плоскости с сухим

трением при любых начальных значениях  и , одновременно не равных нулю,
прекращается за конечное время (если , , то , ).
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Доказательство. Из системы (3.1), (3.2) следует, что

(3.3)

где  – кинетическая энергия. Очевидно,  – однородная функция степени 1 от фазовых пере-
менных  и , причем  при любых  и , одновременно не равных нулю. Следовательно,
существует постоянная , такая, что . При этом соотношение (3.3) принимает вид

и, следовательно,

Учитывая, что , заключаем, что движение прекращается за конечное время .

4. Фазовый портрет при . Если , то уравнения (3.1) принимают вид

(4.1)

(4.2)

Очевидно, система (4.1), (4.2) допускает решение

(4.3)

и, в частности, решение , .
Пусть  (случай  рассматривается аналогично согласно утверждению 1).

Если , то  и  тогда и только тогда, когда

Если , то , если же , то  тогда и только тогда, когда

что заведомо выполнено, поскольку .
Таким образом, скорость  с момента начала движения убывает, причем 

при  = 0. Следовательно, функция  некоторое время монотонно убывает до ну-
ля, а затем продолжает убывать до некоторого отрицательного значения, при котором
правая часть уравнения (4.1) обращается в нуль, после чего меняет знак. Начиная с
этого момента времени функция  возрастает от отрицательного значения до нуля, а

 продолжает убывать от соответствующего положительного значения до нуля.
Действительно, пусть , а . Тогда правая часть уравнения (4.2) поло-
жительна, и функция  начинает расти. С другой стороны, при  правая часть
уравнения (4.2) отрицательна. Следовательно, с некоторого момента времени, для ко-
торого величина  еще больше нуля, функция  начинает убывать и за конечное
время достигает нулевого значения. При  и  правая часть уравнения (4.2)
всегда отрицательная и  – убывающая функция времени.

В точках  выполняются условия теоремы о единственности решения задачи
Коши для системы (4.1), (4.2), откуда вытекает, что при росте скорости  с некото-
рого отрицательного значения до нуля угловая скорость обращается в нуль только
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вместе с , что означает, что вращение и скольжение саней заканчиваются одновре-
менно.

Таким образом, фазовый портрет задачи при  имеет вид, указанный на фигуре 1.
В силу симметрии относительно оси  показана только половина портрета для

Поскольку движение тела длится конечное время, а параметр  входит в уравне-
ния (3.1) регулярно, динамика саней Чаплыгина с малой, но ненулевой высотой цен-
тра масс близка к описанной выше динамике саней Чаплыгина с нулевой высотой
центра масс.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (19-01-00140).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Чаплыгин C.А. К теории движения неголономных систем. Теорема о приводящем множите-
ле // Мат. сб. 1911. Т. 28. Вып. 2. С. 303–314.

2. Неймарк Ю.И., Фуфаев Н.А. Динамика неголономных систем. М.: Наука, 1967. 549 с.
3. Levi-Civita T. Sulla stabilita delle lavagna a cavalletto // Period. Mathem. 1924. S.IV.V.IV.

P. 59–73.
4. Иванов А.П. Основы теории систем с трением. М.; Ижевск: НИЦ “РХД”, ИКИ, 2011. 302 с.
5. Сумбатов А.С., Юнин Е.К. Избранные задачи механики систем с сухим трением. М.: Физ-

матлит, 2013, 200 с.
6. Borisov A.V., Mamaev I.S., Erdakova N.N. Dynamics of a body sliding on a rough plane and sup-

ported at three points // Theor. Appl. Mech. 2016. V. 43. № 2. P. 169–190.
7. Журавлев В.Ф., Фуфаев Н.А. Динамика систем с неудерживающими связями. М.: Наука,

1993. 240 с.

v( )t

= 0h
ω = 0

ω ≥ 0.
h


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


