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Исследуется влияние экспоненциальной зависимости вязкости несжимаемой жид-
кости от температуры на критические параметры гидродинамической устойчивости
течения в плоском канале при заданных разных значениях температуры стенок.
Считается, что возмущения температурного поля отсутствуют. При достаточно
больших числах Пекле построены спектры собственных значений для обобщенного
уравнения Орра–Зоммерфельда. Показано, что структура спектров, кривые ней-
тральной устойчивости и критическое число Рейнольдса в значительной степени за-
висят от свойств жидкости, определяемых показателем экспоненциальной функции
вязкости.
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Введение. В реальных условиях вязкость жидкости как один из параметров, в основ-
ном определяющих закономерности течения, весьма чувствителен к изменению тем-
пературы. В большинстве моделей зависимость вязкости от температуры имеет вид
экспоненциально убывающих функций (модели аррениусовского типа [1]). Был про-
веден детальный анализ теплообменных процессов и пристеночного трения в трубах
при турбулентных течениях жидкостей с физическими параметрами, зависящими от
температуры [2]. По всей видимости, наиболее полно современная теория течения
вязких жидкостей при наличии теплопроводности и теплообмена изложена Р.Х. Зей-
туняном [3, 4].

Был проведен достаточно подробный численный анализ влияния параметров тем-
пературной зависимости вязкости на режимы течения в плоских каналах и показано,
что профиль скорости может значительно отличаться от пуазейлевского, а относи-
тельный расход жидкости в канале теплообменника имеет ярко выраженную зависи-
мость от характера изменения вязкости [5]. Дальнейшие усложнения моделей, вклю-
чающие немонотонную (аномальную) зависимость вязкости от температуры, привели
к установлению целого ряда особенностей течения жидкостей в неоднородном темпе-
ратурном поле [6]. Описаны четыре режима установления потока аномально термо-
вязкой жидкости в зависимости от интенсивности теплообмена, определяемого чис-
лом Нуссельта [7].
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Хорошо известно, что задача об устойчивости ламинарного течения несжимаемой
жидкости с постоянной вязкостью описывается уравнением Орра–Зоммерфельда [8, 9].
В качестве профиля скорости обычно используют профиль течения Пуазейля. Если
однако вязкость жидкости зависит от температуры, то профиль скорости необходимо
привести в соответствие с законом изменения вязкости, что и было сделано, по-види-
мому, впервые [10]. При этом многие исследователи придерживались подхода, ис-
пользующего некоторую модификацию пуазейлевского профиля (например, [11]).
Достаточно корректный подход и детальные исследования были предложены Уоллом
и Уилсоном [12], получившими “термическое уравнение Орра–Зоммерфельда” и вы-
полнившими большое число расчетов, связанных с сопоставлением с результатами
других авторов.

Были получены [13–16] некоторые оценки распределения параметров течения в ка-
нале теплообменника и появления неустойчивых режимов течения термовязких жид-
костей.

1. Неизотермическая модель ламинарного течения. Исследуется течение несжимае-
мой ньютоновской термовязкой жидкости в плоском канале при заданных разных
температурах его стенок. Поместим начало декартовой системы координат x, y на
среднюю линию канала и направим ось x параллельно стенкам. Введем обозначения:
ρ – постоянная плотность жидкости,  – вектор скорости, p – давление, T –
температура, μ(T) – динамическая вязкость,  – коэффициент температуропроводно-
сти и перейдем к безразмерным переменным следующим образом:

где H – ширина канала,  – характерная скорость,  – характерная вязкость.
Исходная система уравнений Навье–Стокса и уравнение сохранения энергии могут

быть записаны в виде (крышки над безразмерными величинами далее опущены)

где Re и Pe – числа Рейнольдса и Пекле.
Стационарное невозмущенное течение термовязкой жидкости в плоском канале

при разных заданных температурах Th и Tc его стенок определяется следующей систе-
мой обыкновенных дифференциальных уравнений:

(1.1)

с граничными условиями

(1.2)

где T – температура, u – продольная компонента вектора скорости,  = const – за-
данный перепад давления. Верхний индекс “0” относится к невозмущенному потоку.

Для безразмерных уравнений (1.1) с граничными условиями (1.2) получено точное
решение.

Используя второе уравнение (1.1) и принимая во внимание граничные условия, лег-
ко обнаружить, что невозмущенная температура изменяется линейно по сечению ка-
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Рис. 1. Профили скоростей невозмущенного течения (слева) и нейтральные кривые (справа) при разных
значениях параметра αe; штрихами показана нейтральная кривая в случае постоянной вязкости.
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нала. Для аналитического решения первого уравнения (1.1) необходимо указать кон-
кретную форму зависимости вязкости от температуры.

Рассмотрим экспоненциальную зависимость вязкости от температуры в виде

(1.3)

В этом случае решение первого уравнения (1.1) имеет для профиля скорости вид

(1.4)

и показано в левой части рис. 1.
2. Результаты анализа устойчивости. Используя стандартный подход к исследова-

нию гидродинамической устойчивости, полагаем

где ,  и  – возмущения продольной и поперечной скоростей и
давления; ради простоты полагаем отсутствие возмущений температурного поля (что
далеко от реальности и снижает практическую ценность результатов). Используем
возмущения в виде бегущей волны

где  и  – амплитуды возмущений скорости и давления.
Таким образом, уравнение для возмущения амплитуды поперечной скорости и гра-

ничные условия принимают вид

(2.1)

(2.2)

μ = −α α =( ) exp( ), conste e eT T

 α − + α α= − α + α −α − α 
0

2 exp( ) (1 exp(2 ) exp( ))Re exp( (1 ))
exp( ) exp( )

e e e e
e

e e e

ydpu y y
dx

= + = = + =� ��0 0 0( ) ( , , ), ( , , ), ( ) ( , , ), ( ),u u y u x y t x y t p p x p x y t T T yv v

�( , , )u x y t �( , , )x y tv �( , , )p x y t

= ϕ − = ψ −� �( ) exp( ( )), ( ) exp( ( )),u y ik x ct p y ik x ct

ϕ( )y ψ( )y

μ ϕ − ϕ + ϕ − − ϕ − ϕ − ϕ +

+ μ ϕ − ϕ + μ ϕ + ϕ =

IV 2 4 2
0 0 0

2 2
0 0

''[ 2 '' ] Re[( )( '' ) ]

' ''2 ( ''' ') ( '' ) 0

k k ik u c k u

k k

ϕ − = ϕ = ϕ − = ϕ =( 1) (1) 0, '( 1) '(1) 0



481НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ

Рис. 2. Зависимость волнового числа k от критического числа Рейнольдса Rec (слева) и зависимость крити-
ческого числа Рейнольдса от параметра αe (справа) для течения термовязкой жидкости (светлые точки) и

течения жидкости с постоянной вязкостью (черная точка).
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Уравнение (2.1) можно рассматривать как обобщенное уравнение Орра–Зоммер-
фельда для термовязкой жидкости, которое легко сводится к классическому уравне-
нию Орра–Зоммерфельда при изотермическом течении, а при течении термовязких
жидкостей характеризует изменение вязкости по сечению канала. Численное решение
задачи получаем с использованием спектрального метода, определяя собственные
значения и собственные функции.

Анализ полученных результатов показывает, что при сделанных допущениях спектр
собственных значений при малых значениях параметра αe качественно совпадает со
спектром, соответствующим классическому уравнению Орра–Зоммерфельда [8].
Собственные значения приближаются к действительной оси, группируются вдоль од-
ной вертикальной ветви, а затем распределяются по двум ветвям справа и слева. При
увеличении параметра αe спектр собственных значений существенно изменяется: при
достаточно больших αe нижняя вертикальная ветвь начинает распадаться на несколь-
ко отдельных ветвей. Кроме того, имеется собственное значение с положительной
мнимой частью, которое соответствует неустойчивому режиму термовязкого течения
при выбранных значениях числа Рейнольдса и волнового числа.

В правой части рис. 1 показаны кривые нейтральной устойчивости течения жидко-
сти с постоянной вязкостью (штриховая кривая) и течения термовязкой жидкости с
профилем скорости (1.4) (сплошные кривые) для разных значений параметра αe. Ней-
тральные кривые, построенные для термовязких жидкостей с легко определяемой
средней вязкостью по поперечному сечению канала, совпадают с нейтральной кривой
для классического уравнения Орра–Зоммерфельда и имеют одинаковое критическое
число Рейнольдса Rec = 5772.

На рис. 2 представлена зависимость волнового числа k от критического числа Рей-
нольдса Rec (слева) и зависимость критического числа Рейнольдса от параметра αe
(справа) для течения термовязкой жидкости (светлые точки) и течения жидкости с по-
стоянной вязкостью (черная точка).
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Видно, что при выборе средних значений вязкости волновые числа идентичны и
приблизительно равны значению k = 1.03, как и в классической теории, и не зависят
от Rec. С другой стороны, при изменении вязкости по сечению канала волновое число –
экспоненциально убывающая функция от Rec.

Заключение. Установлено, что использование усредненной вязкости по сечению
нагревательного или охлаждающего канала некорректно при определении крити-
ческого числа Рейнольдса. Учет зависимости вязкости от температуры довольно силь-
но влияет на выводы относительно гидродинамической устойчивости, что, безусловно,
важно при анализе режимов течения в теплообменниках. Вместе с тем предположение
об отсутствии возмущений температуры, сделанное вопреки реальности при анализе
устойчивости, не дает возможности получить выводы количественного характера.

Исследования С.Ф. Урманчеева и А.Д. Низамовой выполнены за счет средств
Государственного задания 2019–2022 гг. (№ 0246-2019-0052). Исследования В.Н. Ки-
реева выполнены при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (грант 17-41-020999).
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Some of the Features of Hydrodynamic Instability of a Thermoviscous Fluid 
in a Flat Channel

V. N. Kireeva, A. D. Nizamovab, and S. F. Urmancheevb,#

a Bashkir State University, Ufa, Russia
b Mavlutov Institute of Mechanics of UFRC of RAS, Ufa, Russia
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The influence of the exponential dependence of the incompressible f luid viscosity on the
temperature on the critical parameters of the hydrodynamic stability of the f low in a f lat
channel for given different values of the wall temperature is investigated. It is believed that
there are no perturbations of the temperature field. For sufficiently large Peclet numbers, ei-
genvalue spectra for the generalized Orr–Sommerfeld equation are constructed. It is shown
that the structure of the spectra, the curves of neutral stability and the critical Reynolds
number largely depend on the properties of the liquid determined by the exponential viscos-
ity function.

Keywords: thermoviscid f luid, critical Reynolds number, hydrodynamic instability
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