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Представлен новый тип функционально-инвариантных решений Смирнова–Собо-
лева волнового уравнения, которые могут быть использованы при решении многих
однородных задач эластодинамики. Найденное решение обладает уникальным
свойством: его двукратный прообраз Лапласа и Фурье с новым аргументом и коэф-
фициентом совпадает с исходной функцией. Таким образом, это свойство позволяет
получить удобную формулу обращения для двукратных интегральных преобразова-
ний. Метод получения формулы показан на примере решения задачи Лэмба для по-
луплоскости при переходе от изображения к оригиналу.
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Введение. С целью разработки более удобного метода нахождения обратных дву-
кратных интегральных преобразований некоторых плоских задач эластодинамики
предложен новый вид функции-изображения, являющийся решением преобразо-
ванного волнового уравнения и одновременно обладающий очень удобным свой-
ством: при переходе к оригиналу по двум операторам, эта функция, исключая ее
коэффициент, как функция одного безразмерного параметра, сохраняет свой вид.
При этом ее параметр заменяется другим безразмерным параметром, зависящим
от реальных координат плоскости и времени.

Основываясь на этом свойстве найденного решения, легко и быстро решаются
некоторые известные задачи, например, задача Броберга [2] и не менее знаменитая
задача Лэмба для полуплоскости [3], до этого решенные весьма сложными и трудо-
емкими способами. В общем случае это свойство создает полезную формулу обра-
щения для двукратных преобразований, которая позволяет представить значения
какой-нибудь величины (компоненты скорости, напряжения и др.) в любой точке
плоскости через их значения на границе полуплоскости. Кроме того, в решении
большинства задач эластодинамики для неограниченных и полуограниченных об-
ластей, метод интегральных преобразований является мощнейшим, часто исполь-
зуемым математическим аппаратом. Но нахождение оригиналов во многих случаях
сопровождается колоссальными трудностями, преодоление которых еще больше
усложняется, если применены не одно-, а двукратные преобразования. Существу-
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ет довольно много приближенных методов обращения, которые, естественно, не
могут сравниться ни с одним точным аналитическим методом.

Новое решение будет представлено на примере решения задачи Лэмба для полу-
плоскости.

Задача Лэмба с момента своего появления привлекла внимание специалистов всего
мира, решение этой задачи для полупространства до недавнего времени было един-
ственным точным решением трехмерной задачи эластодинамики.

Обзоры постановок задач и методов их решения приведены в работах [4–6], в кото-
рых также показаны численные методы решения для несколько усложненных вариан-
тов задач Лэмба. Тем не менее, основным методом решения этой задачи является ме-
тод интегральных преобразований, который впервые в динамике упругих сред был ис-
пользован Лэмбом [1].

1. Задача Лэмба для полуплоскости и ее эффективное решение. Решение задачи об
ударе сосредоточенной силой  в момент  в изотропной упругой полуплос-
кости , находящейся в покое при , дано в [3]. Эта задача была решена
методом интегральных преобразований, и для нахождения оригиналов был ис-
пользован трудоемкий способ с использованием метода Каньяра.

Ниже будет представлен новый, более удобный метод решения этой задачи. Урав-
нения движения среды, граничные и начальные условия в потенциалах  и , имеют
следующий вид:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь  – вектор перемещения,  – плотность среды,  и  скорости продольных и
поперечных волн, соответственно,  – тензор напряжений,  – дельта-функция Ди-
рака. К компонентам вектора перемещения применяются преобразования Лапласа
(по переменной t) и Фурье (по переменной x):

В результате компоненты перемещения представляются в виде [3]:

I = 0t
<  0y < 0t

φ ψ

( )= φ +� �

3grad rot ψu e

∂ φ ∂= φ =
∂ ∂

2 2
2 2
1 22 2

ψΔ ;   Δψ c c
t t

( ) ( ) ( )
ρ

= − δ δ =

 ∂ φ ∂ ∂= + − = = ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂φ ∂φ = ψ = = = =
∂ ∂

2 2 2 2
2

2 2

σ , , ,  0

ψ ψσ 2 0 ,   0
2

ψ 0,   0

yy

xy

t x y I x t y

c
y

x y y x

t
t t

� u ρ 1c 2c
{ }σ δ

( ) ( )
∞

−= >
0

  , , , , ; Re 0pt
j ju p x y u t x y e dt p

( ) ( )
∞

−∞
= =*  , ,   , , ;  Im 0iqx

j ju p q y u p x y e dx q



87НОВЫЙ КЛАСС ОДНОРОДНЫХ РЕШЕНИЙ
где .

C учетом того, что имеется следующая простая связь

приведенные выше решения могут быть представлены через функции определенного
вида:

Их можно преобразовать к следующему виду:

(1.4)

Используя формулу обращения:

где знак  обозначает переход от изображения к оригиналу и наоборот.
Применим формулу Эфроса для определения оригинала Лапласа функции (1.4),
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и обозначен ,  – функция Хэвисайда. Преобразуем выражение (1.6) к
виду:

С помощью таблиц, приведенных в [7], можно определить оригинал функции
 по преобразованию Фурье:

В итоге получим:

(1.7)
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пласа
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Функция , фигурирующая в формуле преобразования, теперь появляется и в
функции оригинала с новым аргументом и коэффициентом. Этот результат позволяет
сформулировать следующую теорему.

Теорема. Функция вида

(1.9)

является решением волнового уравнения:

(1.10)

кроме того, она является прообразом функции двукратного преобразования (Лапласа
и Фурье) следующего вида:

где  – постоянная задачи.
Как показывает простое вычисление, функции вида  и  с нулевыми

порядками также удовлетворяют волновому уравнению (1.10). Это свидетельствует о
том, что они образуют совершенно новый тип функционально-инвариантных реше-
ний Смирнова–Соболева и, соответственно, обладают всеми свойствами этих реше-

ний [8]. При этом функции (1.9) на фронте волны , имея особенность
степени 1/2, являются решениями порядка (–1) этого же семейства. Необходимо от-
метить, что данное однородное решение этого порядка обнаружено впервые, и что ре-
шение задачи Лэмба, полученное на основе представленной выше теоремы, полно-
стью совпадает с решением, приведенным в [3].

Заключение. Найден новый тип функционально-инвариантных решений Смирно-
ва-Соболева для волновых уравнений. Эти решения обладают свойством сохранения
своего вида при переходе к двукратным интегральным преобразованиям Лапласа и
Фурье. Благодаря данному свойству, полученные решения могут быть использованы в
решении многих задач математической физики.
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The article presents a new type of functionally invariant Smirnov–Sobolev solutions for the
wave equation, which can be used for solving many homogeneous problems of elastodynam-
ics. The derived solution has a unique property: the double pre-image of Laplace and Fouri-
er transforms of this function with a new argument and coefficient is identical to function it-
self. Thus, this property creates a new formula for double transformation. The method of ob-
taining this formula has been demonstrated when solving the Lamb problem for a half-
plane, in the process of transition from image to original.
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