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Асимптотическим методом решена трехмерная динамическая задача о вынужден-
ных колебаниях ортотропной двухслойной пластинки при наличии в слоях внутрен-
него трения. Считается, что трение пропорционально скорости точек. На лицевых
поверхностях двухслойного пакета заданы значения напряжений, которые изменя-
ются во времени гармонически. Найдено общее асимптотическое решение внутрен-
ней задачи. Показано, что трение (диссипация) приводит к тому, что амплитуды ко-
лебаний всегда остаются конечными, в то время как при отсутствии внутреннего
трения существуют частоты, при которых амплитуда превращается в бесконечность.
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Введение. Для решения динамических задач теории упругости использовались ме-
тод Фуре, интегральные преобразования, методы Винера–Хопфа и Смирнова–Собо-
лева [1]. Для решения статических и динамических задач пластин и оболочек, в том
числе слоистых, на основе классической и уточненных теорий эффективным оказался
также численно-аналитический метод [2, 3]. Сравнительно мало работ, посвященных
пространственным статическим и динамическим задачам пластин и оболочек. Для ре-
шения подобных задач эффективным оказался асимптотический метод решения син-
гулярно возмущенных дифференциальных уравнений. Решению статических про-
странственных задач однослойных и многослойных пластин и оболочек посвящены
монографии [4–6]. Некоторые классы динамических задач решены для анизотроп-
ных пластин [5, 7–9] и для оболочек [10]. Асимптотическим методом изучены ло-
кализованные колебания и волны в тонких телах [11–15]. Для изучения напряжен-
но-деформированных состояний слоистых структур использован асимптотиче-
ский метод [16–19]. Получено асимптотическое решение задачи о гармонических
колебаниях упругого параллелепипеда [20], установлена асимптотика частот и мод
собственных колебаний тонкой упругой прокладки между двумя абсолютно жесткими
профилями [21].

В настоящей работе определено асимптотическое решение трехмерной динамиче-
ской задачи о вынужденных колебаниях ортотропной двухслойной пластинки с учетом
влияния трения в слоях. Считается, что трение пропорционально скорости точек [22].
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1. Основные уравнения и постановка задачи. Требуется найти в области

занятой двухслойной пластинкой, решение уравнений движения

(1.1)

и соотношений упругости ортотропного тела

(1.2)

где  – коэффициент сопротивления,  – плотность. В уравнении (1.1) и далее обо-
значение типа ( , , ; , , ) означает, что есть еще два уравнения, которые можно
получить из уравнения (1.1) циклической заменой переменных  на ,  на ,  на ;
аналогичная перестановка для функций , , . Группы ,  разделяются
точкой с запятой (;). Решение должно удовлетворять следующим граничным услови-
ям на лицевых поверхностях  пластинки:

(1.3)

где  – частота внешнего воздействия, а также условиям полного контакта между
слоями пакета (рис. 1):

(1.4)

и условиям на боковой поверхности, которые пока не будем конкретизировать.
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2. Общий интеграл внутренней задачи. Решение сформулированной задачи будем ис-
кать в виде

(2.1)

и перейдем к безразмерным координатам и перемещениям:

(2.2)

Получим сингулярно возмущенную малым параметром  систему:

(2.3)

Решение  этой сингулярно возмущенной системы складывается из решений внут-

ренней задачи  и пограничного слоя :

(2.4)

Решение внутренней задачи будем искать в виде:

(2.5)

Обозначение  означает, что по немому (повторяющемуся) индексу s происхо-
дит суммирование по целочисленным значениям s от 0 до N.

Подставив решение (2.5) в уравнения (2.3), для определения неизвестных коэффи-
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(2.6)

Из системы (2.6) все компоненты тензора напряжений можно выразить через компо-
ненты вектора перемещения по формулам
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(2.7)

где

(2.8)
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Остальные компоненты вектора перемещения определятся по соотношениям:
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Удовлетворив граничным условиям (1.3) и условиям контакта (1.4), получим алгеб-
раическую систему

(2.17)

Алгебраическая система (2.17) распадается на три алгебраические системы относи-

тельно ,  и , где , .

Алгебраическая система относительно  имеет вид

(2.18)

где

(2.19)

Решением системы (2.18) по формуле Крамера является
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Аналогичным образом определяются ,  циклической заменой

 в формулах (2.18), (2.19).

Если функции ,  являются многочленами от , , итерационный процесс об-
рывается, и в результате получим математически точное решение во внутренней зада-
че. В качестве иллюстрации приведем это решение для следующего случая:

В этом случае итерация обрывается на исходном приближении, следовательно,
имеем

(2.20)

где

Таким образом, представление (2.5) позволило найти общее решение внутренней
задачи, а после удовлетворения граничных условий (1.3) и условий контакта (1.4), по-
лучить решение сформулированной внутренней задачи. Найденное решение (2.5),
(2.7)–(2.19) внутренней задачи, как правило, не будет удовлетворять граничным усло-
виям на боковой поверхности пластинки. Возникающая неувязка устраняется реше-
нием для пограничного слоя. Это решение экспоненциально убывает при удалении от
боковой поверхности вовнутрь пластинки. Решение для пограничного слоя и его со-
пряжение с решением внутренней задачи осуществляется описанным в [5] способом.
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Было показано [23], что в однослойной пластинке при наличии внутреннего вязко-
го сопротивления амплитуды вынужденных колебаний всегда ограничены, в то время
как при отсутствии вязкого сопротивления существуют частоты, при которых ампли-
туды колебаний становятся бесконечными. Очевидным образом, подобное имеет ме-
сто и при вынужденных колебаниях двухслойных пластин, т.е. имеем ,

 при наличии вязкого сопротивления. Для иллюстрации сказанного вычислены
первые несколько корней соответствующего трансцендентного уравнения. Первый
слой пакета − стеклопластик ортогонально-армированный в соотношении 2:1:

Второй слой – резина:

Первые корни имеют следующие значения:

где i – мнимая единица. Следовательно, амплитуды колебаний конечны.
При отсутствии вязкого сопротивления условие  приводит к уравнению

(2.21)

левая часть которого при определенных частотах обращается в нуль, т.е., возникает
резонанс.

Заключение. Асимптотическим методом изучены вынужденные колебания двух-
слойных ортотропных пластин при наличии внутреннего вязкого сопротивления.
Найдено общее асимптотическое решение задачи. Показано, что наличие сопротив-
ления приводит к тому, что амплитуды колебаний всегда ограниченны. При отсут-
ствии же вязкого сопротивления существуют частоты (резонансные), при которых ам-
плитуды становятся бесконечно большими.
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Asymptotic Analysis of Forced Vibrations of Double-Layer Plates under Viscous Resistance
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The three-dimensional dynamic problem of forced oscillations of an orthotropic two-layer
plate in the presence of internal friction in layers is solved by the asymptotic method. It is as-
sumed that the friction is proportional to the velocity of the points. On the front surfaces of a
double-layer package, stress values are given. These values vary in time harmonically. The
general asymptotic solution of the internal problem is found. It is shown that friction (dissi-
pation) leads to the fact that the amplitudes of oscillations always remain finite, while, in the
absence of internal friction, there are frequencies at which the amplitude becomes infinite.
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