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Рассматриваются вопросы формирования обратных связей эффективности управле-
ния колебаниями осциллятора Ван-дер-Поля. Под эффективностью управления по-
нимается выбор таких законов формирования обратных связей, которые обеспечи-
вают наискорейший выход осциллятора на стационарный режим. 
Изучаются два типа осциллятора – классический, с одной степенью свободы, совер-
шающий прямолинейные колебания, и двумерный, совершающий плоские колеба-
ния [1]. Модель двумерного осциллятора Ван-дер-Поля используется обычно для
изучения работы волнового твердотельного гироскопа (кварцевого полусфериче-
ского резонатора).

Ключевые слова: пространственный осциллятор Ван-дер-Поля, постоянная Ляпуно-
ва, предельный цикл, волновой твердотельный гироскоп

DOI: 10.31857/S0032823520010105

1. Случай одномерного осциллятора с обратной связью по амплитуде. Будем рассмат-
ривать уравнение осциллятора в следующей размерной форме:

(1.1)

В отличие от обычных записей уравнения Ван-дер-Поля (см., напр. [2]) обратная
связь здесь выбрана в более общем виде. Найдем такое , чтобы стационар-
ное, асимптотически устойчивое решение уравнения (1.1) отвечало максимальному по
модулю отрицательному показателю Ляпунова. Приведем уравнение (1.1) к нормаль-
ной форме Коши

(1.2)

и сделаем замену переменных

(1.3)

Получаем систему

(1.4)
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Полагая  малым параметром, приходим к системе с одной быстрой ( ) и одной
медленной ( ) переменной. Выполним осреднение системы (1.4) по быстрой перемен-
ной [3]:

(1.5)

где

(1.6)

Вычисления по формуле (1.6) дают

Асимптотика  при  может быть получена для четных  при помощи
формулы (см., например, [3]):

(1.7)

в которой для асимптотики  используется формула Стирлинга (см. напр. [4]):

(1.8)

В результате получаем:

(1.9)

Стационарное решение уравнения (1.5) имеет вид

(1.10)

соответствующее решение уравнения (1.1) в силу (1.3) таково

(1.11)

Рассмотрим вопрос об устойчивости стационарного решения (1.11), проварьировав
в окрестности решения (1.10) уравнение для амплитуды в системе (1.5). Предваритель-
но перепишем это уравнение, использовав связь амплитуды стационарного решения 
с установочной амплитудой  в виде:

(1.12)

Вариация решения стационарного решения (1.10):
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Таким образом, характеристический показатель Ляпунова равен:

(1.14)

Максимум модуля этого показателя определяется максимумом произведения
.

Видно, что этот максимум достигается при . При дальнейшем возрастании 
функция  монотонно убывает до нуля. Таким образом, показано, что
уравнение управляемого осциллятора Ван-дер-Поля с максимальным эффектом
управления по амплитуде имеет вид:

2. Осциллятор Ван-дер-Поля с управлением по энергии колебаний. Вместо традици-
онной формы обратной связи в системе (1.1) рассмотрим обратную связь с управлени-
ем по энергии:

(2.1)

где

(2.2)

или, в нормальной форме Коши

(2.3)

Выполним в системе (2.3) замену переменных (1.3)

(2.4)

Осредняем систему (2.4) по быстрой фазе :

(2.5)

Стационарное решение системы (2.5) имеет вид , , или, в исход-
ных переменных (1.3) . Для исследования устойчивости этого реше-
ния запишем уравнение в вариациях в первом уравнении системы (2.5):

(2.6)

Устойчивость (2.6) имеет место при .

Модуль показателя Ляпунова  монотонно возрастает при увеличении ,
что говорит о том, что управление с обратной связью по энергии колебаний является су-
щественно более эффективным, чем управление с обратной связью по амплитуде.
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3. Двумерный случай. Уравнения двумерного управляемого осциллятора Ван-дер-
Поля получены в следующем виде [1]:

(3.1)

Осциллятор в свободном режиме ( ) описывает эллиптическую траек-
торию в плоскости ( , ) с произвольными главными полуосями и с произвольным
наклоном большой полуоси к оси абсцисc . В отличие от одномерного осциллятора
Ван-дер-Поля, в котором посредством специальной обратной связи поддерживается
постоянной амплитуда колебаний, в двумерном случае (3.1) можно стабилизировать
энергию колебаний (коэффициент обратной связи ), площадь эллипса (квадратура с
коэффициентом обратной связи ), его наклон к оси абсцисс и его прецессию (коэф-
фициент ). Общее решение системы (3.1) при равных нулю правых частях определяет
уравнение эллиптической траектории в параметрической форме:

(3.2)

Скорость движения по этой траектории:

(3.3)

Произвольные постоянные ( , , , ) в выражениях (3.2) и (3.3) в дальнейшем
будут рассматриваться как медленно меняющиеся фазовые переменные, в том случае,
когда правые части не равны нулю и малы в сравнении с восстанавливающей силой
осциллятора. Два первых интеграла системы (3.1) в случае  представляют собой
энергию колебаний:

(3.4)

и момент количества движения (кинетический момент):

(3.5)
Площадь эллипса (квадратура):

(3.6)

где  – большая полуось эллипса, а  – малая.
Используя формулы (3.2) и (3.3) в качестве замены переменных  →

→  в уравнениях (3.1), получим, после осреднения по времени, уравнения
в фазовых переменных
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отрезка прямой, поскольку в приложениях это чаще всего и требуется. Имеется четы-
ре типа простейших эволюций:

а) прецессия формы − вращение отрезка прямой в плоскости , когда су-
ществует такая вращающаяся система координат, в плоскости , в которой
этот отрезок неподвижен;

б) изменение амплитуды колебаний, когда меняется лишь длина отрезка;
в) изменение частоты колебаний  вдоль неподвижного отрезка;
г) наконец, разрушение формы, это такая эволюция, которая не сводится к первым

трем. Всем этим типам эволюции прямолинейной формы колебаний в плоскости
, соответствуют определенные направления движения точки  в фазовом

пространстве. Каждому из этих направлений соответствует один из четырех векторов,
образующих базис инфинитезимальных эволюций, построенный в виде [1]

(4.1)

где  – определяет прецессию прямолинейной формы,  – вариацию амплитуды,  –
разрушение прямолинейной формы и  – изменение частоты.

Вычислим матрицу скалярных произведений (матрица Грама):

(4.2)

5. Двумерный осциллятор Ван-дер-Поля с эффективным управлением. В [1] система (3.7)
изучалась в переменных ( , ) при . Было показано, что устойчивость многооб-
разия ,  определяется отличным от нуля коэффициентом Ляпунова по пе-
ременной , в то время как по квадратуре устойчивость имеет место с нулевым коэф-
фициентом Ляпунова, т.е. определяется лишь нелинейными членами. Для повыше-
ния эффективности управления достаточно в (3.7) увеличить амплитуду обратной
связи при малых , для чего (3.7) следует изменить так
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Тем самым, система (5.1) в переменных ,  принимает вид

(5.5)

Система (5.5) содержит особую точку , характеризующую стационарный

режим колебаний с постоянной энергией  и с равной нулю квадратурой
. Линеаризация системы (5.5) в окрестности этой точки приводит к си-

стеме

(5.6)

Таким образом, рассмотренное управление приводит к линейным в окрестности
стационарного режима уравнениям в вариациях с характеристическими числами  и

. Поставленная цель достигнута.
В системе (3.1) новое управление выглядит так

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 14-19-01633).
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On the Formation of Feedbacks in the Spatial Oscillator of Van der Pol

V. F. Zhuravlev#

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russia
# e-mail: zhurav@ipmnet.ru

The questions of  Van der Pol oscillator oscillation control efficiency are considered. By
control efficiency, we mean the choice of such laws for the formation of feedbacks that en-
sure the oscillator reaches the stationary mode as soon as possible. Two types of oscillators
are studied: the classical one, with one degree of freedom, which performs rectilinear oscil-
lations, and the two-dimensional, which performs plane oscillations [1]. The model of a
two-dimensional Van der Pol oscillator is usually used to study the operation of a hemi-
spherical resonator gyroscope.

Keywords: Van der Pol spatial oscillator, Lyapunov constant, limit cycle, hemispherical reso-
nator gyroscope
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