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Исследуется задача оптимального управления переориентации асимметричного
твердого тела. В качестве критерия выбран интегрально-квадратичный функционал,
согласованный с инерционной симметрией тела, который характеризует суммарные
энергозатраты. Управлением считается главный момент приложенных внешних сил.
Получено явное описание семейства экстремалей для произвольного асимметрич-
ного твердого тела. Идея построения таких экстремалей основана на исследовании
пространственно-временных деформаций решений дифференциальных уравнений
Эйлера свободного вращения твердого тела.
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1. Введение. Изучается задача оптимального управления угловым движением абсо-
лютно жесткого твердого тела относительно центра масс. Основной целью управле-
ния считается изменения ориентации и вектора угловой скорости от начальных значе-
ний до требуемых терминальных за конечное время так, чтобы маневру соответство-
вали наименьшие энергозатраты.

Задачи оптимального управления угловым движением твердого тела относятся к
классу нелинейных задач и поэтому полного описания всего множества экстремалей
(траекторий, удовлетворяющих необходимым условиям принципа максимума Понт-
рягина) в настоящее время нет. Сложность общей задачи существенным образом за-
висит от свойств симметрии, которыми обладает вращающееся тело и согласованно-
сти этой симметрии с функционалом, характеризующим энергозатраты. Полное опи-
сание решения задачи оптимального управления отсутствует даже в простейших
случаях сферической и динамической симметрии вращающегося тела.

Задачи оптимального управления переориентации и вращения твердого тела часто
встречаются при изучении и формировании угловых маневров космических аппара-
тов, космических телескопов и т.д. и представляют собой актуальную проблему. Со-
временные результаты [1–7] сосредоточены на получения оптимальных управлений
для заданных классов траекторий и специальных свойств симметрии твердого тела.

Для класса задач оптимального управления переориентации и вращения твердого
тела предложен конструктивный способ [8–10] формирования семейств аналитиче-
ских экстремалей. Идея этого способа состоит в построении экстремалей на основе
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использования решений дифференциальных уравнений Эйлера. Точнее, угловую ско-
рость экстремального управляемого вращения предлагается искать в виде простран-
ственно-временной деформации решений уравнений свободного вращения твердого
тела. Цель работы – применение данного подхода к построению частного семейства
экстремалей для общей задачи оптимального управления переориентацией и враще-
нием асимметричного твердого тела.

Статья состоит из пяти разделов и заключения. В Разделе 1 формулируется основ-
ная цель исследований. В Разделе 2 описаны формулировка задачи оптимального
управления и формализм принципа максимума. Идея дальнейших рассуждений со-
стоит в том, чтобы указать некоторое семейство решений прямой и сопряженной систе-
мы. В Разделе 3 представлено частное решение системы дифференциальных уравнений
меньшей размерности. Одно из этих решений удается установить, и оно основано на ис-
пользовании пространственно-временных деформаций решений динамических уравне-
ний Эйлера для свободного вращения твердого тела. В Разделе 4 показано, что для частно-
го решения системы принципа максимума меньшей размерности восстановление экстре-
мальной траектории принципиально возможно. В Разделе 5 построены примеры
экстремальных траекторий, зависящих от инерционных характеристик твердого тела.

2. Формулировка задачи и формализм принципа максимума. В статье рассматриваются
нормальные экстремальные траектории и управления углового движения абсолютно
твердого тела относительно неподвижной точки, совпадающей с центром масс. Глав-
ный момент внешних сил, приложенных к телу, является управлением. Все использу-
емые векторы определяются своими декартовыми прямоугольными координатами в
связанной системе отсчета, оси которой совпадают с главными центральными осями
инерции тела. Предполагается, что в инерциальном пространстве выбрано  осей

чувствительности , определяющими векторами ,  единич-

ной длины, где . Дифференциальные уравнения углового дви-
жения (соответственно кинематические для  ортов и динамические уравнения Эйле-
ра для вектора угловой скорости), записанные для кинетического момента, принима-
ются в виде

(2.1)

где ;  – вектор-функция кинетического момента; Λ =

=  – тензор инерции тела;  – вектор-функция угловой скоро-

сти;  – вектор-функция управления. Считается, что заданы краевые условия

(2.2)

определяющие требуемый маневр.
В общем случае предполагается, что твердое тело не обладает специальной симмет-

рией и поэтому
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где  и минимум ищется к траекториям, удовлетворяющим дифференци-
альным уравнениям (2.1) и краевым условиям (2.2). Предполагается, что в задаче (2.3)
точная нижняя грань достигается и решение (управление) сформулированной задачи
существует в классе кусочно-непрерывных функций времени.

Для рассматриваемой задачи оптимального управления вводится прямая и сопря-
женная системы дифференциальных уравнений принципа максимума [11, 12]

(2.4)

где ,  – абсолютно-непрерывные вектор-функции. Гамильтониан систе-
мы имеет вид

По построению получаем соответствующую каноническую гамильтонову систему

В статье рассматриваются нормальные экстремальные траектории и управления,
для которых . Так как экстремаль можно умножить на любое положительное
число, то для нормального случая верно . Для нормальной экстремали и экс-
тремальной траектории получаем условия максимума по управлению
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Структура дифференциальных уравнений (2.4), (2.5) такова, что можно перейти к
исследованию системы дифференциальных уравнений меньшей размерности

(2.7)

Каждое решение системы (2.4), (2.5) по построению удовлетворяет дифференциаль-
ным уравнениям (2.7). Обратное не очевидно, однако по решениям (2.7) можно вос-
становить требуемую экстремальную траекторию для (2.4), (2.5), если использовать
соотношение (2.6).

Идея дальнейших рассуждений состоит в том, чтобы указать определенное семей-
ство решений системы (2.7) и построить соответствующие решения первоначальной
системы (2.4), (2.5).

3. Частное решение системы дифференциальных уравнений (2.7). Общее решение си-
стемы нелинейных дифференциальных уравнений (2.7) в данный момент неизвестно
(авторам). Тем не менее, одно из этих решений удается установить, и оно основано на
использовании пространственно-временных деформаций решений динамических
уравнений Эйлера для свободного вращения твердого тела. Класс решений не связан с
ограничениями для симметрий тензора инерции и поэтому удается построить реше-
ния для произвольного асимметричного твердого тела.

Пусть  – решение дифференциального уравнения Эйлера, соответству-
ющее свободному вращению твердого тела

(3.1)

где  – вектор-функция кинетического момента. В более подробной записи для каж-
дого вещественного  имеем

(3.2)
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Доказательство.  Допустим,  – решение системы (2.7) с условием (3.3).
Тогда имеются скалярные функции  соответствующей гладкости, для ко-
торых справедливы равенства

(3.6)

При этом, по предположению , вектор-функция  в нуль не обращается для
каждого  и поэтому разложение корректно. Покажем, что функции  можно подо-
брать так, чтобы вектор-функции  с условием (3.6) удовлетворяли дифференци-
альным уравнениям (2.7).

Из первого уравнения (2.7) и разложения (3.6) получаем уравнение

(3.7)
Аналогично, используя второе уравнение (2.7) и соотношения (3.6), имеем

и, следовательно, в силу  и равенства (3.7) имеем

(3.8)
Наконец, используя разложение (3.6) в третьем уравнении (2.7), получаем

и поэтому

т.к. .
Положим

(3.9)

и тогда
(3.10)

Таким образом, если  – решение дифференциального уравнения (3.7), тогда тройка
 с условием (3.6) и (3.10) есть некоторое решение уравнения (2.7).

Введем сложную функцию как композицию функций  и , т.е. рассмотрим функ-
цию , определенную для каждого . По правилу дифференцирования
сложной функции [13], воспользовавшись уравнениями Эйлера (3.2) получаем

(3.11)

Сравнивая уравнения (3.7) с (3.11), приходим к выводу, что
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Теперь из представлений (3.6), (3.12) и (3.9) получаем требуемый результат: тройка
 из (3.4) действительно есть некоторое решение системы (2.7).
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где использовалось уравнение (3.2), или

Далее из (3.4) и (3.2) имеем

(3.14)
Поскольку справедливо равенство

из равенств (3.4) и уравнения (3.2) получаем

(3.15)
Дифференциальные уравнения (3.13)–(3.15) совпадают с системой уравнений (2.7)

и, следовательно, вектор-функции  из равенства (3.4) – решения уравнения (2.7).
Выберем теперь вектор-функцию  так, чтобы . Из уравнения (3.1) тогда

следует, что  для всех вещественных . Поэтому вектор-функция  для
всех  ненулевая, функция  не нулевая и тогда из (3.4) получаем, что векторы  и

 коллинеарны вектору , что совпадает с условием (3.3).
Теорема доказана.
Формулы (3.4) в действительности определяют некоторое решение системы диффе-

ренциальных уравнений (2.7) как функции времени не явно, а посредством функ-
ций  и . Для построения явных представлений требуется выписать соответствую-
щие решения уравнений Эйлера (3.1). Если твердое тело имеет ось симметрии, тогда
решения уравнений свободного вращения описываются посредством тригонометри-
ческих функций времени, что приводит к появлению экстремалей [10]. В общем слу-
чае решения уравнений Эйлера (3.1) для асимметричного твердого тела определяются
через эллиптические функции Якоби и гиперболические функции времени в зависи-
мости от численных значений параметров [14–16].

Из равенств (3.4), в частности, следуют формулы

(3.16)

Решение линейного дифференциального уравнения (3.5) известно и определяется
многочленом третьего порядка

(3.17)

где  – постоянные.
Таким образом, описано явное частное решение системы дифференциальных урав-

нений (2.7), которое представляет собой редукцию прямой и сопряженной системы
принципа максимума решаемой задачи оптимального управления. Показано, что
тройка  из частного решения утверждения теоремы возникает только в том слу-
чае, когда эти вектор-функции коллинеарны в каждый момент времени. Тройка 
порождается соответствующим решением уравнений Эйлера для свободного враще-
ния твердого тела.

4. Восстановление экстремальной траектории. Формулы (3.4), согласно теореме, яв-
ляются некоторым решением системы уравнения (2.7). Однако эта тройка  не-
достаточна для восстановления соответствующей экстремальной траектории. Дей-
ствительно, вектор-функции µ,  – это часть требуемой траектории, поэтому

нужны кинематические вектор-функции . Покажем, что для частного решения си-
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стемы (2.7) из теоремы восстановление экстремальной траектории принципиально
возможно.

Согласно уравнениям Эйлера (3.1) функции (3.4) имеют производные любого по-
рядка. Поэтому по функциям  времени можно восстановить производные 
явным образом путем непосредственного дифференцирования, либо использовать со-
отношения (3.4) в правых частях уравнений (2.7).

Выберем произвольное решение  уравнения Эйлера (3.1). Поскольку верно

тогда, если  для какого-либо , тогда  и для всех вещественных .
Пусть . Для удобства положим

(4.1)
Поскольку используются формулы из равенств (3.4), то вектор-функция  в нуль ни-
когда не обращается. Пусть

В силу (3.9), (3.10) функция  есть многочлен второго порядка от  и поэтому множе-
ство  не более чем двухточечное. Таким образом, классическая мера Лебега множе-
ства  нулевая. Будем считать, что тройка  не порождает вращения твердого те-
ла относительно неподвижной оси в инерциальном пространстве. В противном случае
восстановление экстремальной траектории тривиально. Тогда вектор  не является

собственным вектором матрицы , и по этой причине векторы  и 

линейно независимы при . Далее будем считать, что все последующие рассужде-
ния справедливы для всех .

По построению

и тогда

Предположим, что имеются скалярные функции соответствующей гладкости  та-
кие, что

(4.2)

В результате непосредственного дифференцирования получаем

(4.3)

С другой стороны, из уравнения (2.1) и обозначения (4.1) имеем

(4.4)

Приравнивая правые части уравнений (4.3) и (4.4), после преобразований получаем

(4.5)
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Введем обозначения

(4.6)

В этом случае из векторного уравнения (4.5), используя соответствующие скалярные
произведения, получаем систему скалярных линейных дифференциальных уравнений

(4.7)

относительно переменных .
Для системы (4.7) имеется первый интеграл, соответствующий требованию r =

= . Поэтому из равенства

(4.8)
следует разложение (4.2) и далее

(4.9)

Следовательно, система двух дифференциальных уравнений (4.7) может быть записа-
на в виде одного уравнения

(4.10)

Таким образом, при  экстремальная траектория, соответствующая кинемати-
ческим параметрам, может быть принципиально восстановлена. Действительно, вы-
бираем решение  уравнений Эйлера и соответствующую функцию  времени из (3.5).
Тогда по формулам строится вектор-функции  и соответствующие производ-
ные. Поскольку известны функции (4.6), из системы линейных дифференциальных
уравнений (4.7), можно определить решения , w. Теперь искомая экстремальная тра-
ектория определяется из соотношения (4.2).

Если твердое тело сферически симметричное, т.е. , где  – единичная мат-
рица и  – вещественное число, тогда, как следует из равенств (3.4), векторы , 
и  коллинеарны, а экстремальная траектория соответствует вращению
относительно неподвижной оси, т.е. возникает плоский поворот.

Рассмотрим теперь построение экстремальной траектории для решения кинемати-
ческих уравнений (2.1) при . К данному моменту вектор-функция времени  из-
вестна и определена по формулам (3.4), если определены функции  и . Следова-
тельно, система уравнений (2.1) является системой обыкновенных линейных неавто-
номных дифференциальных векторных уравнений. Решение уравнений (2.1) можно
записать с помощью фундаментальной матрицы 
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где

Здесь . Для матричной функции  введем обозначения

где . При этом

где  – символ Кронекера.
Введем вектор-функции по правилам

и матричную функцию

По построению . В этом случае фундаментальная матрица  может
быть описана в виде

Таким образом, установлено, что тройки функций  из уравнений (2.7) доста-
точно для исследования прямой и сопряженной систем принципа максимума из за-
данной задачи оптимального управления. Вектор-функции  позволяют не
единственным образом восстановить экстремальную траекторию.

5. Примеры и комментарии. Частное решение системы дифференциальных уравне-
ний (2.7) согласно утверждению теоремы есть тройка функций  и представляет

собой часть экстремальной траектории , которая далее может быть восстанов-
лена до всей траектории. Соответствующие экстремальные траектории из утвержде-
ния теоремы определяются не для всех произвольных краевых условий и даже не для
всех возможных начальных условий. Класс допустимых краевых условий может быть
описан следующим образом: сначала выбираются начальные условия тройки функ-
ций  из теоремы, а затем доопределяются возможные начальные условия кине-
матической части экстремальной траектории. Построенные таким образом примеры
траекторий зависят от инерционных характеристик твердого тела и не всегда могут
быть описаны посредством известных аналитических функций времени.

Применим уравнения Эйлера в эквивалентной координатной форме

(5.1)

где  – вектор-функция угловой скорости свободно вращающегося те-
ла. Поэтому верно соотношение

( ) ( )

( )

−

− −

− − −

− −

= − Λ =

 −λ μ λ μ
 

Λ = λ μ −λ μ 
  −λ μ λ μ 

� µ

µ

1

1 1
3 3 2 2

1 1 1
3 3 1 1

1 1
2 2 1 1

, 0

0

0

0

F S F F I

S

( )= μ μ μµ 1 2 3, , T F

( )= 1 2 3F F F F

→R
2: SiF

⋅ = δ =, , 1,2,3i j
ijF F i j

δ ,i j

− −= = = × ×� � �

1 1
1 2 3, ,F F Fr s s r s r s

( )=� � � �

1 2 3F F F F

( ) ( )∈� SO 3F t ( )F t

( )−= � �

1 0F F F

( )μ γ, ,s

( )μ γ, ,s

( )μ γ, ,s

( )μ γ, ,ir

( )μ γ, ,s

Ω = Ω Ω = Ω Ω Ω = Ω Ω� � �

1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 1 2, , ,h h hΩ

( )= Ω Ω ΩΩ 1 2 3, , T

= Λ�Ω Ω



167О ЧАСТНЫХ ЭКСТРЕМАЛЯХ
Для удобства будет рассматриваться задача оптимальной переориентации с одновре-
менным вращением для одной оси чувствительности, т.е. положим

и, следовательно,

Для последующих примеров функцию времени  из уравнения (3.5) теоремы выберем
и зафиксируем в виде

(5.2)

Далее будут построены примеры экстремальных траекторий для сферически симмет-
ричного, динамически симметричного и асимметричного твердого тела соответ-
ственно.

Пусть имеется сферически симметричное тело

Соответствующие дифференциальные уравнения (5.1) приводятся к виду

и поэтому

Согласно уравнению (3.4) получаем требуемые вектор-функции

(5.3)

Тройка  таким образом соответствует вращению твердого тела относительно
неподвижной оси, отвечающей вектору .

Выберем начальное условие для вектора угловой скорости свободно вращающегося
сферически симметричного тела следующим образом

В силу (5.3) получаем формулы, соответствующие экстремальной тройке 

(5.4)

Поскольку по построению (5.2) имеем

Восстановим допустимую экстремальную кинематическую часть траектории, т.е. в
данном случае требуется построить вектор-функцию , соответствующую соотноше-
ниям (5.4).
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Дифференциальные кинематические уравнения (2.1) для экстремальной траекто-
рии (5.4) в координатной форме принимают вид

или

(5.5)

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения (5.5) имеет вид

(5.6)

где  – соответствующая постоянная. В частном случае получим

при . Таким образом, формулы (5.4), (5.6) полностью определяют частную экс-
тремальную траекторию в рассматриваемой задаче оптимальной переориентации для
сферически симметричного твердого тела.

Рассмотрим далее частные экстремали для динамически симметричного твердого
тела. Положим

Соответствующие дифференциальные уравнения Эйлера (5.1) сводятся к виду

(5.7)

Общее решение есть

(5.8)

где  – постоянные, не являющиеся произвольными. Подстановка решения (5.8)
в систему (5.7) дает

откуда получаем равенство

т.е. свободными параметрами являются только .
Пусть

Тогда в силу (5.8) координаты вектора угловой скорости свободно вращающегося тела
имеют вид
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Согласно уравнениям (3.4) получаем требуемые вектор-функции

(5.9)

Начальные условия, таким образом, соответствуют допустимой экстремальной
тройке  и вектору угловой скорости свободно вращающегося тела

Восстановим соответствующую экстремальную кинематическую часть траектории
в виде вектор-функции , отвечающей функциям (5.9). Запишем требуемые диффе-
ренциальные уравнения (2.1) в координатной форме

(5.10)

где

Общее решение системы дифференциальных уравнений (5.10) для тройки  из
теоремы для динамически симметричного тела построено в [10]. Поэтому, основыва-
ясь на этом результате, будем считать, что справедливы равенства

(5.11)

где , θ – постоянные, которые требуется доопределить так, чтобы выполнялись
уравнения (5.10).

Подстановка соотношений (5.11) в уравнения (5.10) после преобразований

(5.12)

Поскольку функция  может быть выбрана произвольно из условий (3.5), то равен-
ства (5.12) должны быть справедливы только для соответствующих постоянных  и .
Таким образом, из соотношений (5.12) следует система алгебраических уравнений
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(5.16)

(5.17)

(5.18)
Вычитая (5.14) из (5.16) с учетом (5.18) получаем равенство

(5.19)
Подстановка (5.19) в (5.17) дает

(5.20)
Используя равенства (5.18) и (5.19), приходим к выводу, что равенства (5.14) и (5.16)
сводятся к одному уравнению

(5.21)
Поэтому далее из (5.20) и (5.21) получаем

(5.22)
если . Таким образом, из (5.18)–(5.22) получаем совокупность равенств

(5.23)

(5.24)
Из полученных соотношений выводим, что уравнения (5.13) и (5.15) эквивалентны и
сводятся к решению

(5.25)

Подставляя равенства (5.23)–(5.25) в уравнения (5.11), записываем

Окончательно, используя условие нормировки (4.8) получаем выражение оставшегося
параметра 

Таким образом, вектор-функция орта  экстремальной траектории, соответствую-
щей тройке  из теоремы, может быть описана в виде

(5.26)

где ,  – произвольные постоянные с условием

Начальные условия имеют вид
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Таким образом, формулы (5.9) и (5.26) полностью характеризуют частную экстре-
мальную траекторию  в рассматриваемой задаче оптимальной переориентации
для динамически симметричного твердого тела.

Наконец, рассмотрим пример частной экстремали для асимметричного твердого
тела. Сначала потребуются некоторые преобразования для решений свободного вра-
щения в форме уравнений Эйлера. Для определенности будем считать, что

Если это не так, то для твердого симметричного  тела имеется возмож-
ность перенумеровать переменные соответствующим образом.

Для дифференциальных уравнений (5.1) введем новые переменные

(5.27)

где  – постоянные, которые будут определены далее. Подстановка (5.27) в (5.1) дает

(5.28)

(5.29)

(5.30)

Постоянные  выберем в уравнениях (5.28), (5.29) таким образом, чтобы выполня-
лись равенства

Несложное преобразование приведет к следующему результату

(5.31)

где . Пусть

(5.32)

Постоянная  выбирается так, чтобы .
Соотношения (5.28)–(5.32) приводят к появлению системы дифференциальных

уравнений

(5.33)

Уравнения Эйлера (5.1), сводящиеся к уравнениям (5.33), могут быть получены не
только с помощью линейных преобразований (5.27), но также с помощью других соот-
ношений [16]. Решения системы дифференциальных уравнений (5.33) несложно те-
перь выразить через эллиптические функции Якоби.

Действительно, как известно ([17], §§ 22.11, 22.12), функции  могут
быть определены как решение следующей задачи Коши

(5.34)
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Положим

(5.35)

Таким образом, решение задачи Коши (5.33), (5.35) есть

и, следовательно, решение уравнения Эйлера свободного вращения имеет вид

(5.36)

Теперь, согласно уравнениям (3.4), получаем требуемую тройку вектор-функций 

(5.37)

Начальные условия соответствуют допустимой экстремальной тройке , постро-
енной по вектор-функции  есть

(5.38)

Здесь равенство  возникает в силу выбранной функции .
Восстановить соответствующую экстремальную кинематическую часть траектории ,

отвечающей функциям (5.37), в явном виде не удается. Тем не менее, можно постро-
ить требуемые дифференциальные уравнения (2.1)

Таким образом, данная система в координатной форме имеет вид

(5.39)

Получаемая система представляет собой систему линейных неавтономных дифферен-
циальных уравнений с тривиальным первым интегралом (4.8). Начальные условия

 не могут быть произвольными, но имеется ограничение

в силу чего вектор  можно выбрать в виде

(5.40)

В частности, можно выбрать .
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Таким образом, частная экстремальная траектория  в задаче оптимальной
переориентации для асимметричного твердого тела описывается формулами (5.37)–(5.39).

Частная экстремальная траектория, порожденная тройкой  из теоремы, об-
ладает специфическими свойствами. В частности, из дифференциального уравне-
ния (3.5) и соответствующего решения (3.17) можно сделать вывод, что  – многочлен
третьего порядка относительно переменной . Тогда множество  = 
может быть не более чем двухточечным. Поэтому

и, следовательно, у частной экстремали может быть не более двух остановок (положе-
ний покоя).

Восстановление кинематической экстремальной траектории по тройке 
можно осуществить, по крайней мере, двумя способами: либо использовать результа-
ты разд. 4, либо попытаться решить систему дифференциальных линейных неавто-
номных уравнений (2.1) поскольку функция времени  известна из (3.4).

6. Заключение. В статье рассмотрены нормальные экстремальные траектории и
управления углового движения абсолютно твердого тела относительно неподвижной
точки, совпадающей с центром масс. Установлено, что частные экстремали основаны
на использовании пространственно-временных деформаций решений динамических
уравнений Эйлера для свободного вращения твердого тела. Класс решений не связан с
ограничениями для симметрий тензора инерции и удается построить решения для
произвольного асимметричного твердого тела.
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On Particular Extremals in the Problem of Optimal Control of the Reorientation 
of an Asymmetric Rotating Body
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The optimal control problem for the reorientation of an asymmetric solid is investigated. As
a criterion, the integral-quadratic functional is selected, consistent with the inertial symme-
try of the body, which characterizes the total energy consumption. The main moment of the
applied external forces is considered as the control. An explicit description of the family of
extremals for an arbitrary asymmetric rigid body is obtained. The idea of constructing such
extremals is based on the study of spatio-temporal deformations of solutions of Euler differ-
ential equations of free rotation of a rigid body.
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