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Исследованы 3D стационарные течения идеального газа за отошедшим скачком
уплотнения при обтекании несимметричной головной части затупленного тела од-
нородным сверхзвуковым потоком. На изоэнтропийных поверхностях, представля-
ющих собой поверхности тока, начинающиеся на замкнутых линиях, расположен-
ных на скачке и охватывающих лидирующую точку скачка, рассмотрены векторные
линии векторного произведения скорости и градиента энтропии. Показано, что ес-
ли они опоясывают изоэнтропийную поверхность, то замыкаются сами на себя. Это
означает, что на каждой изоэнтропийной поверхности можно построить систему ор-
тогональных криволинейных координат, в которой линии тока являются коорди-
натными линиями.
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При обтекании однородным сверхзвуковым потоком тела с затупленной носовой
частью перед ним формируется отошедший скачок уплотнения, поверхность которого
искривлена, вследствие чего течение газа за ним вихревое. Связь формы скачка и за-
вихренности на его поверхности известна [1, 2]. В течении за скачком справедливы за-
кономерности вихревых течений для общего (без предположения о какой-либо сим-
метрии) 3D случая. Наиболее важные из них представлены в работах [3–6]. Все они
обобщают инварианты, известные для баротропных течений. При этом рассматрива-
ются “обобщенные” циркуляции и поля “обобщенных” скорости и завихренности,
что делает упомянутые законы сохранения труднообозримыми. Однако при дополни-
тельном предположении об изоэнергетичности вихревого течения (которое выполня-
ется в течениях за отошедшим скачком) обнаруженные закономерности получаются
более обозримыми особенно для плоских и осесимметричных течений. В первую оче-
редь необходимо упомянуть результат Крокко [7]. Он состоит в том, что в плоском
случае вдоль линий тока сохраняется отношение завихренности к давлению ,
а в осесимметричном – инвариант , где  – расстояние от оси симметрии.
Также можно указать на формулу, связывающую завихренность на поверхности осе-
симметричного тела (при нулевом угле атаки) с минимальным радиусом кривизны
скачка [8].

I = Ω1 /p
I = Ω2 /( )pr r
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Кроме законов сохранения представляют интерес и закономерности формы тех ли-
ний, которые определяются полем течения. Так, например, для несжимаемой жидко-
сти изучались закономерности формы линий тока [9, 10], а также использовались [11, 12]
и исследовались [13] закономерности формы вихревых линий.

В последнее время появились результаты [14, 15], относящиеся к общему (несим-
метричному) 3D случаю течений за отошедшим скачком уплотнения. Было предложе-
но [14] точку, в которой вектор нормали к поверхности скачка параллелен скорости
набегающего потока, называть лидирующей точкой. Для общего 3D случая показано,
во-первых, что во всех точках линии тока, начинающейся в лидирующей точке, завих-
ренность равна нулю (линия нулевой завихренности), а во всех остальных точках тече-
ния за скачком завихренность отлична от нуля. Во-вторых, что вихревые линии за
скачком замкнуты и один раз охватывают линию нулевой завихренности. Для общего
3D случая показано [15], что при обтекании гладких выпуклых носовых частей линия
торможения (линия тока, которая заканчивается в передней точке торможения) начи-
нается в лидирующей точке скачка (и, следовательно, совпадает с линией нулевой за-
вихренности). В данной статье продолжается поиск закономерностей течений за ото-
шедшим скачком в общем 3D случае. Исследуются векторные линии векторного про-
изведения скорости и градиента энтропии. Интерес к форме этих линий связан с
вопросом существования (и возможности построения) таких систем ортогональных
криволинейных координат на изоэнтропийных поверхностях за скачком, в которых
линии тока являются координатными линиями (система естественных координат).
Для таких систем координат исследуемые в данной статье линии представляют собой
второе семейство координатных линий. Если хотя бы одна такая линия, начавшись в
точке  на одной из линий тока и сделав один оборот по изоэнтропийной поверхно-
сти, окажется на той же линии тока в точке , то существование системы коорди-
нат окажется невозможным (поскольку координатные линии не должны иметь двух
точек пересечения). Ниже будет показано, что если линия делает один оборот, то все-
гда , и построение системы координат возможно.

1. Основные обозначения и уравнения движения. Рассмотрим течение газа за отошед-
шим скачком уплотнения, образовавшимся при стационарном обтекании тела с за-
тупленной носовой частью однородным сверхзвуковым потоком. Кроме отошедшего
скачка ниже по течению могут существовать другие скачки и тангенциальные разры-
вы. Пусть  – область, расположенная за отошедшим головным скачком, в которой
отсутствуют какие-либо разрывы и точки торможения. И пусть при этом часть грани-
цы , лежащая на скачке, содержит лидирующую точку скачка. Давление  и плот-

ность  газа связаны соотношением , где  – показатель адиабаты,  – энтро-
пийная функция, которая постоянна вдоль линий тока, но в области  может прини-
мать разные значения на различных линиях тока. Скорость газа  связана с
плотностью уравнением неразрывности: . Газ предполагается идеальным:

, где  – температура,  – отношение универсальной газовой постоянной к
молярной массе. Поскольку набегающий сверхзвуковой поток однороден, течение за

скачком остается изоэнергетическим. Это значит, что полная энтальпия 

+ , где , всюду одинакова. Поэтому уравнения Эйлера, записанные в фор-
ме Крокко [16], имеют вид

(1.1)

В области  газодинамические функции ,  и  предполагаются дважды непре-
рывно дифференцируемыми по пространственным координатам и допускающими
вместе со своими производными до второго порядка включительно непрерывное про-
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должение на поверхность скачка. Все дальнейшие рассуждения будут относиться к об-
ласти  и к той части скачка, которая является частью границы . Под значениями
завихренности и энтропийной функции на скачке будем понимать непрерывные про-
должения  и  из области  на эту поверхность.

2. Завихренность на поверхности скачка. Как отмечено во введении, поскольку ска-
чок имеет искривленную форму, завихренность непосредственно за скачком прини-
мает ненулевое значение. Расположим прямоугольную декартову систему координат

 с началом в произвольной точке  на скачке так, чтобы ось  совпала с норма-
лью к поверхности скачка. Учитывая условие непрерывности (при пересечении скач-
ка) касательной составляющей скорости, несложно убедиться, что тем же свойством
обладает -компонента завихренности (нормальная к скачку компонента завихренно-
сти). Поскольку в набегающем сверхзвуковом потоке завихренность равна нулю, нор-
мальная составляющая завихренности по обе стороны скачка также равна нулю, т.е.
вихревые линии лежат на скачке. Поэтому поток вектора  через любую поверхность,
лежащую на скачке, равен нулю.

3. Циркуляция скорости газа по контуру, лежащему на изоэнтропийной поверхности за
отошедшим скачком уплотнения. Из условий на косом скачке уплотнения [16, 17] сле-
дует, что энтропийная функция  на поверхности скачка имеет одно и то же значение
на линии (лежащей на скачке), вдоль которой нормаль к скачку составляет один и тот
же угол с вектором скорости набегающего потока. Такие линии, лежащие на скачке
гладкой выпуклой формы, замкнуты и охватывают лидирующую точку, в которой век-
тор нормали параллелен скорости набегающего потока (рис. 1).

Поверхности тока, начинающиеся на упомянутых замкнутых линиях, охватывают
линию тока, начинающуюся в лидирующей точке (линию нулевой завихренности), и
представляют собой изоэнтропийные поверхности .

Теорема 1. Пусть в течении за отошедшим головным скачком контур лежит на по-
верхности  и один раз охватывает линию нулевой завихренности. И пусть на
части этой поверхности, расположенной между скачком и контуром, отсутствуют ка-
кие-либо разрывы. Тогда циркуляция скорости газа по такому контуру равна нулю.

Доказательство. Пусть  – произвольный контур, лежащий на одной из поверхно-
стей  и один раз охватывающий линию нулевой завихренности (рис. 2). Кон-
тур, лежащий на скачке и представляющий собой начало этой поверхности, обозна-
чим . Рассмотрим две поверхности.  – лежащая на скачке поверхность, ограни-
ченная контуром  и  – часть поверхности , расположенная между
контурами  и . Объединение  представляет собой поверхность, ограничен-
ную контуром . Поэтому, согласно теореме Стокса, циркуляция скорости  по кон-
туру  есть поток вектора  через поверхность . В предыдущем разделе пока-
зано, что поток вектора  через поверхность  равен нулю. Из уравнения (1.1) следу-
ет, что вихревые линии лежат на поверхностях вида . Поэтому поток вектора 
через поверхность  также равен нулю. Следовательно, циркуляция скорости  по
контуру  равна нулю. Теорема 1 доказана.

4. Существование системы ортогональных криволинейных координат. Рассмотрим по-
ле вектора . Из уравнения (1.1) следует, что в области  этот вектор равен
нулю только на линии нулевой завихренности. Поэтому во всех остальных точках 
определено семейство векторных линий вектора . Эти линии в каждой точке ортого-
нальны линиям тока (поскольку  и  ортогональны). Согласно уравнению (1.1), каж-
дая такая линия лежит на одной из поверхностей вида .

Теорема 2. Пусть в течении за отошедшим головным скачком часть  векторной
линии вектора , лежащая на поверхности  (не являющейся лини-
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Рис. 3.
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ей нулевой завихренности), делает один оборот вокруг линии нулевой завихренности
и при этом начинается и заканчивается на одной и той же линии тока l в точках  и .
И пусть на части поверхности , расположенной между скачком, линией 
и криволинейным отрезком линии тока l между точками  и , отсутствуют какие-
либо разрывы и точки торможения. Тогда точки  и  совпадают.

Доказательство проведем методом “от противного”. Допустим, что (рис. 3).
Обозначим  – часть линии тока l, заключенная между точками  и A. Вместе

кривые  и  представляют собой контур, лежащий на поверхности  и
один раз охватывающий линию нулевой завихренности. В предыдущем разделе было
показано, что циркуляция скорости  по такому контуру равна нулю. С другой сторо-
ны, на  скорость  ортогональна  (и, следовательно, вклад в циркуляцию на этой
части контура равен нулю), а на  скорость  не равна нулю и параллельна l, что
означает ненулевой вклад в циркуляцию. Следовательно, циркуляция по контуру не
равна нулю. Полученное противоречие означает, что , и векторная линия  за-
мкнута. Теорема 2 доказана.

Векторная линия , начавшись в точке , может заканчиваться или на скачке или
ниже по течению на границе области , не пересекая второй раз линию тока . Суще-
ствование такой линии не противоречит возможности построения системы ортого-
нальных криволинейных координат на изоэнтропийной поверхности , в ко-
торой линии тока являются координатными линиями. Поэтому теорема 2 означает су-
ществование (и возможность построения) системы ортогональных криволинейных
координат на каждой поверхности  в области .

Заключение. В работе проведен анализ полных уравнений Эйлера для 3D стацио-
нарных течений идеального газа в области между отошедшим головным скачком и но-
совой частью обтекаемого однородным сверхзвуковым потоком тела без предположе-
ния о какой-либо симметрии. Показано существование такой системы ортогональных
криволинейных координат на каждой изоэнтропийной поверхности , в ко-
торой линии тока есть координатные линии (теорема 2). В качестве промежуточного
результата показано, что циркуляция скорости по контурам, лежащим на изоэнтро-
пийных поверхностях равна нулю (теорема 1). Этот факт можно использовать для ве-
рификации численных расчетов, полученных не только схемами высокого, но и схе-
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мами первого порядка (поскольку при проверке отсутствует необходимость вычислять
производные).
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System of Orthogonal Curvilinear Coordinates on the Isentropic Surface Behind 
a Detached Bow Shock Wave

G. B. Sizykh#

Moscow Aviation Institute, Moscow, Russia
#e-mail: o1o2o3@yandex.ru

3-D ideal gas f low behind detached bow shock wave near nonsymmetrical nose part of bluff
body in uniform supersonic f low is investigated. Vector lines of the velocity and entropy gra-
dient vector product are considered. They lie on the isentropic surfaces formed by the stream
surfaces originated on the closed lines on the bow shock which embrace the shock leading
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point. It is shown that if these vector lines girdle isentropic surface, they are self-closed. This
means that the system of orthogonal curvilinear coordinates in which coordinate lines coin-
cide with streamlines may be constructed on the every isentropic surface.

Keywords: curvilinear coordinates, isentropic surface, detached bow shock wave
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