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Рассматриваются два сферических пузырька переменных радиусов в идеальной
жидкости при их движении вдоль линии центров. Получено точное выражение для
кинетической энергии жидкости. Для этого найдена функция тока Стокса в бисфе-
рических координатах в разложении по полиномам Гегенбауэра. С помощью функ-
ции тока определены точные ряды коэффициентов квадратичной формы кинетиче-
ской энергии. Проведено сравнение известных рядов с новыми рядами и доказана
их тождественность. Преимущество новой формы рядов состоит в возможности вы-
вода разложений их по малому зазору между пузырьками до произвольного порядка
точности, включая все первые известные члены разложения, и изучена их сходи-
мость. Полученные результаты могут быть использованы для описания динамики
пузырьков вблизи контакта и определения условий их слияния при акустическом
воздействии на них.
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Введение. Проблема взаимодействия сферических газовых пузырьков в пульсирую-
щем поле давления является предметом изучения большого числа как теоретических,
так и экспериментальных работ, начиная с работ Бьеркнесов 19 века [1] и кончая ра-
ботами последних лет [2–5]. Бьеркнес установил, что сила взаимодействия между
пульсирующими сферами, находящимися на больших расстояниях, обратно пропор-
циональна квадрату расстояния между ними. Данная зависимость была подтверждена
экспериментально [6, 7].

Аналитически исследована [8–10] динамика сфер переменных радиусов на большом
расстоянии. Уточнение результатов Бьеркнеса связано с получением разложения для
силы гидродинамического взаимодействия по обратным степеням расстояния между

центрами сфер. Кинетическая энергия найдена с точностью до членов порядка  [11, 12]

и до  [13], а само решение с точностью до  [14] и до  [3].
Однако, как теоретически [3, 15], так и экспериментально [4, 16–19], показано, что

при приближении к контакту эта зависимость не применима и ее следует находить из
решения задачи взаимодействия двух пульсирующих сфер в точной постановке.
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Рис. 1. Постановка задачи.
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Задачу взаимодействия газовых пузырьков в акустическом поле волны удобно ис-
следовать методом обобщенных координат Лагранжа. Основным слагаемым функции
Лагранжа является кинетическая энергия. Для сферических пузырьков возникает за-
дача вычисления кинетической энергии, как функции радиусов сфер, расстояния
между центрами сфер и скоростей изменения радиусов и центров.

Для построения точного решения этой задачи существует два наиболее эффектив-
ных метода. Первым из них является метод отражений, с помощью которого Хикс по-
строил точное решение для движения двух сфер постоянных радиусов [20]. Этим же
методом получено точное решение для сфер переменных радиусов [21–23], хотя по-
пытки были предприняты и раньше [24–26]. В случае постоянных радиусов кинетиче-
ская энергия является квадратичной формой двух скоростей центров сфер и имеет три
коэффициента, найденных Хиксом. В случае переменных радиусов квадратичная
форма содержит десять коэффициентов [21, 23], включая три коэффициента Хикса.

Второй метод заключается в том, чтобы представить решение в бисферических ко-
ординатах [27]. Такое направление исследований проведено в случае постоянных ра-
диусов [28–30] и в случае переменных радиусов [8, 31].

Следует заметить, что из рядов коэффициентов кинетической энергии, полученные
первым методом, были найдены их трехчленные разложения вблизи контакта сфер
как в случае сфер постоянных радиусов [32], так и для случая переменных радиу-
сов [33]. Для рядов, полученных вторым методом в случае сфер постоянных радиу-
сов [28, 29], был разработан алгоритм получения разложения до любого порядка по
малому зазору [34]. Для случая сфер переменных радиусов такое разложение в литера-
туре отсутствует. Цель данной работы устранить этот пробел.

В настоящем исследовании приведен вывод точного выражения в бисферических
координатах кинетической энергии для случая переменных радиусов. А также вывод
асимптотических разложений вблизи контакта. Исследование проводится в три этапа.
Первый этап: построение точного решения краевой задачи для функции тока; второй
этап: вычисление кинетической энергии и третий этап: построение асимптотических
разложений для коэффициентов кинетической энергии.

1.Функция тока. Рассматривается потенциальное осесимметричное течение несжи-
маемой идеальной жидкости плотности  в области ограниченной изнутри двумя
сферами. Течение жидкости вызывают две сферы радиусов , , меняющиеся со
скоростями , . Центры сфер на оси  имеют координаты ,  ( ) и двигают-
ся со скоростями , , направленными на встречу друг другу (рис. 1). Рас-
стояние между центрами сфер , расстояние между поверхностями сфер (за-
зор) .
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Компоненты скорости жидкости , , , в цилиндрической системе координат ,
, z ( , ) выражаются через функцию тока :

(1.1)

Уравнение для функции тока  вытекает из условия потенциальности поля скоро-
сти и имеет вид [35]:

(1.2)

Функция тока должна удовлетворять граничным условиям, следующим из условия
равенства нормальных скоростей жидкости  и поверхности сфер 

(1.3)
Для решения краевой задачи (1.2), (1.3) удобно перейти к бисферическим коорди-

натам ξ, ζ, θ ( , ):

(1.4)

Тогда поверхности сфер радиусов  и  задаются уравнениями

(1.5)

при этом , .
Таким образом, можно определить поверхности сфер с помощью параметров , 

и , которые выражаются через ,  и малый зазор  следующим образом

(1.6)

Функцию тока будем искать в виде [27, 29]

(1.7)

где  – полиномы Гегенбауэра [36], .
Коэффициенты ,  находятся из граничных условий (1.3) на поверхностях сфер

при  и 

(1.8)

После интегрирования уравнения (1.8) по  получаем

(1.9)

Выражение для  получается перестановкой индексов 1 на 2 и заменой знака
выражения . С помощью тождеств [29] при  и 
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находятся выражение для 

(1.10)

выражение для  получается перестановкой индексов 1 на 2 и заменой знака .

Следует отметить, что в случае движения сфер постоянных радиусов ( ) сум-
мирование в разложении (1.7) начинается с  [29] ввиду того, что коэффициенты ,
определяемые формулой (1.10) равны нулю при  и 1. Однако множество полино-
мов Гегенбауэра с  не образует полного базиса. Последнее обстоятельство играет
существенную роль и в случае движения сфер переменных радиусов. При начале сум-
мирования от , необходимо предварительно выделить некоторую функцию [8], а
остаток найти в виде разложения по полиномам Гегенбауэра с . Однако разложе-
ние по полному базису (1.7) начинается с , что исключает необходимость выде-
ления отдельной функции. Данное преимущество также имеет место при решении за-
дачи вязкого взаимодействия двух сфер переменных радиусов.

Выражение для функции тока (1.7) с точностью до константы тождественно с выра-
жением, полученным в [8], однако в упомянутой работе были обнаружены несколько
опечаток. Выбор константы не принципиален, однако он влияет на вид коэффициен-
тов кинетической энергии, которые находятся в следующем разделе.

2. Кинетическая энергия. Кинетическая энергия жидкости выражается через инте-
грал от  по области вне двух сфер:

(2.1)

С помощью формулы Грина, интеграл (2.1) может быть найден по формуле [29]

(2.2)

Следует заметить то, что в случае сфер постоянных радиусов функция тока равна
нулю на оси симметрии [29] и первый интеграл вклада не дает. Используя выражение
для функции тока (1.7), получаем кинетическую энергию в виде квадратичной формы
по скоростям
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( )

∞
− − − τ− −μ

ττ − μ


1/2 ( 1/2)
1/2

=0

( 1/2) 21 = ( )
shch

n
n

n

nC e

( )

∞
− − − τ− μ μ −

τ − μ


2
1/2 ( 1/2)

3/2
=0

11 = ( ) 2 ( 1)
2 ch

n
n

n
C n n e

αn

− − τ  τ−α − − + −  τ τ τ  

� �
� 1

2
( 1/2)2 1 1

1 1 2 2
1 2 1

ch2 1= 2 ( 1) ,
sh 2sh sh

n
n

R Rn cu n n R e

βn αn

� = 0iR
= 2n αn

= 0n
≥ 2n

= 2n
≥ 2n

= 0n

v
2

ρ
 v

2=
2

lT dV

τ ζ π ξ τπ

ζ ξ ζ ξ
ξ −τ ζζ ξ −τ

ψ ψ ξ − ψ ψ ζ ψ ψ ξ + ψ ψ ζ
πρ ρ ρ ρ ρ  �

1 1

2 2

= =

= =0=0 =

1 1 1 1= =' ' ' '
l

T d d d d

( )
= =

   
πρ + + + +  

   
 � � � �

2 2
2 2

1 2 1 2
1 1

= 2 2l j j j j ij j i
j i

T A u D R C R u Bu u ER R

( ) ( )( ) ( )
∞ ∞− − − −+

τ τ − τ − 
3 2 23

31
1

1=2 =2

(2 1) 1 (2 1) 1= , =
6 2 1 12n n nn n

R n ncA c B
Q Q Q

( ) ( )( ) ( )
∞ ∞τ τ

τ τ − τ − 
3 31 2

11 12
1=2 =2

( ) ( )= 2 , = 2
1 1

n n

n n nn n

S SC c C c
Q Q Q



315АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ
где  =  и введено обозначение  =  –  –

, а коэффициенты , ,  и  получаются перестановкой 1 на 2 в фор-
мулах для , , , . Кроме того ряды (2.3) можно выразить через исходные пара-
метры , , r, подставив

(2.4)

где . Аналогично можно выразить экспоненты  и .
Если коэффициенты кинетической энергии (2.3) представить в виде рядов по экс-

понентам, то они полностью совпадут с рядами [20] и [15, 21, 23], что доказывает до-
стоверность проведенных вычислений.

Кинетическая энергия была найдена в виде ряда по обратным степеням  [3]. Срав-

нение с точным решением показывает совпадение членов до , однако следующие
по порядку члены не совпадают.

При рассмотрении взаимодействия двух пузырьков переменных радиусов с фикси-
рованными центрами [37, 38] коэффициенты кинетической энергии оказались отлич-
ны от точных (2.3), так как задача решалось в предположении постоянства потенциала
скоростей на поверхности сфер. Такая неточность не влияет на главную асимптотику
силы Бьеркнеса при больших расстояниях между сферами.

В несколько ином виде коэффициенты кинетической энергии можно получить из
выражений для гидродинамических сил [8]. С учетом небольших опечаток они согла-
суются с выражениями (2.3).

Следует заметить, что ряды [15, 20–23] более удобны для получения разложений на
больших расстояниях , . Вблизи контакта, при малых , , из этих ря-
дов было получено [32, 33] только трехчленное разложение. Следующие члены разло-
жения удобно получить из рядов (2.3). Алгоритм их получения представлен в следую-
щем разделе.

3. Асимптотическое разложение. 3.1. Асимптотическое разложение вблизи контакта.
Для получения асимптотического разложения кинетической энергии жидкости вбли-
зи контакта, воспользуемся методикой работы [34]. В этой работе методика представ-
лена для сфер постоянных радиусов, то есть для коэффициентов , , B. Предлагает-
ся развитие этой методики для случая переменных радиусов, то есть для остальных се-
ми коэффициентов.

Коэффициент  запишем в виде:

(3.1)

Подставляя под знаком суммы преобразование Меллина и выполняя суммирова-
ние по , имеем
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где

 – дзета функция Гурвица,  – дзета функция Римана [36].
Вычислим интеграл (3.2), воспользовавшись теоремой вычетов. Для этого необхо-

димо найти полюса подынтегральной функции. Они расположены в точках: 3, 1, –1, …
и определяют порядки членов асимптотического разложения. Вычет в первой точке
определяет главный член разложения, во второй точке – следующий и т.д. Учитывая
значения вычетов в точках 3, 1, –1, …, –2l + 1, получим следующее разложение:

(3.3)

где  – дигамма функция [36], а остаточный член имеет вид:

(3.4)

Аналогично для коэффициента  получаем [34]

(3.5)

где  определяется аналогично .
Приведем асимптотические разложения остальных коэффициентов:

(3.6)

где  – постоянная Эйлера и

(3.7)

Для коэффициентов , E вывод асимптотического разложения существенно
сложнее

(3.8)

(3.9)
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где

а функция  имеет вид:

Учитывая рекуррентное соотношение

а также, то, что  и , после взятия вычета асимптотическое
разложение для коэффициентов  и  окончательно принимает вид

(3.10)

(3.11)

причем функции  и  определены как
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Как отмечалось ранее, коэффициенты , , ,  находятся перестановкой ин-
дексов.

3.2. Сравнение асимптотического разложения. Для случая сфер постоянных радиу-
сов асимптотическое разложение кинетической энергии [34] находится в согласии с
трехчленным разложением [32]. Также в согласии находятся полученные выше асимп-
тотические разложения кинетической энергии, для случая сфер переменных радиу-
сов, с трехчленным разложением [33].

3.3. Оценка остаточного члена. Разложение  является по Пу-

анкаре [36] асимптотическим по параметру , если . Для определенности

рассмотрим разложение  (3.3). Представим его в виде

(3.12)

где

Докажем, что . Для выражения:

(3.13)

была получена оценка [34]

Тогда, учитывая, что

можно доказать и более сильное утверждение

(3.14)

Для этого заметим, что

тогда

и тем самым доказано, что разложение  – асимптотическое по Пуанкаре. При этом
ряд расходится для любых  и для вычислений нужно ограничиться конечным
числом членов ряда.
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Как отмечалось ранее [39], целесообразно ограничить суммирование асимптотиче-

ского ряда при , где  находится из условия .

Определим асимптотику  при больших значениях . Учитывая тождество

и формулу Гурвица [36]

для больших  и при  функцию  можно аппроксимировать как

тогда асимптотику  можно оценить как

(3.15)

Из условия  получаем . Вблизи контакта, учитывая форму-

лу (1.6), получим . Аналогично вычисляются значения  для всех других

коэффициентов. При таком выборе  погрешность имеет порядок . Эта оценка
подтверждается многочисленными численными расчетами.

3.4. Разложение по  вблизи контакта. Для практических целей более удобно перей-
ти от параметра  к зазору . Тогда разложение коэффициентов кинетиче-
ской энергии принимает вид

(3.16)

Необходимо найти 6 пар функций  и  для коэффициентов , , , ,
, , итого 12 независимых функций. Для остальных коэффициентов функции 

и  получаются перестановкой индексов. Примечательно, что число независимых
функций можно сократить до 10. Для этого докажем, что функции  для коэффи-
циентов  и  совпадают и также совпадают функции  для коэффициентов ,

. Действительно, из формул (3.3) и (3.5) следует, что коэффициенты ,  получа-

ются из члена , в котором аргумент  надо выразить через . Коэффици-

енты ,  получаются аналогично из члена  – . Функции
 и  можно разложить по степеням . Достаточная точность достигается ку-

бическими полиномами вида:

(3.17)

Можно показать, что с точностью до перестановки индексов логарифмическая осо-
бенность определяется четырьмя полиномами. Их три первых коэффициента приве-
дены в таблице 1.
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Таблица 1. Аналитический вид , ,  для коэффициентов кинетической энергии,1
Xg 2

Xg 3
Xg

( )α = +1 2/i iR R R

X 1
Xg 2

Xg 3
Xg

1,A B 2

4
p ( )α − α α + α2 2

1 1 2 2
5
24

p ( )α − α α + α α − α α + α4 3 2 2 3 4
1 1 2 1 2 1 2 2

1 13 98 183 98 13
360

11 21,C C 2

2
p ( )α − α α + α2 2

1 1 2 25 5 2
12
p ( )α − α α + α α − α α − α4 3 2 2 3 4

1 1 2 1 2 1 2 2
1 13 98 123 38 2

180

1D 2

4
p ( )α − α α − α2 2

1 1 2 25 5
24
p ( )+ α α − α α + α2 2 2

1 1 1 2 2
11 1 16 4

720 48

E 2

4
p ( )α − α α + α2 2

1 1 2 22 5 2
24
p ( ) ( )− α − α α + α α + α α + α2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
11 1 9

720 48

Таблица 2. Численные значения , , ,  для коэффициентов кинетической энергии при

0.19257 0.03834 –0.05783 –0.0064

0.07513 –0.01375 –0.03339 –0.00841

0.19257 0.03834 –0.05783 –0.0064

0.07315 0.02403 –0.09609 0.00345

0.28191 –0.12419 –0.04413 –0.00127

0.28191 –0.12419 –0.04413 –0.00127

0.07315 0.02403 –0.09609 0.00345

1.05634 –0.02539 –0.02837 0.00549

0.52088 –0.20799 0.02508 –0.00506

1.05634 –0.02539 –0.02837 0.00549

0
Xf

1
Xf

2
Xf

3
Xf

2 1/ = 1R R

X 0 3
1/Xf R 1 3

1/Xf R 2 3
1/Xf R 3 3

1/Xf R

1A
B

2A

11C

12C

21C

22C

1D
E

2D
Полиномы  имеют более громоздкий вид. Поэтому удобнее привести числен-
ные значения коэффициентов полиномов  при заданном отношении радиусов.
Они приведены в таблицах 2–4 соответственно для отношений радиусов  = {1, 3, 10}.

Сходимость приближений коэффициентов  и  полиномами первой (1), второй (2)
и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная линия) показана на рис. 2а и 3а,
а для их производных сходимость показана на рис. 2б и 3б. Как видно из рисунков с
увеличением степени полинома наблюдается значительное повышение точности. 

3.5. Гидродинамическая сила. Гидродинамическая сила, действующая на сферу, для
произвольного расстояния между ними определяется по формуле Лагранжа:

(3.18)

( )Xf h
( )Xf h

2 1/R R

1A 1D

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + +
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Таблица 3. Численные значения , , ,  для коэффициентов кинетической энергии при

0.22593 0.15456 –0.12096 –0.00727

0.25356 0.03244 –0.08352 –0.00943

4.64004 0.05236 –0.0598 –0.02441

0.18871 0.14903 –0.22995 0.04843

0.65753 0.07208 –0.20445 –0.00445

1.81240 –0.59585 0.00243 –0.01

0.3404 0.06923 –0.13721 –0.03191
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Таблица 4. Численные значения , , ,  для коэффициентов кинетической энергии при

0.25175 0.29173 –0.11741 –0.04509

0.45156 0.20392 –0.1117 –0.04079

167.02413 0.16238 –0.09517 –0.03972

0.28907 0.33643 –0.31326 0.03108

0.98412 0.45188 –0.23408 –0.08365

8.51296 –1.12663 –0.13156 0.01537

0.77253 0.34336 –0.20516 –0.07911

1.35988 –0.10779 –0.0565 0.02402

9.22154 –0.64576 –0.09002 0.012

1000.41854 0.18447 –0.10969 –0.03978
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С помощью этой формулы и асимптотических разложений коэффициентов кине-
тической энергии можно получить разложение силы вблизи контакта с любой степе-
нью точности по . Главная асимптотика гидродинамической силы равна

(3.19)

где ,  . Асимптотическое вы-
ражение (3.19) (совпадающая с ранее найденной методом тонкого слоя асимптотикой
[40]) содержит логарифмическую особенность, которую трудно получить, если пред-

h

     − + +     πρ      
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2 2 2 01 1 1= ln ln ( ),
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F d h hp h h p h O h
dt p p
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Рис. 2. Сходимость приближений (а) коэффициента  и (б) производной  полиномами первой (1),
второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (сплошная линия).
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Рис. 3. Сходимость приближений (а) коэффициента  и (б) производной  полиномами первой (1),
второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (сплошная линия).
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ставлять кинетическую энергию в виде конечного разложения по обратным степеням
расстояния между центрами пузырьков .

В частом случае ,  (сфера у стенки) формула (3.19) принимает
вид [31]

(3.20)

При рассмотрении расширяющейся по закону  сферы, находящейся в кон-
такте с плоскостью, ранее [41] было получено, что сила притяжения к плоскости равна

. Этот результат согласуется с силой , найденной по
асимптотическим разложениям данной работы.

r
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Таким образом, полученные разложения для сил взаимодействия двух сфер пере-
менного радиуса обобщают все известные до сих пор результаты.

Заключение. Получено точное решение краевой задачи для функции тока в случае
двух сфер переменных радиусов. Оно обобщает решение для твердых сфер. По най-
денной функции тока выведен новый вид кинетической энергии жидкости, в котором
коэффициенты квадратичной формы представлены рядами. Показана тождествен-
ность новых рядов с ранее полученными рядами [20] и [21–23]. Преимущество новых
рядов заключается в возможности их переразложения по зазору между сферами вме-
сто обычно используемого расстояния между центрами пузырьков. Используя новую
форму кинетической энергии, найдены асимптотические разложения коэффициен-
тов кинетической энергии вблизи контакта. Доказано, что остаточный член разложе-
ния экспоненциально мал. Найденные асимптотические выражения обобщают все
известные до сих пор результаты. Они необходимы для описания динамики сфериче-
ских пузырьков вблизи контакта, а так же для анализа возможности их слияния (на-
пример, при акустическом воздействии на них).

Автор выражает благодарность Петрову А.Г. за полезные замечания и продуктив-
ные обсуждения. Работа выполнена по теме государственного задания (№ госреги-
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Fluid Kinetic Energy Asymptotic Expansion for Two Variable Radii Moving 
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Two spherical bubbles with changing radii are considered to be moving in ideal f luid along
their center-line. The exact expression for the f luid kinetic energy is obtained. The Stokes
stream function is expanded in Gegenbauer polynomials in bispherical coordinates. This ex-
pansion is used to obtain the exact series for the f luid kinetic energy quadratic form coeffi-
cients. The new series are confirmed to be correct by comparison with the known ones. The
main advantage of the new kinetic energy form is the possibility to obtain asymptotic expan-
sions at small separation distance between the bubbles. These expansions are obtained and
their convergence is analyzed. The results of this work can be used to describe the bubbles
approach before the contact and their coalescence in acoustic field.

Keywords: bubbles interaction, Bjerknes force, Stokes stream function, f luid kinetic energy,
axial symmetry, asymptotic expansion
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