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Анализируются основные уравнения и допущения, принимаемые при конструиро-
вании моделей критического состояния, применяемых в механике безкогезионных
сред. Отмечается связь модифицированной кэм–клей модели с родственными моде-
лями теории пластичности с изотропным упрочнением, описываемыми замкнутыми
поверхностями пластичности. Дается анализ уравнений состояния модифицирован-
ных кэм–клей моделей в упругой зоне; отмечены работы, в которых упругое состоя-
ние описывается уравнениями гиперупругости с экспоненциальным потенциалом.
Рассмотрены обобщения модифицированных кэм–клей моделей на случай конеч-
ных деформаций. Отмечено, что необходимы дополнительные исследования по ки-
нематическим комбинированным нагружениям в шаровой и девиаторной области.
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Введение. Модель кэм–клей, также как и ее модификация, применяются для моде-
лирования поведения безкогезионных или слабо когезионных грунтов при их упруго-
пластическом деформировании [10, 11]. Впервые эта модель с логарифмической по-
верхностью пластичности в докритической зоне построена [28, 29]. Позже [27] пред-
ложено логарифмическую поверхность пластичности заменить эллипсоидальной
(рис. 1). Такая модель именуется модифицированной кэм–клей моделью. Как кэм–
клей, так и модифицированная кэм–клей модель относятся к упругопластическим
моделям с изотропным упрочнением.

Имеется значительное число работ по применению как кэм–клей модели, так и ее
модификации для исследования поведения различных гранулированных материалов с
малой когезией в условиях как монотонных нагружений [3, 5, 8–12, 15, 17–19], так и
при циклических воздействиях [2, 4, 14, 22, 23, 26, 30, 32, 35, 36, 38, 39]. Большая часть
рассматриваемых исследований посвящена либо одноосному [30, 35], либо трехосно-
му силовому нагружению [2, 4, 14, 23, 26, 36, 38].

Предложен [2, 23, 38] аналог модифицированной кэм–клей модели с кинематиче-
ским упрочнением, что позволяет учитывать в расчетах эффект Баушингера. В неко-
торых моделях вводят дополнительные параметры, учитывающие частоту цикличе-
ских нагружений, а также деградацию материала [14, 24, 33, 39].
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Рис. 1. Поверхность пластичности и критический конус для модифицированной кэм–клей модели: штри-
ховая линия отвечает пересечению эллипсоидальной поверхности текучести с критическим конусом [27].
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Ниже рассматривается модифицированная кэм–клей модель в условиях цикличе-
ского кинематического нагружения при линейной связи между напряжениями и де-
формациями в упругой области и отсутствием упрочнения при объемном нагружении.

1. Основные уравнения. В этом разделе вводятся основные уравнения модифициро-
ванной кэм–клей модели для инфинитезимальных деформаций.

1.1. Основные обозначения. Для дальнейшего потребуется представление произволь-
ного симметрического разложимого тензора второго ранга вида

(1.1)

на шаровую и девиаторную части

(1.2)

где  – единичный тензор второго ранга.
Ниже вводятся тензорные инварианты тензора 

(1.3)

где  – норма Шура тензора :

(1.4)

Объединение (1.2), (1.3) дает

(1.5)

Декомпозиция (1.2) для тензора напряжений  и инфинитезимального тензора де-
формаций  обычно записывается в несколько измененном виде

(1.6)
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где обозначено

(1.7)

в разложении (1.6)

(1.8)

Замечание 1. При решении задач динамики грунтовых сред знак объемной дефор-
мации обычно принимается таким же, как знак соответствующего первого инвариан-
та тензора деформаций, однако, в кэм–клей модели (и некоторых других моделях
критического состояния) знак объемной деформации берется противоположным зна-
ку первого инварианта, по аналогии со знаком давления, см. соотношения (1.7).

В соответствии с определениями (1.3)–(1.7) удобно ввести следующую норму для
девиаторов напряжений и деформаций

(1.9)

Наряду с девиаторными нормами (1.9) для дальнейшего потребуются следующие па-
раметры, основанные на нормах (1.9), см. [25]

(1.10)

где  – функция от соответствующих тензорных инвариантов. В большинстве при-
ложений функция  выбирается совпадающей с первым инвариантом [25], таким
образом (1.10) принимают вид

(1.11)

Вместо норм (1.9), в теориях пластичности могут использоваться девиаторные нор-
мы, известные как напряжения и деформации Треска

(1.12)

где , ,  – главные компоненты соответствующих тензоров, ранжирован-

ные по убыванию. По аналогии с (1.10) могут быть введены параметры  и , осно-
ванные на нормах Треска.

1.2. Упругое состояние. Тензор деформаций может быть разбит на тензоры упругой и
пластической деформаций

(1.13)
В случае упругих деформаций, закон состояния в кэм–клей моделях формулируется
либо в виде

(A) линейной связи между напряжениями и деформациями

(1.14)

где  и  упругие модули (константы Ламе);
(Б) гипоупругих соотношений, записываемых в виде [8, 27]

(1.15)
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где  нижняя граница давлений, – параметр, позволяющий избежать сингуляр-

ности в первом уравнении (1.15) при малых ;  начальное давление при ; либо
в виде

(В) гиперупругого потенциала [10, 11]

(1.16)

где  имеет вид

(1.17)

Безразмерные константы  соответствуют объемному и сдвиговому модулям.
Замечание 2. a) Гипоупругие соотношения (1.15) могут быть записаны в терминах

инкрементов ,  или соответствующих скоростей:

(1.18)

где .
б) В гипоупругих соотношениях (1.15) сдвиговой модуль обычно считают либо по-

стоянным [14], либо определяют из (1.15) в предположении постоянного коэффици-
ента Пуассона [9], в этом случае

(1.19)
Надо отметить, что случай постоянного коэффициента Пуассона и формула для

модуля сдвига (1.19) представляются более реалистичными, чем условие постоянного
модуля сдвига [9].

1.3. Поверхность пластичности. В модифицированных кэм–клей моделях поверх-
ность пластичности описывается следующим уравнением [8, 27]

(1.20)

где  – безразмерный параметр, определяющий форму эллипсоида: в докритической
зоне (левая часть эллипсоида) , в закритической зоне (правая часть) ; безраз-
мерный параметр , определяемый углом раствора критического конуса, определяет

размер эллипсоида по оси ;  – одна из эквивалентных норм девиатора деформа-

ций, часто в качестве  используют норму Шура:

(1.21)

Причем девиатор соответствует упругим деформациям. В уравнении (1.20)  – пара-
метр, определяющий собой размер эллипсоида по оси :

(1.22)

где  текущее значение пластических давлений.
1.4. Объемное упрочнение. В соответствии с [8, 11], объемное упрочнение может быть

задано в виде (i) кусочно-линейного продолжения соотношений (1.14); или (ii) с по-
мощью соотношений гипоупругости (1.15), или (iii) с помощью гиперупругого потен-
циала (1.16). Надо отметить, что в моделях кэм–клей задается только объемное упроч-
нение.
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(i) Объемное упрочнение, задаваемое в терминах кусочно-линейного продолжения
уравнений (1.10), записывается в виде соответствующих скоростей

(1.23)
Обычно для объемного модуля принимают ступенчатую зависимость от 

(1.24)

где  – модуль упрочнения ( ), а  – начальное значение давления, отвеча-
ющего началу пластического течения. Интегрирование уравнений (1.23) дает

(1.25)

где  =  и . При разгрузке  совпадает с .
(ii) Продолжение уравнений (1.15) для учета пластичности осуществляется, факти-

чески, теми же уравнениями: первое уравнение (1.15) можно переписать в терминах
двух модулей, по аналогии с (1.23) [20, 31]

(1.26)

Замечание 3. Аналогично уравнению (1.18), второе уравнение (1.26) можно записать
в терминах касательного модуля:

(1.27)

где .
(iii) Продолжение гиперупругого потенциала (1.16) в зону пластичности осуществ-

ляется с помощью введения зависимостей параметров  и  от давления при :

(1.28)
Наиболее простые зависимости  получаются в случае билинейных функций:

(1.29)

1.5. Закон пластического течения. Для описания пластического течения, уравнение (1.20)
должно быть дополнено уравнением, описывающим пластическое течение. В большин-
стве работ по кэм–клей пластичности [9, 27–29] принимается ассоциированный за-
кон пластического течения. Это означает совпадение потенциалов течения и уравне-
ния, определяющего поверхность пластичности (1.20), в каждой точке поверхности

:

(1.30)

где  – параметр, определяющий скорость пластического течения. Уравнение (1.30)
можно представить в виде двух уравнений в терминах шаровых и девиаторных тензо-
ров

(1.31)
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Учитывая (1.22), второе уравнение в (1.32) принимает вид

(1.33)

В предположении  и, следовательно , уравнение (1.33) дает

(1.34)

Поскольку в точке  выполняется одно из условий упрочнения (1.23)–(1.29),
уравнение (1.34) может быть записано в терминах скорости 

(1.35)

где функция  определена соответствующим уравнением, описывающим упрочне-
ние. Например, для уравнения упрочнения (1.25)

(1.36)

Ввиду (1.35) скорость  может быть определена из условия совместности Прагера:

(1.37)

Подстановка в уравнение (1.37) представления для  из уравнения (1.35) дает искомое
уравнение для скорости 

(1.38)

Уравнение (1.38) является дополняющим уравнением для уравнения пластического
течения (1.32).

1.6. Обобщение на случай конечных деформаций. Модификация кэм–клей моделей
для учета конечных деформаций предложена в [11, 13, 34, 41, 42]. В рамках теории ко-
нечных деформаций рассматривалась [34] линейная зависимость  и принима-
лось предположение о постоянном модуле сдвига, а построена [11, 13] аналогичная
модель для постоянного коэффициента Пуассона.

Для обобщения кэм–клей модели на случай конечных деформаций, необходимо
ввести безразмерный параметр  (относительный объем)

(1.39)

где  – текущий объем, содержащий поры, а  – объем твердой фракции. В терми-
нах относительного объема, может быть определена (конечная) объемная деформация

(1.40)

где  – градиент смещений, а  – начальный объем. Как правило [34] в теориях, учи-
тывающих конечные деформации гранулированных сред, объемным деформировани-
ем твердой фракции пренебрегают, это позволяет представить объемную деформацию
в виде

(1.41)
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Следуя [34, 42], закон состояния в упругой зоне удобно представить в виде

(1.42)

где  – инкремент девиатора напряжений,  – единичный тензор, действующий в

шестимерном пространстве ,  – инкремент девиатора упругих деформаций,
 – модуль сдвиговых деформаций, зависящий от текущего объема и какой-ли-

бо нормы текущего девиатора упругих деформаций. Наиболее часто [34, 42] в качестве
нормы используется шуровская норма:

(1.43)
Заметим, что в законе гипоупругости (1.42) соответствующие инкременты предпола-
гаются малыми, – это позволяет использовать линейные инкрементальные соотноше-
ния.

Для описания закона состояния при объемном упругом деформировании применяют
следующий линейный в полулогарифмических координатах закон состояния [20, 34]

(1.44)

где  – упругая часть объемной деформации,  – постоянный (в полулогарифмиче-
ских координатах) объемный модуль,  – начальное давление. Закон состояния (1.44)
позволяет записать соответствующее уравнение состояния в терминах инкрементов

(1.45)

Именно в инкрементальной форме (1.45) уравнения гипоупругости применяются для
описания объемного упругого деформирования.

Объединяя (1.42) и (1.45), уравнение состояния рассматриваемой гранулированной
среды представимо в виде тензорного уравнения для гипоупругой среды

(1.46)

В пластической стадии при учете больших деформаций используют уравнения (1.23)–
(1.29), применявшиеся для описания пластичности с объемным упрочнением и отсут-
ствием упрочнения в девиаторной плоскости, таким предполагается, что при больших
деформациях инкременты девиаторных компонент напряжений отсутствуют [20, 34],
а объемная пластическая деформация описывается следующим соотношением (1.27).
Заметим, что поверхность пластичности обычно [34] описывается уравнением (1.20).
С учетом уравнений состояния (1.46), удается решить задачу о деформировании гра-
нулированной среды в условиях больших деформаций.

1.7. Дальнейшее развитие модифицированных кэм–клей моделей. Одна из модифика-
ций [37] возникает при замене эллипсоидальной поверхности пластичности на яйце-
образную.

Еще одно развитие кэм–клей моделей связано с введением концепции ограничива-
ющей поверхности (BS) [16]. Введение BS-поверхности позволяет охватить все допу-
стимые в процессе нагружения поверхности пластичности. Модуль объемного упроч-
нения в этой теории задается как функция расстояния между текущей поверхностью
пластичности и BS-поверхностью. Дальнейшее обобщение этой теории известно, как
теория общей пластичности (General Plasticity, GP). Эта теория [6, 7], позволяет рас-
сматривать несколько BS-поверхностей. Как BS, так и GP модели обеспечивают зада-
ние гладкого перехода от упругого к пластическому состоянию.
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Рис. 2. Сверхкритическая зона: изменение девиаторных компонент напряжений и давления от времени:
штриховая линия – девиаторные компоненты напряжений Треска; сплошная линия – гидростатическое
давление; напряжения, МПа, [42].
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В последнее время рассмотрены [41–44] приложения модифицированных кэм–
клей моделей для описания поведения гранулированных сред в условиях циклических
квазистатических [41–44] нагружений, причем, как показано [42, 43], в закритической
области циклическое деформирование в девиаторной плоскости необходимо приво-
дит к размягчению в плоскости, определяемой параметрами ; см. рис. 2 [42]; в то
же время в докритической области, при циклическом деформировании в девиаторной
плоскости наблюдается упрочнение в плоскости .

Некоторые задачи нестационарной сейсмодинамики, описываемые модифициро-
ванными кэм–клей моделями, рассмотрены в [45–48]. В недавних исследованиях
[49–53] рассмотрены обобщения кэм–клей моделей на случай (трансверсальной)
анизотропии как в упругой, так и в пластической зонах, причем [53] наряду с транс-
версальной анизотропией рассмотрен несколько более общий случай кубической
сингонии.

2. Заключительные замечания. Рассмотренные модели критического состояния и, в
том числе кэм–клей модели, применяемые для анализа безкогезионных или слабо ко-
гезионных сред, можно рассматривать, как частный случай моделей с изотропным
упрочнением и замкнутой поверхностью пластичности [38]. В этой связи кэм–клей
модели наследуют свойства таких моделей и им присущи те же ограничения, что и
другим моделям кэп-пластичности: это, прежде всего, выраженная область упругих
деформаций, ограниченная поверхностью текучести и, принимаемый в большинстве
исследований ассоциированный закон пластического течения.

Надо отметить, что известны также подходы, в которых рассматриваются модели с
распределенной поверхностью пластичности (по терминологии [38] это модели с мик-
ропластичностью). Эти модели позволяют достичь эффектов, аналогичным эффек-

θ − p

θ − p
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там, реализуемым в моделях критического состояния, в частности, в моделях микро-
пластичности удается реализовать эффект разупрочнения, реализуемый в моделях
критического состояния. Рассматривались [40] некоторые приложения моделей кри-
тического состояния к задачам волновой динамики.

Работа выполнена за счет гранта № 20-49-08002 Российского научного фонда.
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The modified cam–clay model state equations and principle assumptions are analysed.
Connections of the modified cam–clay model with the allied plasticity models described by
the isotropic hardening rules and closed yield surfaces are noted. Equations of state in the
elastic zone are analyzed, along with models related to the hyperelastic equations of state
with the exponential potential. Some generalizations of the modified cam–clay model are
presented including models that account finite strain. Generalizations of the cam–clay
models for the case of finite strain are considered. The combined kinematic loadings in vol-
umetric and deviatoric spaces are analyzed.
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