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В работе рассмотрена задача об устойчивости неавтономного нелинейного интегро-
дифференциального уравнения типа Вольтерра с бесконечным запаздыванием.
Проведено развитие метода функционалов Ляпунова в исследовании предельного
поведения ограниченного решения, асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния по всем и части переменных в предположении существования соответствующего
функционала Ляпунова, имеющего знакопостоянную производную. Решены задачи о
предельных свойствах движения механической системы с линейной эредитарностью,
о стабилизации установившихся движений манипулятора с вязкоупругими цилин-
дрическим и сферическим шарнирами. Решена задача управления пятизвенным ма-
нипулятором с учетом вязкоупругости его шарниров.
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1. Введение. Интенсивное развитие науки и техники стимулировало в начале 50-х го-
дов резкое усиление интереса к теории дифференциальных уравнений с запаздывани-
ем. Принято считать, что основу этой теории составили опубликованные ранее рабо-
ты В. Вольтерра [1, 2], в которых было предложено учитывать влияние непрерывной
последовательности предшествующих состояний системы или процесса на их даль-
нейшее изменение посредством интегральных и интегро-дифференциальных уравне-
ний. Развитию теории в значительной степени способствовал прогресс математиче-
ского и функционального анализа, других областей математики. Значимой в этом раз-
витии явилась монография [3], в которой предложено использовать для анализа
системы функциональное пространство, как более наглядное и удобное в исследова-
нии соответствующих задач.

Вначале преимущественное развитие получила теория функционально-дифферен-
циальных уравнений с ограниченным запаздыванием. Теория таких уравнений с не-
ограниченным запаздыванием лишь постепенно оформилась как ветвь современного
математического анализа со своими специфическими проблемами и приложениями
[4, 5]. Усилия многих исследователей в этой области были направлены на разработку
основ общей теории, начиная с проблемы определения фазового пространства и пра-
вой части уравнения с неограниченным запаздыванием, решением соответствующей
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проблемы существования, единственности, непрерывной зависимости и продолжи-
мости решений. Из многочисленных исследований по этой проблеме можно выделить
работы [6–18]. В работах [9–15, 17, 18] дано аксиоматическое построение фазовых
пространств, позволяющее решать указанную проблему для любых конкретных фазо-
вых пространств и правых частей уравнений, удовлетворяющих введенным аксиомам.
Как указано в [16], некоторые из этих аксиом являются трудно проверяемыми. Пред-
ложены иные условия решения проблемы в рамках функционального пространства
ограниченных непрерывных функций.

Многочисленные приложения стимулировали интенсивные исследования пробле-
мы устойчивости как для линейных, так и для нелинейных уравнений с неограничен-
ным запаздыванием. Выделим основные на наш взгляд известные результаты, относя-
щиеся к изучению устойчивости прямым методом Ляпунова в направлении данной
работы.

Важным элементом определения устойчивости или оценки решения является вы-
бор между нормами исходного банахова пространства (евклидовой нормы в случае ко-
нечномерного пространства) и нормой функционального пространства. Не всегда из
свойства устойчивости в евклидовом пространстве следует аналогичное свойство в
функциональном пространстве [4, 5]. Указанное выше аксиоматическое описание фа-
зовых пространств позволило определить связь между определениями устойчивости в
нормах конечномерного и фазового пространства [9, 10, 12, 13].

Как и в случае функционально-дифференциальных уравнений с конечным запаз-
дыванием [19–26], развитие прямого метода Ляпунова в исследовании устойчивости
уравнений с неограниченным запаздыванием делится в основном на два направления:
на основе функционалов и функций Ляпунова.

Для развития метода функционалов Ляпунова по отношению к соответствующей
теории вводится знакоопределенность и свойство бесконечно малого высшего преде-
ла с использованием оценок как через норму как конечномерного пространства, так и
через норму функционального пространства [4, 5].

В работах [27, 28] доказываются теоремы об асимптотической устойчивости, обоб-
щающие теоремы типа Матросова, Руша, Красовского. В [14, 28] доказаны теоремы об
экспоненциальной устойчивости и их обращении типа Красовского и Йошизавы.
В [29] получены теоремы о предельном поведении и асимптотической устойчивости,
развивающие предыдущие результаты автора этой работы. В [30, 31] доказаны теоре-
мы об устойчивости на основе оценок сравнительного анализа для функционалов Ля-
пунова.

Динамическое свойство инвариантности положительного предельного множества
ограниченного решения автономного уравнения [7, 9] позволило обобщить для такого
уравнения теоремы типа Ла-Салля и Красовского о притяжении решений и асимпто-
тической устойчивости [7].

В работе Вольтерра [1, 2] исследовались непосредственно интегро-дифференциаль-
ные уравнения. Качественные свойства этих уравнений по отношению к свойствам
общих систем уравнений с запаздыванием имеют целый ряд особенностей, позволяю-
щих построить их более глубокую качественную теорию [4, 5, 32–38], решить важные
прикладные задачи [19, 39–42].

Интегро-дифференциальные уравнения типа Вольтерра разделяют на уравнения с
конечным, неограниченным и бесконечным запаздыванием. Сам В. Вольтерра огра-
ничивался, в основном, изучением уравнений первого типа. Качественные свойства
решений, включая устойчивость, достаточно эффективно используются, если в каче-
стве фазового пространства решений рассматривать исходное конечномерное про-
странство [34, 35, 38, 43–47]. При этом достигается решение важных прикладных за-
дач [48–51].
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Исследования уравнений третьего типа сопровождаются построением соответству-
ющего фазового функционального пространства, как правило, с использованием ме-
тодов общей теории уравнений с неограниченным запаздыванием [4, 5].

В первых двух разделах данной работы в рамках подхода [32, 33] для неавтономного
нелинейного интегро-дифференциального уравнения с бесконечным запаздыванием
выводятся качественные свойства решений, позволяющие решить задачи о локализа-
ции положительного предельного множества ограниченного решения, об асимптоти-
ческой устойчивости нулевого решения на основе существования функционала Ляпу-
нова, имеющего знакопостоянную производную.

Работы В.В. Румянцева [52, 53] явились основой для теории устойчивости по части
переменных, имеющей многочисленные практические применения [54, 55]. Результа-
ты исследований устойчивости относительно части переменных для функционально-
дифференциальных уравнений с конечным запаздыванием с решением задач механи-
ки представлены в работах [24, 26, 55]. Проблема устойчивости по части переменных
для функционально-дифференциальных уравнений с неограниченным запаздывани-
ем является малоизученной и весьма перспективной в решении прикладных задач.
Некоторые результаты в этом направлении получены в разделе 4.

Классические результаты по устойчивости и стабилизации положений равновесия
и стационарных движений механических систем [56–61] получают широкое примене-
ние в управлении робототехническими системами. В разделе 5 данной работы изучается
задача о влиянии наследственных свойств механической системы на устойчивость ее
положений равновесия. В разделе 6 исследована задача о стабилизации установившихся
движений манипуляторов с вязкоупругими цилиндрическими и сферическими шарни-
рами. В разделе 7 в качестве примера представлена модель управления пятизвенного
манипулятора с вязкоупругими цилиндрическими и призматическим шарнирами.

2. Предварительные построения. Пусть  – линейное действительное пространство
-векторов  с некоторой нормой ,  – действительная ось,  – счетно-нормиро-

ванное пространство всех непрерывных функций  с полунормами

Пусть . Для непрерывной функции  и каждого  функ-

цию  определим равенством , , под  будем понимать
правостороннюю производную.

Рассмотрим нелинейное интегро-дифференциальное уравнение

(2.1)

где  и , есть некоторые непрерывные функции,
 : .

Решением уравнения (2.1), удовлетворяющим условию , , на-
зывается функция , , ( ), такая, что , обращающая
это уравнение в тождество при всех .

Предположим, что функции  и  удовлетворяют условиям
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(2.2)

(2.3)

Кроме того, предположим, что

(2.4)

В пространстве  введем метрику

(2.5)

Согласно [20, 32, 33] имеет место следующая теорема.
Теорема 2.1. Пусть функции  и  удовлетворяют условиям (2.2)–(2.4) (в том числе,

при ). Тогда для каждой точки  ×  суще-
ствует единственное решение , , определенное при ,

, непрерывно зависящее от .

Введем пространства  и  непрерывных функций  и

 соответственно, удовлетворяющих условиям (2.2)–(2.4). Определим
сходимость в  и  согласно открыто-компактной топологии [62].

Аналогично построениям из [44, 45] уравнению (2.1) можно сопоставить семейство
предельных уравнений вида

(2.6)

Определение 2.1. Пусть  есть решение уравнения (2.1), ограниченное при
всех ,  . Функция  называется предельной для этого
решения, если , такая, что соответствующая последовательность

сходится к  в  при , или  при .

Множество  всех таких функций образует в  положительное предельное
множество данного решения . Покажем, что это множество имеет следу-
ющее свойство квазиинвариантности.

Теорема 2.2. Пусть  есть решение уравнения (2.1), ограниченное при

всех ,  . Тогда множество  непусто, компактно, связ-
но и квазиинвариантно.
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Доказательство. Как и в [44], из условий (2.2) и (2.4) можно найти, что каждое огра-
ниченное решение  равномерно непрерывно по 

(2.7)

Покажем, что множество  решения  является непустым.
Пусть  – произвольная последовательность. Для последовательности функ-

ций  при всех  имеет место оценка (2.7). Отсюда

выводим существование подпоследовательности  и функции , та-

ких, что  сходится к  равномерно по  при каждом . И,

значит,  при . Таким образом,  непусто.
Стандартным подходом, как и для функционально-дифференциальных уравнений

с конечным запаздыванием [24, 26], можно показать, что  связно, а именно,
это множество нельзя представить в виде объединения двух непересекающихся непу-
стых замкнутых множеств, и оно компактно. Очевидно, что оно является ком-
пактным.

Покажем, что множество  является квазиинвариантным, а именно, для лю-

бой функции  существуют предельное уравнение (2.6) и его решение

 такие, что  для всех .
Без ограничения общности, можем принять, что для последовательности 

имеем

Из того, что  есть решение уравнения (2.1), последовательно
имеем
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(2.8)
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Отсюда, переходя в равенстве (2.8) к пределу при , получаем

(2.11)

при всех , при этом по построению , .
Дифференцируя равенство (2.11) по , имеем требуемое доказательство.
3. Принцип квазиинвариантности. Введем следующие пространства скалярных

функций:

1) пространство  функций ;

2)  – подпространство  функций , удовлетворяющих условиям
вида (2.2);

3) пространство  функций , удовлетворяющих условиям

вида (2.3), имеющих производную  ∈ , при этом

(3.1)

4) пространство  функций , удовлетворяющих услови-
ям вида (2.2);

5) пространство  функций , удовлетворяющих условиям ви-
да (2.4) и (2.6).

Для функционала , определяемого равенством

(3.2)

вдоль заданного решения ,  при , ( )
можно определить функцию

(3.3)

и ее производную

(3.4)

где  – операция транспонирования.
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Введем соответствующий функционал , называемый в дальнейшем производ-

ной от , и предположим, что производная  для некоторых  и 
удовлетворяет следующему неравенству

(3.5)

Пусть , , , . Аналогично определению  могут
быть определены семейства соответствующих предельных функций , , ,

. Может быть введена предельная совокупность , задавае-
мая единой для предельных функций последовательностью .

Имеет место следующая теорема типа принципа квазиинвариантности.
Теорема 3.1. Предположим, что:

1) может быть найден функционал , производная которого  удовле-
творяет неравенству (3.5);

2) решение  уравнения (2.1) ограничено при всех , 
.

Тогда при некотором  для каждой точки  найдется пре-
дельная совокупность  такая, что для соответствующего реше-
ния  предельного уравнения (2.6) имеют место включения

Доказательство.

Из условий 1 и 2 теоремы следует существование постоянной  та-
кой, что функция  при .

Пусть  есть предельная функция, задаваемая последовательностью
. Будем считать, что  есть предельная совокупность,

определяемая этой же последовательностью. Аналогично представлению (2.8) соглас-
но (3.3) и (3.4) имеем

(3.6)

В силу условия (3.1) для этих соотношений имеют место оценки вида (2.9). Соответ-
ственно из (3.6), переходя к пределу при , получаем искомые соотношения
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Теорема доказана.
4. Устойчивость нулевого решения. Предположим, что , так

что уравнение (2.1) имеет нулевое решение , непрерывно зависящее от
.

Введем класс  функций  типа Хана [63] и класс  функций

, таких, что  при фиксированном . Будем пола-
гать, что для оценки (3.1) .

Примем следующее определение устойчивости в  [4, 27, 28], обозначив через

.
Определение 4.1. Решение  уравнения (2.1) является устойчивым, если 

    . Равномерная
устойчивость означает, что .

Определение 4.2. Решение  уравнения (2.1) является слабо асимптотически

устойчивым, если оно равномерно устойчиво и  
 .

Определение 4.3. Решение  уравнения (2.1) является равномерно асимптотиче-
ски устойчивым относительно компакта , если оно равномерно устойчиво и

     
.

Теорема 4.1. Предположим, что:
1) можно найти функционал  вида (3.3) такой, что

,

производная которого удовлетворяет неравенству (3.5);
2) для каждой предельной совокупности  множество 

не содержит решений соответствующего предельного уравнения (2.6), кроме
.

Тогда решение  уравнения (2.1) асимптотически устойчиво.
Доказательство.
Для решения  уравнения (2.1) из условия 1 теоремы при ,

( ) имеем цепочку неравенств

(4.1)

если .
И, значит,  .
Условие 2 теоремы означает, что для каждого решения , , пре-

дельного уравнения (2.6) найдется , такое, что

−∞

−∞

ϕ ϕ

ϕ ϕ





1 2 0

1 2 0

* *( , *( ,0, *), ( , , *( ,0, *)) ) =

* *( , *( ,0, *), ( , , *( ,0, *) ) =

t

t

V t x t V t s x s ds c

W t x t W t s x s ds c

≡( ,0,0) = ( ,0,0) 0f t g t
α ≡( , ,0) 0x t

∞α ϕ ∈ ×( , ) R C

1_
+ +→1 :a R R _2

+ + +× →2 :a R R R α ν ∈ _2 1( , )a +α ∈ R
ν ∈ _0 1

nR
−ϕ ϕ ∈ ϕ ∈= sup( , ) = sup( ( ) , )l l N s s R

= 0x ∀ε( > 0)
+∀α ∈( )R ∃δ δ ε α( = ( , ) > 0) ∞∀ϕ ∈ ϕ δ( : < )C ∀ ≥ α( )t α ϕ ε( , , ) <x t

δ δ ε= ( ) > 0
= 0x

+∀α ∈( )R ∃δ δ α0 0( = ( ) > 0)
∞∀ϕ ∈ ϕ δ0( : < )C

→∞
α ϕ ( , , ) = 0lim

t
x t

= 0x
∞⊂K C

∃δ0( > 0) ∀ε( > 0) ∃ ε( = ( ) > 0)T T ∀α( > 0) ∀ϕ ∈∈ ϕ δ ∩0( { < } )K ∀ ≥ α +( )t T
α ϕ ε( , , ) <x t

ϕ= ( , )V V t

≤ ≤ + ∈ ∈v v _ _1 1 2 1 1 2 2( ) ( , , ) ( , ), ,a x V t x a t x a a

1 2* *( *, *, , )f g W W ϕ{ *( , ) = 0}W t

≡*( ,0,0) 0x t
= 0x

α ϕ= ( , , )x x t ∈ α β[ , )t
β α>

αα ϕ ≤ α ϕ α ϕ ≤ α α α ϕ α α ϕ =
α ϕ α ϕ ≤ α ϕ + ν ϕ ε

1 1 2 2

2 2 0 1

( ( , , ) ) ( , ( , , ), ( , ( , ))) ( , ( , , ), ( , ( , )))
= ( , (0), ( , )) ( , (0) ( )) < ( ),

ta x t V t x t V t x V x V x
V V a a

−ϕ + ν ϕ α ε δ α ε1
0 2 1( ) < ( , ( )) = ( , )a a

α ϕ ε( , , ) <x t ∀ ≥ αt
ϕ= *( ,0, *)x x t ϕ ≠* 0

β ≥ 0

ββ ϕ ≠**( , (0, *)) 0W x



477МЕТОД ФУНКЦИОНАЛОВ ЛЯПУНОВА
В силу теоремы 2.1 и условия 2 данной теоремы для каждой предельной точки

 ограниченного решения  имеем . Таким

образом, находим, что   и, значит,  при . Тео-
рема доказана.

Теорема 4.2. Предположим, что:
1) условие 1 теоремы 3.1 выполнено для функционала  вида (3.3) и функ-

ции ;
2) для каждой предельной совокупности  множество

 ∩  не содержит решений соответствующего
предельного уравнения (2.6).

Тогда решение  уравнения (2.1) равномерно асимптотически устойчиво отно-
сительно компакта .

Доказательство.
Равномерная устойчивость  следует из условия 1 и (4.1) с учетом того, что

. При этом находим, что для каждого ограниченного при всех  решения
 уравнения (2.1) функция  при . Далее, аналогично [24, 26],

доказывается, что это свойство имеет место равномерно по .
5. Устойчивость по части переменных для случая конечного запаздывания. Рассмот-

рим задачу об устойчивости нулевого решения  по части переменных 
( ). Для удобства переобозначим эти переменные через  ( ), а
остальные – через  ( , ). Соответственно, , ...

...,  = ,  есть вектор -мерного действительного пространства

с некоторой нормой ,  есть вектор -мерного действительного про-
странства с некоторой нормой , .

Функцию , , будем представлять через соответствующие составляю-
щие  и 

В дополнение к условиям (2.2)–(2.4) будем полагать также z – продолжимость ре-
шений уравнения (2.1) [24, 26, 54]. Это означает, что если какое-либо решение

 определено лишь при , , то  при
.

Будем использовать соответствующие определения устойчивости по части пере-
менных  с введенной нормой .

Теорема 5.1. Предположим, что:

1) каждое решение ,  уравнения (2.1)
ограничено по ,  ;

2) можно найти функционал  вида (3.3), удовлетворяющий условиям

производная которого удовлетворяет неравенству (3.5);
3) для каждой предельной совокупности  максимальное квазиинва-

риантное подмножество  множества  содержится в множестве

.
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Тогда решение  уравнения (2.1) асимптотически устойчиво по .
Доказательство.
Из условия 2 теоремы аналогично выводу соотношений (4.1) имеем оценки

Учитывая условие 1 теоремы, находим, что каждое решение ,

 ×  определено и ограничено при всех .
Согласно теореме 2.1 для каждого такого решения функция  ∈

∈ , если только . Отсюда следует, что

Теорема доказана.
Можно вывести также следующую теорему.
Теорема 5.2. Предположим, что:

1) существует некоторое  такое, что решения ,  ×
×  уравнения (2.1) равномерно ограничены по ,  =
= const ;

2) можно найти функционал  вида (3.3), удовлетворяющий условию 2
теоремы 4.1 при ;

3) для каждой предельной совокупности  множество

не содержит решений  любого предельного уравнения (2.6).

Тогда решение  уравнения (2.1) равномерно по  асимптотиче-
ски устойчиво относительно .

6. Устойчивость положений равновесия и стационарных движений механической си-
стемы с линейной эредитарностью. Рассмотрим механическую систему с  материаль-
ными точками, положения которых определяются радиус-векторами , …
…, .

Допустим, что имеются вязкоупругие элементы с реакциями  ( ;
), приложенными к -й точки.

(6.1)

где  – удлинение -го элемента с учетом остаточной деформации при перемещении

,  и  – соответствующие коэффициенты жесткости и релаксации,  – еди-
ничный вектор соответствующего направления.

Виртуальная работа этих реакций на элементарных перемещениях 
определяется равенствами
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(6.2)

Пусть на систему наложены идеальные стационарные связи, так что ее положение
определяется  обобщенными координатами . Из (6.1) и (6.2) находим
обобщенные силы, определяющие действие вязкоупругих элементов

Допустим, что на систему действуют также потенциальные и диссипативные силы

где  – потенциальная энергия.
Движение системы может быть описано уравнениями Лагранжа

(6.3)

где  – кинетическая энергия,  – положительно определенная

при всех  матрица.
Будем полагать, что функции, входящие в (6.3), удовлетворяют условиям (2.2)–

(2.4), равенству  при  удовлетворяет конечное число значений.
Введем функционал, определяемый вдоль движения  системы (6.3) следу-

ющим равенством

где  имеет вид

Для производной функционала  согласно (3.4) в силу уравнений движения (6.3)
находим оценку

если
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Определим семейство функций , предельных к функции , и матриц
, предельных к .

На основании теоремы 2.1 имеем следующее утверждение.
Утверждение 6.1. Пусть:

1) равенства  для всех предельных  определяют одно и то же

множество изолированных положений , ;
2) для каждой матрицы  найдется пара значений , такая, что

Тогда каждое ограниченное движение системы (6.3) неограниченно приближается

к одному из предельных положений равновесия  при .
Без ограничения общности, допустим, что при  имеют место равенства

Тогда система (6.3) имеет положение равновесия .
Согласно теореме 3.2 имеем следующее утверждение.
Утверждение 6.2. Допустим, что:
1) функция  удовлетворяет условиям

2) выполнено условие 2 утверждения 6.1.
Тогда положение равновесия  системы (6.3) асимптотически устойчиво

равномерно по .
Рассмотрим частный случай, когда

В этом случае находим, что 

Условия утверждения 5.2 будут выполнены, если

при  и некотором .
По теореме 4.2 имеет место также следующее утверждение.
Утверждение 6.3. Допустим, что:
1) движения системы (6.3) из некоторой окрестности  ограничены по

, например, эти переменные определяются по ;
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2) функция 

Тогда положение равновесия  равномерно асимптотически устойчиво по
.

7. О стабилизации установившихся движений манипуляторов с цилиндрическими и
сферическими вязкоупругими шарнирами. Рассмотрим манипулятор, функционирую-
щий в однородном поле тяжести, с указанными выше шарнирами, положение которо-
го определяется  обобщенными координатами .

Уравнения движения системы возьмем в форме (6.3) с тем изменением, что потен-
циальная энергия сил тяжести , вязкоупругое действие в шарнирах является
линейным по координатам  таким образом, что

(7.1)

обобщенная сила  есть управление, , подлежащее определению.

Пусть ,  есть заданное положение манипулятора, создаваемое управле-
нием

(7.2)

Введем возмущения  и рассмотрим задачу нахождения управляющих

воздействий  без измерения скоростей, обеспечивающих стабилизацию
положения , .

Уравнения возмущенного движения могут быть представлены в виде

(7.3)

Выберем управляющее воздействие в виде

(7.4)

где , , , , ,  ( )
есть обратимая функция, выбираемая из условия эффективности управления.

Введем функционал
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Для производной функционала (7.5) в силу уравнений движения (7.3) имеем

(7.7)

В соответствии с теоремой имеем следующий результат.
Утверждение 7.1. Пусть управление (7.4) таково, что:

1)  ;
2) функция  является определенно-положительной, при этом

Тогда управление (7.4) решает задачу о стабилизации заданного положения ,

 манипулятора.
Заметим, что потенциальная энергия  системы представляет собой функ-

цию периодическую по , , …, . Поэтому значения , , …,  и функция
 могут быть выбраны так, что  при . Соответственно, имеет

место утверждение о глобальной равномерной стабилизации.
Пусть координаты  манипулятора являются позиционными, а

 – циклическими, так что кинетическая энергия  и потенциальная
энергия не зависят явно от , соответствующие обобщенные силы равны
нулю.

Следуя [59], переобозначим координаты и введем импульсы, соответствующие
циклическим координатам

В обозначениях из [59] имеем следующие уравнения движения

(7.8)

где

Из уравнений (7.8) находим, что при управлении

(7.9)

система имеет стационарное движение

(7.10)
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Введем возмущения , . Выберем управляющие воздействия в
виде

(7.11)

где , , , ;  ( )

есть обратимая функция,  – положительно определенная матрица.
Введем функционал

(7.12)

Для производной функционала (7.12) в силу уравнений движения (7.8) находим

В соответствии с теоремой 4.2 имеем следующий результат.
Утверждение 7.2. Пусть управляющее и вязкоупругое воздействия (7.9) и (7.11) тако-

вы, что:

1)  при ;
2) функция  является определенно положительной по , при этом

Тогда имеет место стабилизация заданного стационарного движения , ,

 манипулятора. Подбором , ,  и функции  может быть достиг-
нута глобальная равномерная стабилизация.

8. Стабилизация программного положения пятизвенного робота-манипулятора. В этом
разделе представлено численное моделирование управляемого движения многозвен-
ного робота-манипулятора с пятью степенями свободы (см. рис. 1). Робот имеет один
призматический и четыре вращательных шарнира.

Каждое звено манипулятора представлено в виде твердого тела. Кинематические
пары манипулятора считаются однозвенными, их геометрические центры обозначены
символом  ( ). Центры масс  ( ) звеньев лежат на осях

, оси  ( ) – оси симметрии звеньев. Первое базовое звено вер-
тикальное, оно вращается вокруг , угол поворота равен . Вторая кинематическая
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Рис. 1.

�1

�2 �5

�4

d3
пара позволяет вращать второе звено вокруг горизонтальной оси, проходящей через .
Третья кинематическая пара допускает прямолинейное движение третьего звена по
линии  ( ). Введем обозначение смещения третьего звена .
Четвертое звено может вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через , с
углом поворота . Пятое звено, моделирующее захват, может вращаться вокруг ,
его угол поворота обозначается . Будем считать, что центры масс  звеньев лежат
на осях  и эти оси являются осями симметрии соответствующих звеньев
( ). Введем главные центральные оси  звеньев. Будем счи-
тать, что для звеньев 1 и 5 оси  и  являются осями симметрии. Для звеньев 2, 3
и 4 такими осями являются ,  и  соответственно. Предположим, что оси

,  и  горизонтальны. Массы звеньев обозначим через  ( ), а

их основные центральные моменты инерции обозначим через ,  и . Соответ-

ственно, имеем , , , , . Введем длины
, ,  и .

Используя теорему Кенига, можно найти кинетическую энергию  каждого звена
 как кинетическую энергию абсолютно твердого тела.
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Кинетическая энергия манипулятора имеет вид

Потенциальная энергия манипулятора выражается в виде

Массоинерционные параметры робота выбраны следующими

Программное положение робота выбрано следующим

(8.1)

Расчеты проведены при следующих начальных отклонениях от программного по-
ложения

(8.2)

На рис. 2–6 представлены результаты численного моделирования процесса управ-
ления манипулятором, показывающие зависимости от времени углов поворота и ли-
нейного смещения его звеньев.

Заключение. В работе проведено развитие метода функционалов Ляпунова в иссле-
довании устойчивости неавтономного нелинейного интегро-дифференциального
уравнения с бесконечным запаздыванием. Выводятся качественные свойства реше-
ния такого уравнения типа свойства инвариантности положительного предельного
множества решения динамической системы. Доказана теорема о локализации поло-
жительного предельного множества ограниченного решения в предположении суще-
ствования функционала Ляпунова, имеющего знакопостоянную производную. Этот
результат можно определить как принцип квазиинвариантности для исследуемого
уравнения. Доказаны теоремы об асимптотической устойчивости нулевого решения
по всем и части переменных при указанном выше предположении. Доказанные теоре-
мы позволили определить достаточные условия предельных свойств движений голо-
номной механической системы с линейной эредитарностью. Решена задача о стаби-
лизации положений равновесия и стационарных движений манипулятора с цилин-
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Рис. 2.
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дрическим и сферическим шарнирами. Периодичность уравнений движения по
обобщенным координатам позволяет вывести условия глобальной стабилизации.
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Рис. 4.
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Решена задача о стабилизации заданного положения пятизвенного манипулятора с
цилиндрическими и призматическим шарнирами. Представлены результаты числен-
ного моделирования процесса стабилизации.
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Рис. 6.
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Lyapunov Functional Method in the Stability Problem of Volterra Integro-Differentia
l Equations with Infinite Delay
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The paper considers the stability problem for a non-autonomous nonlinear integro-differen-
tial equation of Volterra type with infinite delay. The development of the Lyapunov func-
tional method is carried out in both the limiting behavior study of a bounded solution as well
as the asymptotic stability of the zero solution in all and some of the variables under the as-
sumption of the corresponding Lyapunov functional existence with a semidefinite time de-
rivative. The problems on the study of the limiting properties of the motion for a mechanical
system with linear heredity as well as the stationary motion stabilization of a manipulator
with viscoelastic cylindrical and spherical joints are solved. The control problem of a five-
link robot manipulator is solved taking into account the viscoelasticity of its joints.

Keywords: Volterra integro-differential equations, stability, Lyapunov functional, mechanical
system with viscoelastic elements, manipulator, control
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