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Рассматривается осциллятор с двумя степенями свободы, возбуждаемый сухим тре-
нием. Система состоит из двух масс, соединенных линейными пружинами. Вторая
масса контактирует с приводным ремнем, движущимся с постоянной скоростью, и
может сталкиваться с упругим упором. Между этой массой и ремнем действуют силы
трения с кулоновскими характеристиками. Обнаружено несколько периодических
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1. Введение. В технических приложениях часто встречаются негладкие динами-
ческие системы, примерами которых являются осцилляторы с сухим трением или
вибрационные системы с зазором между движущимися частями. Негладкие систе-
мы сложны, и их обычно моделируют как системы материальных точек, соединен-
ных пружинами. Такие системы были предметом многих исследований, в основ-
ном, в случае систем с одной степенью свободы [1–4]. Для систем с несколькими
степенями свободы, в основном, используются численные методы [5–7]. В [8] пе-
риодические движения для систем с двумя степенями свободы с упругим ограни-
чителем, получены в аналитическом виде. В [9] приведено аналитическое исследо-
вание поведения двойного осциллятора с сухим трением. Данная работа является
продолжением работы [10], в которой исследовался двойной осциллятор с сухим
трением при наличии жесткого ограничителя. В этой статье предполагается мягкое
столкновение с ограничителем. Найдено несколько периодических движений, в
том числе с ударами об упругий ограничитель.

2. Постановка задачи. Система (рис. 1) состоит из двух масс ( ), соединен-
ных линейными пружинами ( ). Вторая масса находится в контакте с привод-
ным ремнем, движущимся с постоянной скоростью . Между массой  и ремнем
действует сила трения .

Перемещение  второй массы ограничивается наличием упругого упора. Когда
 превышает зазор, происходит контакт массы с ограничителем и возникает вос-

станавливающая сила, пропорциональная жесткости пружины . Движение ос-
циллятора с двумя степенями свободы описывается системой уравнений
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Рис. 1. Осциллятор с сухим трением.
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Здесь  обозначают перемещения масс.
Восстанавливающая сила  определяется соотношениями

(2.2)

где  – величина зазора.
Сила трения  определяется из законов Кулона

(2.3)

(2.4)

где  – сила трения покоя,  – сила трения скольжения ( ).
Динамика такого осциллятора разнообразна и может включать фазы покоя и сколь-

жения (stick–slip) без контакта с ограничителем (свободное движение) и с контактом с
ограничителем (ограниченное движение). Для каждого вида движений можно полу-
чить решение в замкнутой форме.

3. Движения без контакта с ограничителем ( ). Движение с трением скольжения
второй массы при . Решение получается из модального анализа уравнения (2.1),
где , :
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(2 × 2)-матрицы   получаются в аналитическом виде [9]

(3.2)

Движение с трением скольжения второй массы при  (с превышением скорости
ремня). Решение выводится из модального анализа уравнений (2.1), где :

(3.3)

Движение с трением покоя второй массы, . Это движение определяется урав-
нениями

(3.4)

Решение получено в аналитическом виде [9]:

(3.5)

(2 × 2)-матрицы   получены из модального анализа (2.4). Более того,
при всех такого рода колебаниях выполняется неравенство

(3.6)

4. Движения с контактом с ограничителем ( ). Движение с трением скольжения
второй массы при . Решение выводится из модального анализа (2.1), где ,

:
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Движение с трением скольжения второй массы при  (с превышением скорости

ремня). Решение выводится из модального анализа уравнений (2.1), где ,
:
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Движение с трением покоя второй массы, . Движение определяется уравнени-
ями (3.4). Решение получается из (3.5). Во время покоя выполняется неравенство

(4.3)
Далее будет получено в аналитической форме несколько видов периодических дви-

жений с выходом на контакт с ограничителем и с фазами скольжения и покоя.
5. Движения первого вида с контактом с ограничителем. Предположим, что при 

(5.1)

При  происходит удар, при  система совершает движение в силу уравне-
ний (4.1), при , ,  и при , происходит движение без контакта
с ограничителем, определяемое уравнением

(5.2)
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Принимая во внимание следующее свойство матриц , 
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Рис. 2. Фазовый портрет не сталкивающейся массы.
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(5.11)

получим

(5.12)
Из (5.9), (5.12) следует

(5.13)

Периодическое движение зависит от пяти параметров ( ), определяемых
четырьмя скалярными уравнениями, которые выводятся из уравнений (5.7), (5.10), (5.13):

(5.14)

Отсюда следует, что, как и в [10], три параметра ( ) могут быть определены
из (5.14) в зависимости от периода .

Пример
Для , , , , , , получаем:

Фазовые портреты движения масс  представлены на рис. 2, 3. Сплошнная ли-
ния соответствует движению в контакте с ограничителем, точечная линия соответ-
ствует свободному движению без контакта с ограничителем.

6. Движения второго вида с контактом с ограничителем. Предположим, что при :

(6.1)

При , система совершает движение в силу уравнений (3.5) в фазе покоя
второй массы без контакта с ограничителем ( , ). Предположим, что

(6.2)

iL ( = 1,2,3)i

− −2
1 2 3 = 0, = , ( , = 1,2,3)i j j iL I L L L L L L i j

+ − − +1 0 2 0( )( ) ( ) = 0' 'B BL I z z L z z

+
≠ − +

+ −
1 2

0 0
1 2

det 0, = 0, = 0' 'B B
H I H

if z z z z
L I L

τ τ01 01 02 1, , , ,' 'x x x

− −

− + +

1 0 2 0

1 0 0 2 0

( ) = 0'

( )( ) = 0'

H I z H z

L I z f L z

01 01 02, ,' 'x x x
τ + τ1=T

η = 1 = 0.7k χ = 0.3 = 1su = 4V = 1b

τ τ

−

−

1

10 10

20 20

= 4.2, = 4.39

= 0.9977, = 1.2357'

= 3.7619, = 1.8754'

z z

z z

1 2,m m

= 0t

20 20< , ='x b x V

τ0 < <t

2 ='x V 2 <x b

≡ τ χ − ≡ τ2 2 2 1 1 1( ) = , < , ( )B B B r Bx x b x x u x x



499ОСЦИЛЛЯТОР С СУХИМ ТРЕНИЕМ И УПРУГИМ ОГРАНИЧИТЕЛЕМ

Рис. 3. Фазовый портрет сталкивающейся массы.
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При , вторая масса покоится на ленте и находится в контакте с ограни-
чителем. Движение определяется уравнением

(6.3)

Во время этого движения выполняется неравенство

(6.4)

Фаза покоя прекращается, когда ,  (4.5).
При  ( ) имеем фазу скольжения с контактом второй массы с

ограничителем ( )

(6.5)

Это движение заканчивается в момент , при выполнении условий

(6.6)

При , система находится в фазе скольжения без контакта с огра-
ничителем ( )

(6.7)

Периодическое движение с периодом  получается, если
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лярными уравнениями, выводимыми из (6.1), (6.6), (4.8).
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Из фазовых портретов движения масс , показанных на рис. 4, 5, видно, что
ограничения (3.6) и (6.4) выполняются в процессе движения в фазе покоя.

Заключительные замечания. В данной работе найдено несколько периодических
движений двойного осциллятора с сухим трением и упругим ограничителем. Эти дви-
жения включают несколько фаз трения скольжения и трения покоя. Другие движения
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Рис. 4. Фазовый портрет первой массы.
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Рис. 5. Фазовый портрет второй массы.
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с фазами превышения второй массой скорости приводного ремня с последующими
фазами скольжения, покоя и контакта с ограничителем предполагается исследовать в
следующих работах.
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Собственные частоты  являются корнями характеристического уравнения

Собственные векторы   определяются как  .
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A two-degrees of freedom oscillator excited by dry friction is considered. The system consists
of two masses  connected by linear springs. The second mass is in contact with a driv-
ing belt moving at a constant velocity and can collide with an elastic stop. Friction forces,
with Coulomb’s characteristics, act between the mass and the belt. Several periodic orbits
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