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Изложена приближенная теория стационарного осесимметричного ламинарного те-
чения вязкой несжимаемой жидкости в начальном участке круглой трубы. Она дает
расчетные значения разных физических характеристик устанавливающегося тече-
ния, совпадающие в пределах ±2% с известными ранее расчетными и эксперимен-
тальными данными. Вместо традиционного применения для всей длины начального
участка уравнения Бернулли, в представленной работе для определения величины
давления используется уравнение среднего по сечению трубы осевого градиента дав-
ления.
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1. Введение. Важная в научном и практическом отношениях проблема установле-
ния течения Пуазейля в трубах имеет более чем вековую историю. Первым задачу о
движении вязкой жидкости в начальном участке круглой трубы приближенно решил в
1891 году Буссинеск. Ему удалось довольно точно найти (судя по [1], c. 232) длину на-
чального участка , где а – радиус трубы, Rea – число Рейнольдса по ра-
диусу. Затем задачу решали (также приближенно) Л. Шиллер и С.М. Тарг [1–3]. Боль-
шое значение имели экспериментальные исследования, прежде всего, самого Пуазей-
ля (и его предшественника Гагена) [4], классические измерения Никурадзе [5], а
также многочисленные и весьма тщательные измерения течения по капиллярам раз-
ных жидкостей при разных температурах [6]. В наше время, с развитием вычислитель-
ной техники пришла возможность выполнять математические эксперименты, т.е. ре-
шать задачи численно. В кратком, но емком обзоре исследований по обсуждаемой
проблеме [7], отмечено неудовлетворительное состояние вопроса: так, длины началь-
ного участка, найденные разными авторами, отличаются в три раза; даже полученные
численно длины разнятся более чем на 20%.

В отечественной литературе по гидравлике за 1956–2016 гг. – в монографиях, спра-
вочниках, учебниках, справочных и учебных пособиях, конспектах лекций – для дли-
ны L начального участка чаще всего приводят формулу Л. Шиллера, что, вообще гово-
ря, неверно, поскольку она выведена в рамках теории, пригодной лишь для первой
четверти начального участка, не дает необходимого асимптотического стремления с
расстоянием относительной скорости по оси трубы к 2, что наглядно подтверждает
рис. 3, где кривая Шиллера на некотором расстоянии упирается в уровень 2. Это рас-

= 0.2445 ReaL a
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Рис. 1. Схема ламинарного течения вязкой жидкости в начальном участке L круглой трубы.
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стояние и считают, по недоразумению, длиной начального участка. В мировой же ли-
тературе чаще ссылаются на Буссинеска, а в последнее время – на новые, более точ-
ные численные результаты. Так, в [7] для  найдено: , что для
ньютоновских жидкостей подтверждено в [8]. Близкое значение для Rea > 100 (0.2248)
получено ранее в [9]. Но в работе [10] аналогичный численный результат для Rea > 250
(0.2181) на 4% меньше.

2. Нулевое приближение. Из уравнения Навье–Стокса и уравнения непрерывности

при , ,  имеем ([11], с. 76):

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Здесь ,  – осевая и радиальная скорости частиц жидкости в потоке;  –
давление;  – плотность жидкости;  – ее кинематическая вязкость;

– вязкость. На входе в трубу  скорость потока считаем однородной, т.е.
 =  = const. Далее благодаря вязкости жидкости на стенках трубы образуется и

развивается пограничный слой, толщина которого  постепенно увеличивается от
нуля  до , где  – длина начального участка, как показано на рис. 1.
Центральные части сечений начального участка трубы заполнены внешним (по отно-
шению к пограничному слою) потоком, называемым ядром течения с неизменной в
каждом сечении скоростью. При  в трубе устанавливается течение Пуазейля с
параболическим профилем скоростей [11, с. 82]:

(2.4)
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Так обычно (вслед за Л. Прандтлем [5], c. 34) представляют качественную картину
течения в начальном участке трубы.

С помощью уравнений (2.1) и (2.3) найдем среднее по площади  сечения
трубы значение осевой компоненты градиента давления ([3], с. 358, (2.7)):

(2.5)

Выражение (2.5) – следствие уравнений движения, полученное без разделения тече-
ния на центральную область (ядро) и пограничный слой.

Обозначим через  скорость в ядре течения на оси трубы:

С учетом (2.4) имеем:

Поэтому вдоль трубы скорость заметно изменяется на расстоянии , т.е.

(2.6)

В пределах пограничного слоя  ≈ . По опыту L обычно составляет
десятки и более калибров трубы, и всегда можно считать

Как далее станет ясно (см. (3.28)), второе неравенство эквивалентно требованию
. Тогда из уравнения непрерывности (2.3) и уравнений (2.1), (2.2), соответ-

ственно, следует:
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Это дает возможность упростить исходную систему уравнений (2.1)–(2.3):
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Согласно (2.7) и (2.8) зависимостью давления от радиальной переменной  во всех
сечениях вдоль трубы следует пренебречь и считать

(2.11)

Для пограничного слоя удобно вместо  ввести поперечную координату .
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(2.12)

= π 2S a

=

∂ ∂ρ μ∂ ∂= = − +
∂ ∂ ∂ ∂ 2

0

4 21
a

x x
x

r aS

V VP PdS rV dr
x S x x a ra

( )V x

= ≤ ≤,( ) ( )0 , 0xV x V x x L

≤ ≤0 0( 2)V V x V

~x L

∂ ≈ ≈ =
∂

0( ) constx VV V x
Lx L

∂ ∂xV r δ( ) ( )V x x

δ ≤ �( )x a L

�Re 4a

� �

0
1  ~ , или r

r
aV V V V

VL

∂ ∂ δ ∂ ≈ =
∂ ∂ ∂

∼ � 1, или , ( )
P r P dP P P x
P x L x dx

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + = ν + ∂ ∂ ρ ∂∂ 

2

2
1 1x x x x

x r
V V V VdPV V
x r dx r rr

( ) ( )∂ ∂
+ =

∂ ∂
0x rrV rV

x r
r

∂ =
∂
P dP
x dx

r = −y a r
( ),xV x r

( ) ( ) ( )
( )

= η η =
δ

, , ,x
yV x y V x f
x



604 КАЗАКОВ
где профили скоростей во всех сечениях пограничного слоя определяет задаваемая
подходящим образом функция , а функции  и  предстоит найти. Для слоя
конечной толщины функция  должна удовлетворять условиям:

(2.13)

Эти условия вытекают из физической сути пограничного слоя.
Подставив (2.12) в (2.5), используя соотношения
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и, учитывая (2.11), найдем:
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очень хорошо передает распределение скоростей…” (([2], с. 62), ([5], с. 35)) лишь в
первой четверти начального участка и дает заниженное вдвое значение его длины L
(см. рис. 3).

Согласно (2.20) и (2.22) должно выполняться условие  = 0. За пределами на-

чального участка трубы, где уже установилось течение Пуазейля, , , Vr = 0,
,  и, следовательно, по (2.16) и (2.17) . Согласно (2.1), (2.4),

(2.20), (2.21) здесь:
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Условиям (2.13), (2.24) удовлетворяет параболический профиль (([5], с. 34), ([2],

с. 58))
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В нулевом приближении легко найти радиальные скорости течения. Из (2.10) и
(2.14) следует:

(2.32)

Используя (2.15), (2.16), (2.25), найдем:

(2.33)

Подставив это в (2.32) с учетом (2.12), получим:

(2.34)
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При  согласно (2.21) имеем: , , ,  = . Тогда

из (3.5) следует:  =  =  =  ч.т.д.

Исключим из уравнения (3.1) величины  и  с помощью соотношений (3.5) и
(2.32) и учтем (3.3), (3.4). Проинтегрировав обе части полученного уравнения по ,
найдем:

(3.6)

Первое приближение к искомому профилю скорости  получим, подставив
в правую часть (3.6) функцию нулевого приближения (2.12) и перейдя к перемен-
ным (2.29), (2.27)  и :

(3.7)

Последнее слагаемое здесь имеет “кубический” профиль , который по
мере роста этого слагаемого с ростом  будет несколько “скруглять” края плоской ча-
сти ядра течения, придавая пограничному слою асимптотические черты так, что для
первого приближения в отличие от (2.13)

Поэтому только на оси трубы ( , ) будет верным условие

как и в случае асимптотического пограничного слоя, например, при начальном про-
филе Блазиуса для пластины ([12], с. 29).
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Подставив в (3.7) исходный параболический профиль (2.25), вычислив для него по
формулам (2.19) входящие в  (2.21) постоянные

(3.8)

и по результатам интегрирования, найдем первое приближение для функции  в
переменных

(3.9)

(3.10)

где

(3.11)

(3.12)

(3.13)

При   из (3.13) и (3.12) следует:

(3.14)

Выразив в (3.13)  через  из (3.14), получим:

(3.15)

Приравняв (3.14) и (2.21) с учетом (2.24), (3.8), найдем соотношение между пара-
метрами  и , соответствующее первому приближению:

(3.16)
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Вычисляя по (3.12)

и учитывая (3.14), получим:

(3.17)

Найденные соотношения первого приближения (3.16), (3.17) и точное выражение (2.30)
составляют систему уравнений для определения неизвестных функций  (или

(3.11)), , . Исключив из нее  и , для  получим дифференциальное
уравнение

(3.18)

где ,  – известные полиномы. Уравнение (3.18) – уравнение Абеля второго
рода ([13], с. 48, п. 4.11(б)). Его приближенное решение найдем сначала, для гранич-
ных условий , , а затем вычисляя по (3.18) наклоны интегральной кри-
вой  в начальной и конечной точках и применяя метод последовательных прибли-
жений [13, с. 23], найдем:
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Приближенное решение (3.19) уравнения (3.18) хорошо удовлетворяет последнему:
значения , вычисленные по (3.19), (3.20), а также при подстановке функции (3.19)
в правую часть уравнения (3.18), разнятся менее чем на 0.27%.
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Рис. 2. Относительная толщина  пограничного слоя в начальном участке трубы, .
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(3.26)

– число Рейнольдса.
В (3.25) разложение правой части начинается с квадратичного члена, как это и

должно быть в силу того, что при 

Отсюда для самого начала трубы имеем:

(3.27)

что совпадает с оценкой толщины пограничного слоя на пластине в задаче Блазиуса
([12], с. 32). При  из (3.25) следует:

Графическое представление относительной толщины пограничного слоя вдоль на-
чального участка (пунктир на рис. 1) дает рис. 2, где показана зависимость ,

, соответствующая уравнению (3.25).
Длину  начального участка трубы, следуя Прандтлю ([1], с. 225), определим усло-

вием  =  Согласно (3.19) этому соответствует значение . То-
гда по (3.25) найдем:

(3.28)

Эта величина меньше, чем дает формула Буссинеска  (([5], с. 36), ([14],
с. 164)), заметно больше расчетных значений Л. Шиллера ( , ([2], с. 60))
и С.М. Тарга ( , ([1], с. 248)) и почти совпадает с численным результатом
работы [7] .
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Рис. 3. Зависимость осевых скоростей  на начальном участке круглой трубы при ламинарном

течении вязкой жидкости от : • • • • – экспериментальные кривые Никурадзе; – – – теория

Буссинеска; ×××× – теория Шиллера;  – расчет по формулам (3.10), (3.15) с учетом (3.14), (3.19)–(3.23).
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Теперь, зная ,  и , можем вычислить по формулам первого приближе-
ния (3.9)–(3.15) осевую скорость жидкости в сечениях трубы. При этом найдем, что,

поскольку при  , , , ,  → , то

т.е. на больших расстояниях x > L течение переходит в течение Пуазейля.
Далее вычислим распределение удельного трения жидкости о стенки начального

участка трубы. Согласно (3.2), (2.14), (3.9)–(3.12), (3.14)

При , учитывая (3.24) и (3.27), получим:

что лишь на 1.8% превышает результат Блазиуса для пластины ([12], с. 29). При 

как и должно быть для течения Пуазейля. 

( )εV ( )λ ε ( )ζ ε

>x L ε → 1 ( )λ ε → 0 ( )ζ ε → 0 η → −1 r
a

( )εV 02V

( ) ( ) ( )    ∞ = − − + + − = −    
    

2 3 2
0

03 2
2 2 2, 1 1 2 1 ,

3 3 3x
V r r r rV r V

r a a a a a

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }μ ε
τ = ε − ε + λ ε − ε + ε + ζ ε − ε + ε

ε
2 2 23 49 113 2 1 413

5 60 420 15 3 210
V
a

ε � 1

μ ρμτ = =
δ

3
0 012 0.3381 ,

7 ( )
V V
x x

ε → 1
μτ = 04 ,V
a



612 КАЗАКОВ

Рис. 4. Сравнение приближенных кривых  с численными расчетами:  – расчет по форму-

лам (3.10), (3.15);  – данные работы [10]; × – данные работы [14].
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Рис. 5. Сравнение приближенных кривых  с точными данными работы [10] при малых аргумен-

тах s для r/a = 0 ( ) и r/a = 0.8 ( ).
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Рис. 6. Сравнение приближенных кривых  с точными данными работы [10] при малых аргумен-

тах s для r/a = 0 ( ) и r/a = 0.9 ( ).
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Рисунок 3 демонстрирует степень соответствия расчета по первому приближению (3.10),
(3.15) относительных осевых скоростей  результатам измерений ([5], с. 36,
рис. 13). Совпадение расчета с экспериментом в начале трубы не очень хорошее, что,
видимо, обусловлено наличием “закругления” на входе в трубу, обеспечивающего ла-
минарность течения, но не учитываемого всеми известными теориями, однако, в
дальнейшем расчетные и экспериментальные кривые асимптотически сливаются. По-
казаны также теоретические кривые Буссинеска и Шиллера установления с расстоя-
нием скорости жидкости на оси трубы.

На рис. 4 приведено сравнение рассчитанных по (3.10), (3.15) кривых  с
результатами численных расчетов, взятыми из работ [10, 14]. Почти все расчетные
точки этих работ точно ложатся на соответствующие приближенные кривые. На
рис. 5, 6 показано сравнение  с численными данными работы [10] для малых
значений аргумента s.

Заключение. Развита теория установления течения Гагена–Пуазейля в начальном
участке круглой трубы. Найденная длина начального участка L = 0.2305aRea [15] близ-
ка к современному значению, полученному численным методом [7]. Теория хорошо
объясняет известные экспериментальные результаты И. Никурадзе [5] и подтвержда-
ется численными данными работ [10, 14].
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Laminar Flow of a Viscous Liquid in the Entrance Region of a Circular Pipe
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An approximate theory of stationary axisymmetric laminar flow of a viscous incompressible
fluid in the entrance region of a circular pipe is presented. It gives correct (within ±2%) calcu-
lated values of different physical characteristics of the established flow, which coincide with the
known calculated and experimental data. The success of the theory is largely due to the use of
an exact equation for the average axial pressure gradient over the pipe section, instead of the
usual application for the entire length of the entrance region of the Bernoulli equation.
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