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Предлагается методика расчета неизотермических ламинарных пограничных слоев
на вращающемся в газовой среде диске, основывающаяся на использовании преоб-
разования Дородницына. Приближенный учет нелинейных инерционных членов
выполнен методом Слезкина–Тарга. Показано, что при охлаждении поверхности
диска-торца, вращающегося медленнее внешнего потока, можно не только ослабить
радиальное течение вязкого теплопроводного газа, но и изменить направление ско-
рости потока в пограничном слое на противоположное. Обсуждается возможность
использования полученных результатов для уменьшения маскирующего влияния
торцевых элементов при экспериментальном изучении устойчивости вращательных
потоков, а также для управления циркуляционными потоками в замкнутых системах.
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1. Введение. В последние годы значительный интерес исследователей вызывают
вращательные движения газообразных сред. Это относится к проблемам геофизиче-
ской гидродинамики [1, 2], изучению конвективных течений в системах с градиентом
температуры [3], разделению изотопов в газовых центрифугах [4–6], вопросам перера-
ботки отработавшего ядерного топлива [7, 8], а также расчетам теплопередачи вблизи
вращающихся тел [9–11]. Особый интерес представляет газодинамика циркуляцион-
ных течений вязкого газа в роторе центробежных аппаратов применительно к процес-
су умножения разделительных эффектов по высоте колонны [12].

Как известно, при вращении сплошных сред в ограниченных торцами или другими
тормозящими элементами системах возникают трехмерные гидродинамические явле-
ния, описываемые с помощью нелинейных гидродинамических уравнений [13]. Если
рассматривать движение среды в прямом круговом вращающемся цилиндре при нали-
чии тормозящей крышки или другого элемента (например, газоотборника в газовой
центрифуге), то на первый взгляд представляется, что при выполнении условия

 (где  – длина системы,  – ее радиус) момент сил трения газа о торец зна-
чительно меньше раскручивающего момента сил на дне и вблизи боковой поверхно-
сти цилиндра, в результате чего торцевым торможением вращательного течения мож-
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но пренебречь и считать вращение газа в основном объеме подобным вращению твер-
дого тела с угловой скоростью цилиндра. Однако, эти представления, как следует из
детального рассмотрения взаимодействия вращательного потока с неподвижными
торцевыми поверхностями, являются весьма приближенными. Оказывается, что на
неподвижных торцевых поверхностях образуются очень тонкие пограничные слои и,
как следствие, большие осевые градиенты азимутальной скорости, в результате чего
сильное вязкое торможение основного вращательного потока изменяет азимутальную
скорость течения в основном объеме даже при большом отношении длины системы 
к ее радиусу .

Эффективное использование газовой центрифуги невозможно без создания проти-
вотока тяжелой и легкой фракций, что может осуществляться механическим спосо-
бом, предполагающим использование приторцевых элементов, тормозящих враща-
тельный поток [5]. При этом в основном объеме устройства возбуждается сложное
трехмерное движение газовой среды, представляющее собой квазитвердое вращение с
некоторой угловой скоростью, отличной от скорости вращения ротора, на которое на-
ложено вторичное осевое течение. Отметим, что термин квазитвердое относится толь-
ко к ядру потока и представляет собой описание вращения газа как твердого тела при
наличии равномерного осевого потока. Численные расчеты газодинамики таких пото-
ков сталкиваются с трудностями в силу необходимости расчета очень тонких погра-
ничных слоев на торцах. Поэтому для приближенных оценок исследователи прибега-
ют к упрощенному моделированию, заменяя тормозящий элемент дисковой поверх-
ностью.

Влияние эффектов торможения среды проявляется также при попытках экспери-
ментального изучения устойчивости одномерных вращательных потоков. Поскольку
избежать воздействия торцов в эксперименте практически невозможно и при этом от-
сутствует возможность адекватного сопоставления с теоретическим анализом, иссле-
дование часто сводится к изучению устойчивости довольно сложного трехмерного те-
чения. Один из примеров нежелательного влияния торцов связан с движением газа
между двумя концентрическими вращающимися с различными угловыми скоростями
цилиндрами и возбуждаемой при этом классической неустойчивости Рэлея–Тейлора.
В данном случае тормозящие вращение среды неподвижные торцевые элементы вы-
зывают вторичные циркуляционные потоки, налагающиеся на вихревую циркуляцию
Тейлора.

Физическая причина обсуждаемых выше нелинейных явлений связана с наруше-
нием равновесия центробежных сил и сил, обусловленных градиентом давления в
тонких пограничных слоях. Очевидно, что радиальный градиент давления, обуслов-
ленный вращением всего столба газа, практически не зависит от осевой координаты .
В то же время центробежная сила неоднородна по  вблизи тормозящего элемента,
уменьшаясь к торцу в силу прилипания среды. В результате в пограничном слое газ
движется к оси, а в основном объеме возникает вторичный осевой циркуляционный
поток, налагающийся на измененный вращательный поток. Последнее оказывает
маскирующее влияние на механизм потери устойчивости.

В настоящей работе предлагается метод снижения тормозящего воздействия торцов
и, следовательно, вторичных циркуляционных потоков, за счет принудительного уве-
личения плотности газа при охлаждении твердой неподвижной торцевой поверхно-
сти. С помощью этого же механизма за счет изменения температуры вращающегося
торца можно управлять осевой циркуляцией в газовой центрифуге.

При изучении отмеченных выше явлений возникает проблема расчета гидродина-
мических и тепловых пограничных слоев вблизи вращающегося в неподвижной среде
диска или в условиях вращения среды вблизи неподвижной торцевой поверхности.
При рассмотрении практических задач часто используют аналитические решения,
позволяющие понять суть того или иного процесса и оценить интенсивность гидроди-
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Рис. 1. Схема гидродинамического потока вблизи вращающегося с постоянной угловой скоростью  диска

при наличии внешнего потока . За ,  и  обозначена толщина пограничного слоя, температура диска
и температура во внешнем потоке соответственно.
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намических и тепловых потоков. Сложность аналитического решения этой задачи со-
стоит в необходимости одновременного учета нелинейных инерционных членов в
уравнениях движения и осевого градиента температуры. В газе неоднородность темпе-
ратуры приводит к соответствующему перераспределению плотности. Влияние по-
следнего можно учесть с помощью предложенного А.А. Дородницыным метода [14],
основанного на введении модифицированных осевой координаты и скорости среды.

Отметим, что ниже при изучении неизотермического вращательного течения газа
вблизи протяженного нагретого (охлажденного) диска мы будем использовать авто-
модельное представление, в котором окружная и радиальная скорости пропорцио-
нальны первой степени радиуса. Такой выбор решения подтверждается многочислен-
ными исследованиями, как изотермических задач, так и изучением гидродинамики
вращающихся нагретых дисков, подробный обзор которых дан в [13].

2. Постановка задачи. Рассмотрим трехмерный ламинарный пограничный слой вяз-
кого теплопроводного газа на бесконечно протяженном вращающемся с угловой ско-
ростью  диске при наличии внешнего потока, вращающегося с угловой скоростью .
На рис. 1 показана толщина гидродинамического пограничного слоя , а также темпе-
ратуры  и  диска и внешнего потока соответственно. Отметим, что угловая ско-
рость внешнего потока  может быть как меньше, так и больше . Аналогично тем-
пература во внешнем (рис. 1) потоке  может быть как меньше, так и больше темпера-
туры диска.

На первый взгляд может показаться, что рассмотрение такой задачи для безгранич-
ной области течения не имеет смысла. Однако, при инженерных расчетах, ограничен-
ных боковыми стенками вращательных потоков, решения для безграничного диска
могут быть использованы при анализе характеристик приторцевых пограничных сло-
ев в области невязкого ядра потока [15–17], а также для оценки циркуляции в случае,
когда толщина торцевого пограничного слоя много меньше радиуса системы ( ).
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Предположим, что вязким нагревом можно пренебречь. В дальнейшем мы оценим
условия применимости этого приближения. С учетом зависимости плотности, дина-
мической вязкости и теплопроводности от температуры система уравнений, описыва-
ющая стационарные гидродинамический и тепловой пограничные слои на вращаю-
щемся диске, принимает вид [18]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где ,  и  – радиальная, азимутальная (окружная) и осевая компоненты скорости
сплошной среды;  – коэффициент динамической вязкости,  – коэффициент
теплопроводности, ρ – плотность,  – давление,  – температура.

Система (2.1)–(2.4) не содержит уравнения движения в проекции на ось , так как
последнее служит лишь для определения слабой зависимости давления от осевой ко-
ординаты в пограничном слое [13]. К системе уравнений (2.1)–(2.4) следует добавить
уравнение состояния в виде

, (2.5)

где  – молярная масса,  – универсальная газовая постоянная.
Рассмотрим задачу в приближении малого изменения плотности газа по радиусу,

когда выполняется неравенство
(2.6)

где  – безразмерный параметр сжимаемости,  – характерное значение
азимутальной скорости газа,  – наиболее вероятная скорость молекул.

Отметим, что в ранее использованном [16] линеаризованном подходе при анализе
инерционных членов в уравнениях Навье–Стокса учитывался только третий центро-
бежный член в левой части уравнения (2.1), а в (2.2) силами инерции пренебрегалось
совсем. В рамках развитого далее подхода учитываются все нелинейные члены в левых
частях уравнений (2.1) и (2.2).

Предположим, что температура газа не зависит от радиальной координаты, что на-
ходится в соответствии с пренебрежением вязким нагревом в уравнении энергии (2.4).
Теплоемкость газа полагаем независящей от температуры. Систему уравнений (2.1)–
(2.4) будем решать при следующих граничных условиях, учитывающих условие при-
липания на твердой поверхности:

 (2.7)

(2.8)
Отметим, что впервые автомодельное решение для бесконечно протяженного диска

в неподвижной среде в случае изотермического течения несжимаемой жидкости было
предложено Карманом [19]. Оно сводится к решению системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений движения сплошной среды при постоянстве температуры в
пространстве, когда центробежные силы отбрасывают среду к периферии, чему пре-
пятствуют силы вязкости в слое вблизи поверхности диска. При этом предполагалось,
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что плотность среды не изменяется в пространстве. В настоящей работе рассмотрена
неизотермическая задача, когда температура диска отличается от температуры среды
внешнего вращающегося потока. В этом случае к системе уравнений динамики необ-
ходимо добавить уравнение энергии. Кроме того, учитывается зависимость вязкости и
теплопроводности газовой среды от температуры, а также изменение плотности газа,
связанное с изменением температуры. Следует отметить, что в данной постановке фи-
зические явления описываются решениями Бириха–Остроумова [20]. Отличие заклю-
чается лишь в том, что роль центробежных сил играют силы тяжести.

3. Решение автомодельной задачи. Введем преобразование А.А. Дородницина и пре-
образованную осевую компоненту скорости  [14]

(3.1)

(3.2)
Будем искать решение в виде

(3.3)
причем коэффициенты динамической вязкости и теплопроводности изменяются про-
порционально первой степени температуры, то есть ,  [21].
Здесь  и  – коэффициенты динамической вязкости и теплопроводности среды во
внешнем потоке. Учтем, что внешний поток вращается с постоянной угловой скоро-
стью  и имеет плотность , а в пограничном слое выполняется следующее усло-
вие [13, 15]

(3.4)

Поскольку сила, связанная с градиентом давления и действующая на элемент объема
газа в пограничном слое, направлена к оси вращения и зависит от плотности во внеш-
нем потоке  и угловой скорости , а центробежная сила, направленная к перифе-
рии, определяется осевыми распределениями плотности  и азимутальной скоро-
сти , возникает возможность изменения интенсивности и направления циркуля-
ции не только за счет изменения , но и варьированием теплофизических параметров
задачи. Используя методику расчета [16], в основе которой лежит сведение уравнений
пограничного слоя в частных производных к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, получим следующую систему уравнений

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

где ,  и  – коэффициенты температуропроводности и
кинематической вязкости во внешнем потоке соответственно, штрих означает диффе-
ренцирование по переменной .

Для получения аналитического решения системы (3.5)–(3.8) воспользуемся при-
ближенным методом усреднения нелинейных инерционных членов по толщине по-
граничного слоя  [22] с использованием условия прилипания среды на твердых по-
верхностях и приближенных граничных условий Тарга

(3.9)
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(3.10)

Существенными моментом при получении решения в рамках модели Тарга является
условие исчезновения осевого градиента азимутальной скорости среды на внешней
границе пограничного слоя.

Проведем усреднение нелинейных инерционных членов в уравнениях (3.5) и (3.6),
а также осевой скорости в конвективном члене уравнения энергии (3.8) по толщине
пограничного слоя

(3.11)

(3.12)

(3.13)

где  и  постоянные, подлежащие определению.
После несложного интегрирования по частям с учетом граничных условий (3.9) и

(3.10) соотношения (3.11), (3.12) принимают вид

(3.14)

(3.15)

Используя введенные обозначения, уравнения движения и энергии запишем в форме

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Введем новые переменные ,  и , ,
 = .

Отметим, что в уравнение (3.18) входит величина , зависящая от усредненной по
толщине слоя осевой компоненты скорости. Это позволяет исследовать взаимное
влияние гидродинамики и теплопереноса. Первоначально находится решение уравне-
ния (3.18), в которое входит неизвестная пока величина . Это решение используется
при интегрировании уравнения (3.16).

Решение системы (3.16)–(3.18) при  имеет вид

(3.19)

(3.20)
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(3.21)

где , , , а величины , , B и  опреде-
ляются из решения системы трех уравнений, полученных с использованием (3.14),
(3.15), граничного условия для производной азимутальной компоненты скорости на

внешней границе слоя и уравнения усреднения осевой скорости 

(3.22)

(3.23)

(3.24)

где

В отсутствие осевого градиента температуры ( ,  решение совпадает с ре-
зультатом [22].

Отметим, что если не учитывать изменения плотности с координатой  ( , рав-
ные температуры на поверхности диска и во внешнем потоке), направление течения в
пограничном слое на диске меняет знак в зависимости от того, больше или меньше
единицы величина параметра . При  (диск вращается быстрее внешне-
го потока) центробежная сила превосходит радиальный градиент давления и течение
направлено к периферии, а радиальный поток положителен. Если диск вращается
медленнее внешнего потока ( ) или покоится (  сила, связанная с градиен-
том давления, по абсолютной величине превышает центробежную и течение вблизи
диска направлено к оси [13]. Это обстоятельство приводит к тому, что при попытках
экспериментального наблюдения неустойчивости Рэлея–Тейлора, а также других
возможных неустойчивостей вращающейся среды [23–25] возникают трудности, свя-
занные с действием торцевых поверхностей лабораторных устройств в силу измене-
ния характера течения от одномерного к трехмерному. Достаточно отметить, что в [26]
для наблюдения неустойчивости одномерного потока с характерным для безгранич-
ных по высоте вращающихся цилиндров профилем азимутальной скорости использо-
валась установка с очень большим отношением L/R. Ниже выполненные оценки по-
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казывают, что уменьшая температуру тормозящих торцевых поверхностей можно из-
бежать или существенно подавить нежелательные трехмерные явления, связанные с
циркуляцией, а также регулировать эти потоки при реально достижимых параметрах
газовой среды и отношений температур .

Оценим погрешность метода усреднения нелинейных инерционных членов по тол-
щине пограничного слоя путем сравнения с известными точными результатами. Рас-
смотрим, например, изотермический случай диска, вращающегося в неподвижной
среде. Приближенное решение для гидродинамических параметров согласно (3.19) и
(3.20) при этом принимает вид

(3.25)

(3.26)

, (3.27)

где , .
Введем коэффициент момента сил сопротивления диска

(3.28)

где  – момент сил сопротивления. Сравним ре-

зультаты для коэффициента момента сил сопротивления диска, смачиваемого с двух

сторон, полученного приближенным методом усреднения Тарга  с точным числен-
ным значением  для рассматриваемого частного случая. Используя (3.26), найдем

(3.29)

где  – число Рейнольдса. При этом точное значение коэффициента со-
противления, полученное в результате численных расчетов [19, 22], равно CM =

= . Как видно результат отличается на 7%. Аналогично, соответствующие

значения осевой компоненты скорости на большом удалении от диска равны:  =

=  =  и  =  [22].

4. Результаты расчета. Рассмотрим сначала более подробно случай, когда газ враща-
ется быстрее диска ( ). Если осевой градиент температуры отсутствует ( ), то
вторичное течение в пограничном слое направлено к оси, а радиальная компонента
скорости (рис. 2) отрицательна. На рис. 2а показаны характерные профили азимуталь-
ной скорости  и температуры  газа вблизи вращающегося диска. Следует об-
ратить внимание на то, что радиальная скорость среды  в пограничном слое
(рис. 2б) направлена к оси (противоположно радиальному направлению, см. рис. 2б).
Если охлаждать диск, то плотность газа вблизи поверхности диска будет возрастать.
Это будет приводить к увеличению центробежной силы и, следовательно, к уменьше-
нию циркуляционного потока. При сильном охлаждении диска ( ) направление
радиального потока изменяется на обратное. Этот случай проиллюстрирован на
рис. 3. 

На рис. 4 и 5 показаны зависимость рассчитанного параметра k, характеризующего
интенсивность осевого потока, от отношения температур во внешнем потоке и на

n

( )= δ −2 2

2
Af Z Z

( )= − 21g Z

( )= δ −3 2 31 3 2
6

w A Z Z

= −2/15A δ = 7/2

=
ρω2 5

0

,М
MС

R

ϕ

==

∂ ∂= πη = πηω
∂ ∂
v2

00 00

4
R

ZZ

gM r dr
z z

Targ
MС

MC

=Targ 1.8 ,
ReMС

= ρω η2
0Re /R

−⋅ 1/21.935 Re

( )∞v
Targ
z

δ ω η ρ2
0

1 /
6

А − ω η ρ00.953 / ( )∞vz − ω η ρ00.886 /

< 1m = 1n

( )ϕV z ( )T z
( )rV z

> 1n



766 БОРИСЕВИЧ, ПОТАНИН

Рис. 2. Характерные профили азимутальной скорости  и температуры газа  вблизи вращающего-

ся диска.
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Рис. 3. Иллюстрация изменения направления радиального потока при сильном охлаждении диска.
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диске n при  и 2, соответственно. При этом следует иметь в виду, что знак вели-
чины  определяет направление осевой скорости в пограничном слое. Если , то
осевой поток направлен от диска. Если , то имеет место подсос среды к диску.
Следует отметить, что эти два случая в отсутствие градиента температуры ( ) раз-

= 0.8m
k < 0k

> 0k
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Рис. 4. Зависимость величины  от параметра  при более быстром вращении диска, чем внешняя среда.
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Рис. 5. Зависимость величины  от параметра  в случае, если диск вращается медленнее, чем внешняя среда.
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личаются направлениями циркуляции. Это связано с тем, что если среда над диском
вращается медленнее диска ( ), то центробежная сила в пограничном слое пре-
вышает радиальный градиент давления и радиальная скорость направлена к перифе-
рии ( ). При  уже градиент давления превосходит центробежную силу, и на-
правление циркуляции изменяет знак. Как видно из рис. 6, при возрастании парамет-
ра  плотность среды у поверхности диска увеличивается, что позволяет в конечном
итоге изменить знак радиальной скорости на положительный в случае, если в отсут-
ствие градиента температуры он был отрицателен.

Оценим количественно на основании полученных аналитических зависимостей
(3.19)–(3.21) и соотношений (3.22)–(3.24) эффективность процесса регулирования ра-
диальной скорости в пограничном слое и параметр , при котором должна происхо-
дить остановка циркуляционного потока. Для этого определим поток газа в погранич-

= 0.8m

> 0k = 2m

n

crn
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Рис. 6. Зависимости безразмерного потока  от отношения температур во внешнем потоке и

на диске  при различных значениях параметра m.
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ном слое при различных значениях параметров  и . Радиальный поток в по-
граничном слое может быть рассчитан с использованием уравнений (2.3), (3.1) и (3.2)

(4.1)

На рис. 6 показаны результаты расчета безразмерной величины  в за-
висимости от отношения температур во внешнем потоке и на диске  при раз-
личных значениях параметра m. Как следует из приведенных зависимостей, уже при

 должно наблюдаться практически полное торможение циркуляционного
потока. Причем с возрастанием параметра  критическая величина  возрастает. Это
обусловлено тем обстоятельством, что при больших  для преодоления направленной
к оси силы, связанной с радиальным градиентом давления, необходимо увеличивать
центробежную силу в пограничном слое за счет уплотнения газа.

Оценим справедливость пренебрежения вязким нагревом в уравнении энергии (2.4).

Согласно [16], оценим параметр , в котором ,  и  – характерные ве-
личины угловой скорости и температуры среды, а также радиуса. Полагая  ×
× 103 1/c,  K,  м, получим .

Заключение. В работе впервые в аналитической форме с учетом нелинейных инер-
ционных членов в уравнениях движения газа рассмотрено взаимное влияние тепло-
вых и газодинамических процессов в пограничном слое вблизи вращающегося в непо-
движной газовой среде диска при наличии внешнего вращающегося потока. Исследо-
ваны случаи различных значений параметра , характеризующего отношение
угловых скоростей среды и диска. На основе использования преобразования Дород-
ницына в рамках модели конечной толщины пограничного слоя показано, что даже
при величине параметра  варьированием теплового режима можно добиться су-
щественного замедления направленного к оси радиального потока. Этот результат
имеет практическое значение, связанное с уменьшением влияния торцевых поверхно-
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стей на вращение среды в ограниченных объемах. Предложенная методика расчета
может быть также использована при оценках влияния температурных градиентов на
интенсивность циркуляции в центрифуге с механическим возбуждением осевого про-
тивоточного течения.
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Application of the Dorodnitsyn Transformation for Analysis of Heat
and Mass Transfer in Rotating Flows
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It is proposed the method based on the use of the Dorodnitsyn transformation for calcula-
tion of the non-isothermal laminar boundary layers on a disk rotating in a gaseous medium.
An approximate account of the nonlinear inertial terms is performed by Slezkin–Targ meth-
od. It is demonstrated that upon cooling the surface of the disk-end rotating slower than the
external f low, it is possible not only to weaken the radial f low of a viscous heat-conducting
gas, but also to change the direction of the f low velocity in the boundary layer to the oppo-
site one. The possibility of application of the results obtained to reduce the masking effect of
the end elements in the experimental study of the stability of rotational f lows as well as to
control the circulation flows in closed systems are discussed.

Keywords: laminar boundary layer, rotating f low, Dorodnitsyn transformation, temperature
gradient, viscosity, circulation, stability
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