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Рассматривается течение вязкого сжимаемого газа, истекающего из вершины плос-
кого клина. Для случая теплоизолированных стенок установлена возможность по-
строения автомодельных решений при произвольной зависимости коэффициентов
вязкости и теплопроводности от температуры. Полученные аналитические решения
сравниваются с найденными ранее автомодельными решениями при постоянных
коэффициентах переноса. Для течений газа в микродиффузорах проведено сравне-
ние полученных автомодельных решений с результатом эксперимента других авторов.
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1. Введение. Начиная со второй половины 20 века, во всем мире наблюдается повы-
шенный интерес к исследованиям течений жидкости и газа в “микроустройствах”, ко-
торые используются в различных технических изделиях, например в струйных прин-
терах [1–3], а также в целом ряде медицинских и химических технологических про-
цессах, таких как газовая хроматография [4–6]. К такого рода микроустройствам
относятся датчики течения, клапаны регуляризации давления, сепараторы, химиче-
ские датчики и др. Экспериментально и на основе инженерного подхода изучаются [7, 8]
течения в микродиффузорах.

Впервые автомодельные решения уравнений Навье–Стокса для течения вязкого
сжимаемого газа от источника массы в плоских и осесимметричных конических диф-
фузорах теоретически изучались в работах [9–12]. Рассматривается [9] осесимметрич-
ное течение в конусе с непроницаемыми стенками и условием скольжения для скоро-
сти и температуры на стенке. Изучались [10–12] течения в осесимметричных и плос-
ких каналах с массоотводом газа на стенке.

Для несжимаемых течений [13] дано описание широкого класса известных и новых
точных решений уравнений Навье–Стокса, в частности известного решения Джефф-
ри–Гамеля для течения вязкой несжимаемой жидкости в плоском диффузоре.

Рассмотрено [14, 15] течение в клине при условии адиабатической стенки и показа-
но, что автомодельные решения, удовлетворяющие условию сплошной среды, реали-
зуются в каналах с малыми углами раствора. Число Рейнольдса на оси клина при этом
оказывается небольшим, что соответствует течениям сильно разреженного газа либо
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Рис. 1. Схема течения в плоском клине.
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течениям газа в микроканалах при нормальных условиях. Найдены [15] аналитиче-
ские решения для течения в плоском канале с коэффициентами динамической вязко-
сти η и теплопроводности , зависящими от температуры по степенному закону Фро-

ста ( ). Рассмотрено [16] аналогичное автомодельное течение вязкого сжимае-
мого газа от струи (источника импульса), истекающей в область между двумя
расходящимися стенками.

В настоящей работе получено точное автомодельное решение уравнений движения
вязкого теплопроводного газа в плоском клиновидном канале при произвольной за-
висимости коэффициентов переноса от температуры. Найденные аналитические ре-
шения сравниваются с полученными ранее решениями для степенной зависимости
коэффициентов переноса от температуры. Для течений газа в микродиффузорах про-
ведено сравнение полученных автомодельных решений с экспериментом других
авторов.

2. Автомодельные течения. Рассмотрим течение вязкого газа, истекающего из вер-
шины плоского клина, рис. 1.

Уравнения движения в полярных координатах (r, θ) имеют вид [17]:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Течение предполагается радиальным, . В уравнениях (2.1)–(2.4) безраз-
мерные переменные связанны с размерными газодинамическими параметрами, поме-
ченными звездочкой, следующим образом:
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где , ,  – соответственно плотность, скорость и температура в некоторой точке

 на оси клина. Газ считается совершенным, так что . Стенки канала
предполагаются теплоизолированными.

Компоненты тензора вязких напряжений  и тензора скоростей деформации  име-
ют вид:

В уравнения (2.1)–(2.4) входят параметры подобия: число Маха , число Рей-
нольдса  и число Прандтля , которые вычисляются следующим образом:

Автомодельное решение уравнений (2.1)–(2.4) ищем в виде:

(2.5)

Тогда уравнение неразрывности (2.1) выполняется автоматически, а определяющие
уравнения (2.2)–(2.4) можно переписать в следующем виде:
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(2.8)

с граничными условиями прилипания на теплоизолированной стенке:

(2.9)

Течение будем предполагать симметричным относительно оси клина:

(2.10)

Из условия нормировки для параметров течения на оси клина при  имеем:

(2.11)

Продифференцируем уравнение (2.6) по  и вычтем полученное выражение из урав-
нения (2.7). В результате приходим к следующему обыкновенному дифференциально-
му уравнению:
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решение которого, с учетом условий симметрии (2.10) имеет вид:

(2.12)

где  – некоторая константа. Из уравнений (2.6) и (2.12) находим выражение для дав-
ления:

(2.13)

откуда, используя условия (2.11), находим неизвестную константу :

(2.14)

Подставляя (2.13) в уравнение энергии (2.8), имеем:

Интегрируя полученное выражение по  с учетом симметрии находим:

Подставляя вместо выражения  соответствующее выражение из формулы (2.12),
получаем следующее обыкновенное дифференциальное уравнение относительно ско-
рости и температуры:

которое с учетом граничных условий (2.9) легко интегрируется:

(2.15)

Формула (2.15) дает зависимость температуры от скорости, . Тогда уравне-
ние (2.12) с учетом (2.14) может быть решено в квадратурах. Окончательно получаем:
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Заметим, что в силу условий нормировки (2.11) должно выполняться условие:
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из которого находится связь между безразмерными параметрами  и :
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а в случае произвольной степенной зависимости  она принимает следующую
форму:

(2.20)

Заметим, что формулы (2.19) и (2.20) совпадают с соответствующими формулами, по-
лученными ранее в работе [15], в которой изначально предполагалась степенная зависи-
мость коэффициентов переноса от температуры [18, 19]. Отметим также, что число Кнуд-
сена , как следует из формулы (2.18), имеет порядок , где

 меняется от некоторого конечного значения  при  до бес-
конечности при . Откуда можно сделать вывод, что для течений в микродиффу-
зорах при умеренных числах  условие сплошной среды, , выполняется.

3. Результаты расчетов параметров течения газа в плоском канале для различных зави-
симостей коэффициентов переноса от температуры. Рассмотрим течение воздуха, для
которого число Прандтля Pr при нормальных условиях приблизительно равно 0.71.
Сравним полученные нами автомодельные решения для двух различных моделей газа:

1. модель газа с постоянными коэффициентами переноса: ;
2. модель газа с коэффициентами переноса, зависящими от температуры по более

близкому к реальности закону Сазерленда [20].
Точное решение уравнений Навье–Стокса для течений Куэтта и Пуазейля горячего

газа с коэффициентом вязкости, зависящим от температуры по закону Сазерленда,
получено в недавних работах [21, 22].

Как отмечалось выше, в первом случае задача допускает аналитическое решение,
полученное ранее в работе [15]. Ниже исследуется автомодельное решение для приня-
того на практике закона Сазерленда, который в безразмерной форме при  ×
× 10–6 Па с и  K записывается в следующем виде:

(3.1)

Проведенные по формулам (2.16), (2.17) расчеты течений воздуха в микродиффузо-
рах показали, что при малых и умеренных числах  автомодельные решения для раз-
личных зависимостей  практически совпадают. Заметные отличия появляют-
ся при числах . На рис. 2а и 2б, представлены сравнения профилей скорости

 и температуры  при  для различных зависимостей .
Значение полуугла раствора клина  рад выбрано таким же, как в работе

[23], где экспериментально изучалось течение воздуха в микроканале.
На рис. 3 приведена зависимость числа  от числа  на оси симметрии клина

для различных законов .
Из представленных на рис. 3 зависимостей видно, что для клина с полууглом рас-

твора  рад, автомодельные режимы течения при  реализуются при
 как для газа с постоянными коэффициентами переноса, так и для газа “Са-

зерленда”. Из определения числа Рейнольдса  следует, что при нор-
мальных условиях (  K,  кПа) автомодельное течение реализуется в

клине длиной , которая характерна для микроканалов [23].
Ранее [7, 8, 23] рассматривались течения в плоских и осесимметричных микрокана-

лах. В частности [23], экспериментально и численно исследуется течение в плоском
микродиффузоре при различных значениях давления в выходном сечении канала.

η = kT

  −= γ + + γ −   − α   

1 2

2 2
0 0 0

0

4 1 1Re M 1 M Pr( 1)
3 1 cos 2

k
U dU

= 0 0Kn M /Re ∝ γ α0Kn 1/ M ( )f

α( )f + η
1

0
4/3 ( )U dU α = π/2

α → 0
0M �Kn 1

η κ =, const

η =0 18.27
=0 291.15T

+η =
+

3/21 120/291.15( )
120/291.15

T T
T

0M
η = η( )T

>0M 2
= θ( )u u = θ( )T T =0M 4 η = η( )T

α = 0.074

0Re 0M
η = η( )T

α = 0.074 ∝0M 1
∝0Re 500

= ρ η0 0 0 0 0Re /u r
∝ 300T ∝ 100p

−∝ 4
0 10r



753АВТОМОДЕЛЬНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОГО ГАЗА В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ

Рис. 2. Профили скорости а) и температуры б); сплошная линия – формула Сазерленда, пунктирная ли-

ния – .
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Схема канала показана на рис. 4, размеры даны в мкм. Стенки канала выполнены из
полимерного материала с низкой теплопроводностью, поэтому в численном расчете,
основанном на решении уравнений Навье–Стокса, на границах канала ставилось
условие прилипания и условие теплоизолированной стенки.

Согласно расчетным и экспериментальным данным [23], в наиболее узкой части
канала (см. рис. 4) давление и температура имели значения: p  40 кПа и T  245 K.

Представим число Рейнольдса  в следующей форме:

(3.2)

Тогда с учетом формулы (2.18) данное выражение принимает вид:

Решая полученное уравнение с учетом зависимости , рассчитываемой по
формуле Сазерленда (3.1), из соотношения (3.2) находим значение числа .
Оценим теперь расход газа Q по формуле:
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Рис. 3. Зависимость числа  от числа  на оси симметрии; сплошная линия – формула Сазерленда,

пунктирная линия – .
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Рис. 4. Схема течения внутри микроканала.
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где  – ширина поперечного сечения канала. При значениях  и  мкм,

получаем:  г/с, что по порядку величины согласуется с эксперименталь-

ным значением [23]:  г/с. Некоторое отличие расхода, рассчитанного с
помощью полученного в настоящей работе автомодельного решения от эксперимен-
тального значения можно объяснить тем, что в работе [23] газ в диффузор конечной
длины попадает из входного сечения конечного размера, в то время как в автомодель-
ном решении газ истекает из точечного источника в канал бесконечной длины.

Заключение. Установлена возможность построения автомодельных решений для те-
чения вязкого сжимаемого газа в плоском канале при произвольной зависимости ко-

эффициентов переноса от температуры. При  и  найденные аналити-
ческие решения согласуются с полученными ранее [15].

Для течения воздуха в микроканале проведено сравнение автомодельных решений
для двух различных зависимостей коэффициента вязкости от температуры: 
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и , рассчитанной по формуле Сазерленда. Оказалось, что существенные различия
начинают проявляться при значениях числа Маха на оси клина .

Проведенные численные расчеты автомодельных решений сравниваются с экспе-
риментальными данными [23]. Показано что расход газа  в микроканале, рассчитан-
ный по формуле (3.3), удовлетворительно согласуется с экспериментальными данными.
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Coefficients Arbitrarily Depending on Temperature
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Two-dimensional f low of viscous compressible gas from source in an apex of wedge is con-
sidered. In case of adiabatic walls and transfer coefficients arbitrarily depending on tempera-
ture possibility of self-similar solutions is established. New analytical solutions are compared
with previous solutions for a gas with constant transfer coefficients. Self-similar f low in mi-
cro-nozzles is compared with experimental results of other authors.
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