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Для прочностного расчета эллипсоидальной оболочки при использовании непрерыв-
ной параметризации срединной поверхности разработан конечный элемент четырёх-
угольной формы, являющийся фрагментом срединной поверхности эллипсоида. В ка-
честве узловых неизвестных приняты перемещения узловых точек и их производные.
Для получения аппроксимирующих функций искомых величин внутренней точки ко-
нечного элемента через узловые неизвестные использованы традиционные аппрок-
симирующие выражения вектора перемещения внутренней точки конечного эле-
мента через векторы перемещений узлов элемента и производные этих векторов.
При координатном преобразовании использованы матричные соотношения между
базисными векторами узловых точек и векторами базиса внутренней точки конеч-
ного элемента, реализация которых позволяет аппроксимирующие выражения меж-
ду векторными величинами представить в виде аппроксимирующих функций между
компонентами вектора перемещения внутренней точки конечного элемента и ком-
понентами векторов перемещений его узловых точек.
На конкретном примере показано, что использование полученных аппроксимирую-
щих функций позволяет учитывать смещение конечного элемента как абсолютно
твердого тела. Полученные аппроксимирующие функции приводят к более быстрой
сходимости результатов и при отсутствии смещения как жесткого целого.
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1. Введение. На сегодняшний день одним из самых распространенных и перспек-
тивных типов конструкций являются тонкостенные оболочки. Они находят весьма
разнообразное применение в широком спектре инженерных сооружений. В настоя-
щее время вопросы напряженно-деформированного состояния тонкостенных кон-
струкций изучены достаточно глубоко, а теория оболочек получила законченные
очертания [1–3]. В основном все расчеты оболочечных конструкций выполняются с
помощью численных методов. Практически безальтернативным здесь является метод
конечных элементов (МКЭ), развитию и совершенствованию которого посвящены
работы многих отечественных и зарубежных авторов [4–11]. Обычно в МКЭ каждая
компонента вектора перемещения внутренней точки конечного элемента аппрокси-
мируется через узловые значения этой же компоненты независимо от других [12, 13],
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Рис. 1. Положение рассматриваемых точек при деформировании оболочки.
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что вполне корректно при использовании прямоугольной декартовой системы коор-
динат. В криволинейной системе координат использование классической аппрокси-
мации не дает возможности учитывать смещения оболочки как жесткого целого, что
является общепризнанной проблемой МКЭ [14, 15]. В настоящей работе для криволи-
нейной системы координат авторами на основе векторной интерполяции получены
аппроксимирующие функции между компонентами вектора перемещения внутрен-
ней точки конечного элемента и компонентами векторов перемещений его узловых
точек, что позволяет автоматически учитывать возможные смещения конструкции
как абсолютно твердого тела.

2. Материалы и методы. Геометрия оболочки. Произвольная точка срединной по-
верхности эллипсоида рассматривается в исходном (точка ) и деформированном
состояниях (точка M, вектор перемещения v). Положение точки в произвольном слое
оболочки, отстоящем на расстоянии  от срединной поверхности, обозначаются сим-

волами:  и  соответственно указанным состояниям (рис. 1).
Положение точки M0 определяется радиус-вектором [16]

(2.1)
где a, b, c – отрезки, отсекаемые на осях Ох, Оy, Oz;  – орты декартовой системы
координат;  – параметр эллипса в плоскости xOz;  – параметр эллипса в плоскости,
перпендикулярной оси Ох.

Векторы, касательные к срединной поверхности эллипсоида в точке М0, определя-
ются дифференцированием (2.1)

(2.2)
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Нормаль к срединной поверхности определяется векторным произведением

(2.3)

где ; ; ; .
Зависимости (2.2) и (2.3) представляются в матричном виде

(2.4)

где ; .

Производные базисных векторов (2.4) произвольной точки срединной поверхности
можно представить компонентами в этом же базисе матричными соотношениями

(2.5)

где ; .

Положения точек M, и  описываются радиус-векторами

(2.6)

Входящий в (2.6) вектор перемещения  определяется компонентами в исходном

базисе точки 

(2.7)

Дифференцированием (2.7) с учетом (2.5) определяются производные вектора 

(2.8)

где  и  – функции компонент вектора перемещения  и их производных; при α = 1
понимается производная по параметру T; при α = 2 – дифференцирование по пара-
метру t.

Орт нормали  к срединной поверхности в деформированном состоянии, входя-
щий в (2.6), выражается векторным произведением

(2.9)

где , ,  – детерминант метрического
тензора в точке .
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Базисные векторы в точках  и  находятся дифференцированием (2.6) с уче-
том (2.5) и (2.9)

(2.10)

где .

Для определения деформаций в произвольном слое оболочки, отстоящем на рас-
стоянии  от срединной поверхности, используются соотношения механики сплош-
ной среды [17]

(2.11)

где ,  – ковариантные компоненты метрических тензоров в соот-
ветствующих точках.

При использовании (2.6), (2.8) и (2.9) деформации в произвольной точке оболочки (2.11)
представляются выражением

(2.12)

где ,  – деформации и искривления срединной поверхности оболочки в точке .
Равенство (2.12), с учетом (2.6), (2.8) и (2.9) представляется в матричном виде

(2.13)

где , ; ,  – матрица диф-
ференциальных и алгебраических операторов.

Компоненты тензора упругих деформаций в произвольном слое, отстоящем на рас-
стоянии  от срединной поверхности, могут быть определены с помощью соотноше-
ния [17]

(2.14)

где , μ – параметры Ляме,  – контравариантные компоненты метрического тензо-

ра,  – контравариантные компоненты тензора напряжений,  – пер-
вый инвариант тензора деформаций.

Напряжения в точке произвольного слоя оболочки, отстоящем на расстоянии  от
срединной поверхности, в соответствии с (2.14) можно представить в матричном виде

(2.15)

Конечный элемент. В качестве элемента дискретизации принимается произвольный
четырёхугольный фрагмент срединной поверхности оболочки с узлами i, j, k, l. Для ре-
ализации численного интегрирования фрагмент отображается на квадрат с локальны-
ми координатами  и η, изменяющимися в пределах–1 ≤ , η ≤ 1. Отображение осу-
ществляется с использованием билинейных функций

(2.16)
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где , а под символом  понимаются значения узловых параметров T

и t, которые в дальнейшем обозначаются координатами  и  соответственно.

Дифференцированием (2.16) определяются производные координат  в системе ,

η( , , ) и производные локальных координат , η по глобальным переменным 
( , , , ).

Для получения аппроксимирующих выражений перемещений внутренней точки
конечного элемента рассматривается векторная формулировка алгоритма аппрокси-
мации.

В качестве узловых варьируемых параметров принимаются векторы перемещений
узловых точек и их производные в локальной и глобальной системах координат

(2.17)

На основании дифференциальных зависимостей

(2.18)

между узловыми неизвестными (2.17) записывается матричное соотношение
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Вектор перемещения внутренней точки конечного элемента в деформированном
состоянии определяется через узловые величины (2.17) следующими выражениями

(2.20)

где элементы матрицы  являются полиномами Эрмита третьей степени [18].
Производные аппроксимирующей функции  в глобальной системе коорди-

нат определяются выражениями

(2.21)

С учетом (2.21) производные вектора перемещения внутренней точки конечного
элемента запишутся в матричном виде
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Столбец узловых неизвестных  можно представить матричным произведением

(2.23)

где ;  – матрица, ненуле-

выми элементами которой являются базисные векторы узловых точек  = ,
( ).

С использованием (2.23) выражения (2.20) и (2.22) перепишутся следующим образом

(2.24)

Входящие в (2.24) базисные векторы узловых точек можно выразить через базисные
векторы внутренней точки конечного элемента с использованием (2.4)

(2.25)

На основании (2.25) с учетом (2.8) соотношения (2.24) можно представить в виде
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При традиционной интерполяции компонент вектора перемещения как независимых
скалярных величин их аппроксимирующие функции определяются выражениями

(2.28)

где под символом  понимаются величины  и .
Деформации (2.13) в произвольной точке оболочки с учетом (2.27) представляются

в матричном виде

(2.29)

Матрица жесткости конечного элемента. Матрица жесткости и столбец узловых
усилий четырехугольного конечного элемента формируются на основе функционала,
отражающего равенство действительных работ внешних и внутренних сил

(2.30)

где  – матрица-строка напряжений в произвольном слое оболоч-

ки, отстоящем на расстоянии  от срединной поверхности;  – столбец
внешней нагрузки.

С учетом (2.15) и (2.29) функционал (2.30) может быть преобразован к виду

(2.31)

где  – матрица перехода от столбца  к столбцу .

В результате минимизации (2.31) по  можно получить следующее матричное
выражение

(2.32)

где  – матрица жесткости;  =

=  – столбец узловых усилий четырехугольного конечного элемен-

та в глобальной системе координат.
3. Результаты. В качестве примера была решена тестовая задача по определению на-

пряженно-деформированного состояния фрагмента эллиптического цилиндра, на-
груженного вдоль образующей линейной нагрузкой интенсивности q, с шарнирно-по-
движными опорами на меридиане точки 1 и с шарнирно-неподвижными на меридиа-
не точки 2 (рис. 2).

Были приняты следующие исходные данные:  кН/м; большая полуось

эллипса  м;  МПа; ; t = 0.001 м. Малая полуось эллипса  была
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Рис. 2. Фрагмент эллиптического цилиндра.
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принята равной 0.025 м. Вследствие наличия плоскостей симметрии рассчитываемая
оболочка моделировалась полоской конечных элементов шириной Δx = 0.01 м.

Расчет выполнялся в двух вариантах. В первом варианте при формировании матри-
цы жесткости использовалась традиционная интерполяционная процедура, получен-
ная по (2.28). Во втором варианте при формировании матрицы жесткости конечного
элемента использовались разработанные аппроксимирующие выражения (2.27).

В табл. 1 представлены значения физических кольцевых напряжений на внутрен-

ней  и наружной  поверхностях цилиндра в точках 1 и 2 в зависимости от густо-
ты сетки дискретизации оболочки для скалярной и векторной форм аппроксимаций
перемещений.

σv

22 σ22
n

Таблица 1. Расчет фрагмента эллиптического цилиндра при использовании скалярной и вектор-
ной форм аппроксимаций перемещений

Варианты 
аппроксимаций

Координаты 
точек (x, t)

Напряжения, 
МПа

Сетка дискретизации

37 × 2 49 × 2 97 × 2

Скалярная 
аппроксимация

Точка (1) приложения 
силы (0; 0)

134.62 148.12 157.80

–135.12 –148.10 –157.42

Точка (2) шарнирного 
опирания (0; π)

64.10 118.61 156.23

–63.07 –117.90 –155.81

Векторная
аппроксимация

Точка (1) приложения 
силы (0; 0)

158.27 158.46 158.58

–158.53 –158.35 –158.22

Точка (2) шарнирного 
опирания (0; π)

158.27 158.46 158.58

–158.53 –158.35 –158.22

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n
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Таблица 2. Расчет напряженно-деформированного состояния оболочки с пружинными опорами
при использовании скалярной и векторной форм аппроксимаций перемещений

Жесткость пружины, 102 Н/м ∞ 0.1 0.01 0.02

Величина жесткого смещения, 10–2 м 0.00 1.00 10.00 20.00

Варианты 
аппроксимаций

Координаты 
точек (x, t)

Напряжения, 
МПа

Значения напряжений в контролируемых точках,
при заданных смещениях оболочки

Скалярная
аппроксимация

Точка (1) 
приложения 
силы (0; 0)

157.19 153.22 117.74 –213.55

–156.79 –152.89 –117.96 208.22

Точка (2) 
шарнирного 

опирания (0; π)

157.21 161.07 195.54 517.45

–156.81 –160.61 –194.54 –511.36

Вертикальное смещение оболочки, 10–2 м 0 0.99928 9.92892 19.32095

Векторная
аппроксимация

Точка (1) 
приложения
силы (0; 0)

157.20 157.20 157.20 157.20

–156.81 –156.81 –156.81 –156.81

Точка (2) 
шарнирного 

опирания (0; π)

157.20 157.20 157.20 157.20

–156.81 –156.81 –156.81 –156.81

Вертикальное смещение оболочки, 10–2 м 0.00 1.00 10.00 20.00

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n

σv

22

σ22
n

Замена шарнирных опор на пружинные позволит рассчитываемой конструкции пе-
ремещаться вертикально вниз, как абсолютно твердому телу, под действием линейно
распределенной нагрузки.

Результаты расчетов напряженно-деформированного состояния рассчитываемой
оболочки с пружинными опорами для скалярной и векторной форм аппроксимаций
перемещений представлены в табл. 2. Для скалярной аппроксимации использовалась
сетка дискретизации (337 × 2), для векторной – 49 × 2.

4. Обсуждение. Оценка достоверности результатов конечно-элементных решений
определялась следующими критериями: сходимостью вычислительного процесса и
условием равенства численных значений кольцевых напряжений в точках 1 и 2. Из
табл. 1 видно, что использование векторной аппроксимации требует значительно
меньшего числа элементов дискретизации для достижения приемлемых численных
значений окружных напряжений. Достоверные численные значения кольцевых на-
пряжений в первом варианте расчета наблюдаются при минимальной густоте сетки
97 × 2, в то время как при векторном способе интерполяции перемещений эти значе-
ния достигаются уже при сетке 37 × 2.

В точках 1 и 2 должно соблюдаться равенство значений кольцевых напряжений во
внутренних и наружных волокнах. Данные табл. 1 показывают, что при использова-
нии скалярной аппроксимации перемещений данное условие выполняется не сразу и
вызывает необходимость значительно сгущать сетку дискретизации. Векторная ин-
терполяция полей перемещений приводит к выполнению этого условия уже при сетке
дискретизации 37 × 2.

Из табл. 2 видно, что при отсутствии жесткого смещения первый и второй вариан-
ты расчета позволяют получать достоверные конечно-элементные решения.

При смещении оболочки как жесткого целого в первом варианте расчета условие
равенства кольцевых напряжений в точках 1 и 2 не выполняется, а при значительной
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величине смещения (0.2 м) численные показатели напряжений достигают и вовсе не-
приемлемых значений.

Как видно из табл. 2 инвариантная интерполяционная процедура векторных полей
перемещений дает возможность получать приемлемые значения напряжений даже
при значительной величине смещения оболочки как жесткого целого. Условие равен-
ства кольцевых напряжений в точках 1 и 2 также выполняется.

Заключение. Опираясь на анализ вышеизложенных результатов, можно сделать сле-
дующие выводы. Разработанный алгоритм может быть рекомендован к расчету произ-
вольных оболочечных конструкций, так как соответствует геометрическому смыслу
при использовании реальной матрицы  в координатном преобразовании аппрок-
симирующих выражений.

Предложенный способ интерполяции векторов перемещений позволяет с высокой
степенью точности определять параметры напряженно-деформированного состояния
в характерных точках рассчитываемой конструкции.

Сравнительный анализ предложенного способа интерполяции полей перемещений
в сравнении с общепринятым показал, что использование традиционной интерполя-
ции требует значительно большего сгущения сетки элементов дискретизации для до-
стижения сходимости вычислительного процесса даже при отсутствии смещения как
жесткого целого.

Скалярная аппроксимация не дает возможности получать достоверные значения
контролируемых параметров напряженно-деформированного состояния при наличии
смещения конструкции как жесткого целого, что является общепризнанной пробле-
мой МКЭ. Предложенные аппроксимирующие функции позволяют автоматически
учитывать смещения конечного элемента оболочки как абсолютно твёрдого тела.

Исследование проведено при поддержке грантов РФФИ и администрации Волго-
градской области № 19-41-340002 р_а и № 19-41-343003р_мол_а.
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Finite Element Algorithm for Calculating the Ellipsoidal Shell When Taking Into Account
the Displacement as a Rigid Whole

A. Sh. Dzhabrailova,#, A. P. Nikolaeva, Yu. V. Klochkova, N. A. Gureevab, and T. R. Ishanova

a Volgograd State Agrarian University, Volgograd, Russia
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For the strength calculation of the ellipsoidal shell using continuous parametrization of the
median surface, a finite element of a quadrangular shape, which is a fragment of the median
surface of the ellipsoid, is developed. The displacements of nodal points and their derivatives
are accepted as nodal unknowns. To obtain approximating functions of the desired values of
the internal point of a finite element through nodal unknowns, we use traditional approxi-
mating expressions of the displacement vector of the internal point of a finite element
through the displacement vectors of the nodes of the element and the derivatives of these
vectors. The coordinate transformation uses matrix relations between the basis vectors of the
nodal points and the basis vectors of the internal point of the finite element, the implemen-
tation of which allows approximating expressions between vector quantities to be represented
as approximating functions between the components of the displacement vector of the internal
point of the finite element and the components of the displacement vectors of its nodal points.
A concrete example shows that the use of the obtained approximating functions allows us to
take into account the displacement of the finite element as an absolutely rigid body. The re-
sulting approximating functions lead to faster convergence of the results and in the absence
of bias as a rigid whole.

Keywords: shell, strain tensor, finite element, displacement vector, vector approximation,
stiffness matrix, stress tensor
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