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В статье изучаются уравнения движения гиростата вокруг неподвижной точки при
действии момента потенциальных, гироскопических и циркулярных сил. Выделено
шесть аналогов случая Гесса, в которых система уравнений движения имеет линей-
ный частный интеграл. Для двух случаев найден дополнительный общий интеграл.
Установлено, что компонента вектора угловой скорости, не входящая в интеграл
Гесса, совершает колебания с нулевым средним значением на всех решениях вне
множества Гесса. Приведены три типа стационарных решений и методом инте-
гральных связок Четаева получены достаточные условия их устойчивости.
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1. Введение. В динамике твердого тела с неподвижной точкой важное значение име-
ют как классические случаи полной интегрируемости (Эйлера, Лагранжа и Ковалев-
ской), так и случаи частичной интегрируемости, когда удается получить дополнитель-
ный частный интеграл. По-видимому, первый такой случай с линейным частным ин-
тегралом, зависящим от двух фазовых переменных, был найден в 1890 г. В. Гессом [1].
Этот “случай Гесса” был сразу же замечен и получил существенное продвижение в ра-
ботах отечественных ученых [2, 3]. Дальнейшее развитие результатов исследований
подробно представлено в монографиях по динамике твердого тела [4–6], где случаю
Гесса посвящены целые разделы.

Исследования случая Гесса, его аналогов и обобщений успешно продолжаются и в
настоящее время по нескольким направлениям. Изучались [7] периодические и ква-
зипериодические движения тяжелого твердого тела при условиях Гесса, строились [8]
частные точные аналитические решения, представимые тригонометрическими функ-
циями времени. С использованием аналога интеграла Гесса для усредненной системы
рассматривалось [9] движение твердого тела в условиях, когда точка подвеса соверша-
ет высокочастотные периодические колебания малой амплитуды.

Указаны [10] аналоги случаев Гесса для гироскопа в кардановом подвесе и уравне-
ний Чаплыгина, описывающих падение твердого тела в жидкости. Установлена ана-
логия с задачей Суслова и дан критический обзор классических и современных иссле-
дований случая Гесса [11]. Применением алгоритма Ковачича найдены [12] две ситуа-
ции для случая Гесса, в которых существуют лиувиллевы решения.
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Методом Рауса выявлено [13], что уравнения вращательного движения твердого те-
ла в случае Гесса имеют довольно богатый набор стационарных решений. Доказана
неинтегрируемость на множестве уровня интеграла Гесса [14, 15] и отмечена актуаль-
ность исследования задачи Гесса для уравнений тяжелого твердого тела и в настоящее
время. Следовательно, не менее актуальны эти же вопросы касательно аналогов слу-
чая Гесса и для более сложных механических систем, таких, как гиростат.

Подход Гесса был впервые распространен на уравнения движения гиростата в [16],
где был найден зависящий от двух фазовых переменных аналог интеграла Гесса для
уравнений тяжелого гиростата. Был получен [17] аналог случая Гесса–Сретенского
для уравнений движения гиростата в псевдоевклидовом пространстве.

Объектом исследования в данной статье являются уравнения движения гиростата с
неподвижной точкой при действии момента сил (потенциальных, гироскопических,
циркулярно-гироскопических). Основные цели состоят в получении аналогов случая
Гесса для гиростата при действии такого рода момента сил. С использованием анало-
гов частного интеграла Гесса устанавливаются эргодические свойства компоненты
вектора угловой скорости, не входящей в интеграл Гесса. Рассматриваются также во-
просы построения стационарных решений и получения условий их устойчивости с
помощью метода интегральных связок Четаева [18].

2. Дифференциальные уравнения движения, первые интегралы и постановка задачи.
Рассмотрим векторную форму уравнений движения гиростата с неподвижной точкой
под действием момента сил

(2.1)

(2.2)

Здесь  – вектор угловой скорости,  – единичный вектор
оси симметрии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы коор-

динат,  – симметричная положительно определенная матрица тензора
инерции относительно неподвижной точки,  – вектор гиростатиче-
ского момента. Суммарный вектор  момента сил, действующих на гиро-

стат, складывается из момента потенциальных сил , момента гироскопических

сил  и момента циркулярно-гироскопических сил . Здесь  –

некоторая непрерывно дифференцируемая функция (потенциал),  – некоторая
симметричная матрица,  – произвольная непрерывная функция. Отметим,
что момент вида  возникает вследствие действия сил Лоренца при вращении за-
ряженного твердого тела, помещенного в однородное магнитное поле с неизменным
вектором напряженности [19]. Момент вида ,  возникает при враще-
нии ферромагнитного тела в постоянном и однородном магнитном поле [20, 21].

Система (2.1), (2.2) имеет три первых интеграла:

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Первые интегралы энергии (2.3) и момента (2.4) определяют момент  в правой
части (2.1) единственным образом с точностью до циркулярно-гироскопической со-
ставляющей  [22].
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Далее всюду будем считать матрицу инерции диагональной . Запи-
шем систему (2.1), (2.2) и первые интегралы в координатной форме

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Здесь  означает i-ю компоненту вектора .
Задачи исследования в данной статье состоят в том, чтобы:
1) установить аналоги случая Гесса [1] для системы (2.6), (2.7) при различных пред-

положениях на правые части уравнений движения;
2) показать, что частные интегралы Гесса существуют и при отсутствии момента по-

тенциальных сил и порождают новый общий интеграл;
3) установить эргодические свойства компоненты  решения системы (2.6), (2.7);
4) выявить стационарные решения, которые задаются постоянными, обращающи-

ми правые части уравнений движения (2.6), (2.7) в нуль;
5) используя первые интегралы получить методом интегральных связок Четаева [18]

достаточные условия устойчивости выявленных стационарных решений;
6) установить аналоги случая Гесса [1] для более общей по сравнению с (2.6), (2.7)

системы при действии дополнительного момента циркулярных сил.
3. Аналоги интеграла Гесса. Справедливо следующее
Утверждение 1. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия:
1. Функция  имеет вид  = , где  – произвольная непре-

рывно дифференцируемая функция одного аргумента .
2. Компонента  вектора гиростатического момента  удовлетво-

ряет равенству .

3. .

4. Матрица  имеет вид , причем выполнены равенства ,

.
5. .
Тогда функция

(3.1)
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удовлетворяет равенству

(3.2)

где , и система (2.6), (2.7) имеет помимо интегралов (2.8)–

(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.3)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.1) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.3) является при условиях утверждения 1 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).

Замечание 1. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 1 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде произведения

, где , а функция  произвольна, то (3.3) останет-
ся частным интегралом системы, хотя дифференциальное соотношение (3.2) уже не
будет выполнено.

Необходимо также отметить, что (3.3) это фактически не аналог, а c точностью до
константы и есть интеграл Гесса, найденный в [1] для классического случая тяжелого
твердого тела, которому соответствуют нулевые значения параметров , ,

 и тождественная функция .
Далее будем рассматривать те случаи, когда линейный частный интеграл зависит от

четырех переменных.
Справедливо следующее
Утверждение 2. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия 1–3 утвержде-

ния 1 и, кроме того, условия:

4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство  –  +

+  = 0.

5. .

Тогда функция

(3.4)
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(3.5)
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где  =  =  =  = , и система (2.6), (2.7) име-

ет помимо интегралов (2.8)–(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.6)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.4) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.6) является при условиях утверждения 2 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).

Замечание 2. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 2 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.6) останется частным интегра-
лом системы, хотя дифференциальное соотношение (3.5) уже не будет выполнено.

Теперь будем рассматривать те случаи, когда задающая момент гироскопических
сил матрица  является диагональной.

Утверждение 3. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия 1–3 утвержде-
ния 1 и, кроме того, условия:

4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство  =

= .

5. .

Тогда функция

(3.7)
удовлетворяет равенству

(3.8)

где  =  =  = , и система (2.6), (2.7)

имеет помимо интегралов (2.8)–(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.9)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.7) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.9) является при условиях утверждения 3 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).
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Замечание 3. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 3 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.9) останется частным интегралом
системы, хотя дифференциальное соотношение (3.8) уже не будет выполнено.

Необходимо отметить, что близкий аналог случая Гесса для системы (2.6), (2.7) с
, , диагональной матрицей  и линейным потенциалом  был указан

ранее в работе [19].
Теперь рассмотрим тот случай, когда на гиростат не действует момент потенциаль-

ных сил. Введем обозначения:

(3.10)

Утверждение 4. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия:
1. Момент потенциальных сил отсутствует, т.е. .
2. Компонента  вектора гиростатического момента  удовлетво-

ряет равенству .
3. Моменты инерции удовлетворяют неравенствам .
4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство

 = .
5. .
Тогда задаваемые формулами (3.10) две функции  и  удовлетворяют равен-

ствам

(3.11)

где , , и система (2.6), (2.7) имеет помимо интегралов

(2.8)–(2.10) два дополнительных частных интеграла

(3.12)

и общий интеграл

(3.13)

независимый от интегралов , следовательно, система (2.6), (2.7) интегрируема.
Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.10) функции 

в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

( )= γ ω, ,L L t = 3L L ( ) ( )γ ω0 6 1 , ,L J L t
=0(0) 0L ( )γ ω1 , ,L t
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71J 72J
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dt dt
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= =71 720, 0J J

= = =7 71 72 7 const,J J J c
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71J
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Аналогичным образом получим . Дифференциальные соотношения
(3.11) доказаны. Тем самым установлено также, что (3.12) являются при условиях
утверждения 4 частными интегралами системы (2.6), (2.7).

Рассмотрим теперь функции (3.10) и (3.13) вдоль произвольного решения систе-
мы (2.6), (2.7), обозначая их зависимость от времени , , . Тогда ин-

тегрируя (3.11), приходим к равенствам  = ,  =

= , Отсюда с учетом равенства  находим

Тем самым установлено, что  сохраняется вдоль каждого решения, т.е. система
(2.6), (2.7) имеет общий интеграл (3.13). Независимость интегралов вытекает из того,
что ранг матрицы Якоби равен 4. Утверждение доказано.

Замечание 4. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 4 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.12) останутся частными интегра-
лами системы, хотя дифференциальные соотношения (3.11) уже не будут выполнены.

4. О поведении  вне множества Гесса. Множеством Гесса будем называть
, где  есть какой-либо из приведенных выше пяти

частных интегралов , , , ,  для системы уравнений движения гиростата (2.6),
(2.7), являющихся аналогами интеграла Гесса.

Произвольное решение  будем называть отделенным от множества Гесса,
если ,  = . Здесь  – расстояние от
точки  до множества .

Утверждение 5. Пусть для системы уравнений движения гиростата (2.6), (2.7) вы-
полняются условия какого-либо из утверждений 1–4, и, значит, система имеет част-
ный интеграл аналог интеграла Гесса.

Тогда для всякого решения , отделенного от множества Гесса, его ком-

понента  совершает колебания с нулевым средним значением .

Доказательство. Пусть выполнены условия какого-либо из утверждений 1–4, для
определенности утверждения 1 (для других случаев рассуждения совершенно иден-
тичны). Рассмотрим произвольное решение , не лежащее на множестве
Гесса . Из существования интегралов  и  вытекает ограниченность решения

 при всех . Значит на этом решении будет ограничена сверху и
снизу при всех  и задаваемая формулой (3.1) функция . Интегрируя диффе-

ренциальное равенство (3.2), получаем  = ,

поэтому из ограниченности функции  вдоль решения  следует, что

 <  при всех . Если предположить теперь, что существует по-

следовательность  при  такая, что , то это повлечет

 при , что противоречит тому условию, что решение
 отделено от множества Гесса . Таким образом, при всех 

=�

72 42 72J K qJ
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1lim 0

t

t
q d

t

( ) ( )( )ω γ,t t
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ограничен интеграл  <  < ∞, а так как  отличная от нуля постоянная,

то значит ограничен и интеграл . Следовательно, среднее значе-

ние равно нулю . Утверждение доказано.

Следствие 1. Для любого стационарного решения  =  =
= const, не лежащего в множестве Гесса, всегда будет .

Это следствие может быть очень полезным при отыскании всех стационарных ре-
шений системы (2.6), (2.7). Необходимо отметить также, что на самом множестве Гес-
са возможны стационарные решения с  (см., например, [13], стационарное реше-
ние (V)).

5. Стационарные решения и их устойчивость. В этом разделе приведем три различных
типа стационарных решений  = const системы (2.6), (2.7) и проведем
анализ их устойчивости вторым методом Ляпунова, используя в качестве функций
Ляпунова связки интегралов, конструируемые по методу Четаева [18].

Утверждение 6. При , где  – некоторая дважды непре-
рывно дифференцируемая функция, система (2.6), (2.7) имеет два стационарных ре-
шения (состояния покоя)

(5.1)

где  или . Те стационарные решения (5.1), для которых выполняется

условие , являются устойчивыми по Ляпунову.

Доказательство. Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.1) явля-
ется стационарным решением при условиях утверждения 6. Введем обозначения для
отклонений от невозмущенного стационарного движения

В этих переменных интегралы уравнений возмущенного движения выпишутся сле-
дующим образом:

Здесь и далее через  обозначено значение интеграла  на стационарном решении.
Функцию Ляпунова строим в виде линейно-квадратичной связки (комбинации) инте-
гралов уравнений возмущенного движения
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Коэффициенты  и  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке и по-
давления возможно отрицательного квадратичного слагаемого выберем следующим
образом:

Тогда для квадратичной части связки будет справедлива оценка снизу

При выполнении условия  квадратичная часть связки , а зна-

чит и вся связка  будет положительно определенной функцией. Справедливость
утверждения 6 следует теперь из теоремы Ляпунова об устойчивости.

Замечание 5. Так как при доказательстве утверждения 6 не использовался интеграл ,
то это утверждение справедливо и в том случае, когда в системе (2.6), (2.7) матрица 
является произвольной симметричной переменной .

Необходимо отметить, что устойчивость состояний покоя (5.1) в классическом слу-
чае Гесса для тяжелого твердого тела, которому соответствует , изучалась в
работе [23], где была установлена лишь условная устойчивость относительно множе-
ства Гесса (поскольку использовался частный интеграл Гесса) состояния покоя (5.1),
отвечающего значению . Для другого состояния покоя (5.1), отвечающего зна-
чению , в [23] была доказана неустойчивость по линейному приближению. Как
следует из утверждения 6, если , то условие устойчивости выполняется только
при . Если же функция  не сводится к тождественной, то устойчивыми мо-
гут быть оба состояния покоя (5.1). Например, это будет иметь место в случае

, .
Рассмотрим теперь устойчивость одноосного перманентного вращения. Введем для

краткости обозначения , .

Утверждение 7. Если матрица  диагональная , а потенциал
имеет вид , где  – некоторая дважды непрерывно диффе-
ренцируемая функция, то система (2.6), (2.7) имеет два стационарных решения (пер-
манентных вращения)

(5.2)

где  или . Те из решений (5.2), для которых выполняются условия

(5.3)

(5.4)

являются устойчивыми по Ляпунову.
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Доказательство. Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.2) явля-
ется стационарным решением при условиях утверждения 7. Интегралы уравнений
возмущенного движения выпишутся следующим образом:

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов урав-
нений возмущенного движения

Коэффициенты ,  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке вы-
берем следующим образом

Тогда квадратичная часть  интеграла  уравнений возмущенного движения
запишется так

Так как коэффициенты  и  можно взять сколь угодно большими положитель-
ными, то для положительной определенности  необходимо и достаточно [24]
установить положительную определенность  на множестве ,

. На этом множестве  распадается на сумму двух квадратичных
форм от двух переменных. Применяя к каждой из них критерий Сильвестра, придем к
неравенствам (5.3), (5.4). Утверждение доказано.

Отметим, что неравенства (5.3), (5.4) всегда можно выполнить за счет выбора эле-
ментов матрицы , т.е. всегда возможна гироскопическая стабили-
зация перманентного вращения (5.2).

Рассмотрим теперь устойчивость перманентных вращений, образующих целое се-
мейство.
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Утверждение 8. Если матрица  диагональная , а потенциал

имеет вид  = , то система (2.6), (2.7) имеет при всех , ,

k – целое число, при которых выполняется неравенство

(5.5)

два стационарных решения (перманентных вращения)

(5.6)

где  – один из корней квадратного уравнения

(5.7)

Те из решений (5.6), для которых выполняются условия

(5.8)

(5.9)

являются устойчивыми по Ляпунову.
Входящие в неравенство (5.9) числа  определяются в процессе доказательства.
Доказательство. Неравенство (5.5) обеспечивает вещественность корней уравне-

ния (5.7). Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.6) является ста-
ционарным решением при условиях утверждения 8. Интегралы уравнений возмущен-
ного движения выпишутся следующим образом:

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов урав-
нений возмущенного движения

Коэффициенты ,  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке выбе-
рем следующим образом
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Тогда интеграл  уравнений возмущенного движения запишется так

Так как коэффициенты  и  можно взять сколь угодно большими положитель-
ными, то для положительной определенности  необходимо и достаточно [24]
установить положительную определенность  на множестве  +  = 0,

 +  +  +  = 0}.
На этом множестве справедливы равенства

где , ,  и  представ-

ляет собой сумму двух квадратичных форм от двух переменных

Применяя к каждой из них критерий Сильвестра, придем к неравенствам (5.8),
(5.9). Утверждение доказано.

6. Аналоги случая Гесса при действии момента циркулярных сил. Будем теперь рас-
сматривать систему (2.1) при действии момента

(6.1)

где  – некоторая симметричная матрица, а все другие слагаемые момента  уже
были описаны выше в разделе 2. Отметим, что момент вида  возникает, напри-
мер, при вращении сверхпроводящего или ферромагнитного тела в магнитном поле
под действием эффекта Барнетта–Лондона [25]. В этом разделе будем строить аналоги
частного интеграла Гесса для гиростата при действии момента (6.1), считая матрицы

 и  диагональными. Уравнения движения (2.1)
тогда запишутся следующим образом

( )V x
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  γ

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 4 2 5 3 6 11 4 22 5 33 6

1

2 1
2

pV x Ax Bx Cx Ax x Bx x Cx x s x s x s x

( ) − + + + + + +
  γ

2 2 2
1 4 2 5 3 6 11 4 22 5 33 6

1

2 1
2

p Ax x Bx x Cx x s x s x s x

( ) ( ) μ+ + λ + γ − + + γγ 

2 2 21
1 11 1 4 5 62

11

p Ap s x x x

( ) ( )[ ] ( )+ β γ + γ + + λ + γ + + λ + γ + β γ + γ2 2
2 1 1 3 3 1 11 1 4 3 33 3 6 3 1 4 3 62 2A x C x Ap s x Cr s x x x

β2 β3

( )V x
( )V x Θ = γ1 4{2 x γ3 62 x

γ1 1A x γ3 3C x ( )+ λ + γ1 11 1 4Ap s x ( )+ λ + γ3 33 3 6Cr s x

= = +6 4 3 1 4,,x ax x bx cx

γ= −
γ

1

3
a γ= −

γ
1

3

Ab
C

( ) γ= − + λ + γ − + λ + γ γ γ 

1
1 11 1 3 33 3

3 3

1c Ap s Cr s
C

( )V x

( ) ( ) ( )= +14 25V x V x V x

( ) ( ) ( ) α  γ= + + − + − + +  γ γ  γ γ 

2
2 2 2 231

14 1 1 4 11 33 42 2
1 1 3 3

2 Ap pV x A Cb x bc x x Cc s s x

( )  = − + α − γ γ 

2 2
25 2 2 5 3 22 5

1 1
2 p pV x Bx B x x s x

( )∂= γ × + γ × ω + ω × γ + γ ω ω × γ
∂γ

, , ,UM S W L t

W M
ω × γW

( )= 11 22 33diag , ,S s s s ( )= 11 22 33diag , ,W w w w

( ) ( )∂ ∂= − + λ − λ + γ − γ + − + γ +
∂γ ∂γ

� 2 3 2 3 33 22 3
3 2

U UAp B C qr r q L s w q



851ОБ АНАЛОГАХ СЛУЧАЯ ГЕССА ДЛЯ ГИРОСТАТА
(6.2)

(6.3)

Отметим, что система (6.2), (6.3) имеет интеграл момента (2.4) и геометрический
интеграл (2.5), а полная энергия (2.3) уже не будет первым интегралом для этой системы.

Справедливо следующее
Утверждение 9. Пусть для системы (6.2), (6.3) выполняются условия 1–3 утвержде-

ния 1 и, кроме того, условия:
4. Матрицы  и  диагональные, причем выполнено равенство

5.  = .

Тогда функция

(6.4)

удовлетворяет равенству

(6.5)

где , и система (3.2), (3.3) имеет помимо интегралов (2.4) и

(2.5) дополнительный частный интеграл

(6.6)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (6.4) функции 
в силу системы (6.2), (6.3) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (6.6) является при условиях утверждения 8 част-
ным интегралом системы (6.2), (6.3).
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Замечание 6. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 9 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (6.6) останется частным интегра-
лом системы, хотя дифференциальное соотношение (6.5) уже не будет выполнено.

Теперь рассмотрим тот случай, когда на гиростат не действует момент потенциаль-
ных сил. Введем обозначения:

(6.7)

Утверждение 10. Пусть для системы (6.2), (6.3) выполняются условия 1–3 утвержде-
ния 4 и, кроме того, условия:

4. Матрицы  и  диагональные, причем выполнено равенство

5.  = const.
Тогда задаваемые формулами (6.7) две функции  и  удовлетворяют равенствам

(6.8)

где , , и система (6.2), (6.3) имеет помимо интегра-

лов (2.9), (2.10) два дополнительных частных интеграла

(6.9)

и общий интеграл

(6.10)

независимый от интегралов , .
Доказательство аналогично доказательству утверждения 4.
Так как система (6.2), (6.3) не имеет интеграла энергии, то, в отличие от утвержде-

ния 4, теперь для интегрируемости необходимо отыскать еще один независимый ин-
теграл. По той же причине здесь нет аналога утверждения 5 о нулевом среднем для

 вне множества Гесса. Однако можно доказать аналог следствия из утверждения 5.
Утверждение 11. Если выполнены условия утверждения 9 или 10, то для любого ста-

ционарного решения  =  = const, не лежащего в множестве
Гесса, всегда будет .
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Доказательство. Пусть выполнены условия утверждения 9. Рассмотрим произволь-
ное стационарное решение  = const, не лежащее в множестве Гесса

. На нем функция  принимает постоянное значение. С другой

стороны,  =  =  может быть постоянной только
при . В случае выполнения условий утверждения 10 рассуждения аналогичны.

Заключение. В заключение отметим кратко некоторые возможные направления раз-
вития полученных в статье результатов. В статье получено 6 аналогов случая Гесса для
уравнений движения гиростата при действии момента гироскопических и циркуляр-
ных сил. Такого рода аналоги, в которых система имеет линейный частный интеграл,
могут существовать и при других условиях. В этой связи представляет интерес выяс-
нить, каким условиям должен удовлетворять момент  в системе (2.1), чтобы
она имела линейный частный интеграл типа Гесса.

Для классического случая Гесса для твердого тела еще П.А. Некрасовым было полу-
чено [3] линейное уравнение второго порядка с переменными коэффициентами. В са-
мое последнее время А.С. Кулешовым такое уравнение было преобразовано [12] к ви-
ду, допускающему применение алгоритма Ковачича. Это позволило установить, какие
типы лиувиллевых решений могут реализоваться в случае Гесса для уравнений движе-
ния твердого тела с неподвижной точкой. Возможно, что такой подход будет результа-
тивным и для аналогов случая Гесса, полученных в данной статье.

Выявлены три группы стационарных движений и проведен анализ их устойчивости
методом Четаева. Целесообразно расширить перечень стационарных движений, ис-
пользуя метод Рауса, как это было сделано в [13] для уравнений твердого тела в случае
Гесса, а также провести более полный анализ устойчивости, аналогично тому, как это
сделано в работах [26–28] для гиростата с одними потенциальными силами. При этом
использование аналога линейного частного интеграла Гесса, как показано в [22], мо-
жет расширять условия устойчивости относительно множества Гесса.
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On Analogues of the Hess Case for a Gyrostat under the Action
of a Moment of Gyroscopic and Circular Forces
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The article studies the equations of motion of a gyrostat around a fixed point under the ac-
tion of the moment of potential, gyroscopic and circular forces. Six analogs of the Hess case
are distinguished, in which the system of equations of motion has a linear partial integral. An
additional general integral is found for two cases. It is established that the component of the
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angular velocity vector, which is not included in the Hess integral, oscillates with zero mean
on all solutions outside the Hess set. Three types of stationary solutions are given, and suffi-
cient conditions for their stability are obtained by the Chetaev method of integral bundles.

Keywords: gyrostat, gyroscopic and circular forces, analogues of the Hess case, partial and
general integrals, stationary solutions, stability
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