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Работа посвящена математическому моделированию особенностей течения жидко-
стей с немонотонной зависимостью вязкости от температуры, которая присуща не-
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сплавов. Для заданного перепада давления обнаружены критические условия тепло-
обмена на стенках канала, определяющие расход жидкости в процессе установления
потока, связанного с формированием локализованной высоковязкой области.
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1. Введение. Решение задач гидродинамики с учётом теплопроводности и процессов
теплообмена приводит к необходимости учёта теплофизических свойств жидкостей и
в первую очередь зависимости вязкости от температуры. В подавляющем большин-
стве исследований эти зависимости сводятся к формуле Аррениуса для константы
скорости реакции от температуры или к её аппроксимациям [1, 2], которые отражают
экспоненциальное убывание вязкости с ростом температуры, характерное для любых
капельных жидкостей. Пристальное внимание к вопросам математического модели-
рования современных технологий в области энергетики, нефтехимии, металлургии, а
также медико-биологических исследований требует рассмотрения влияния более
сложных зависимостей вязкости от температуры на процесс течения жидкостей. Из-
вестно, например, что в жидкой сере в определённом диапазоне температур, происхо-
дят процессы полимеризации и распада полимерных цепочек, что приводит к форми-
рованию чётко выраженной немонотонной зависимости вязкости от температуры [3].
Весьма интересен и важен для металлообработки факт немонотонной зависимости
вязкости в аморфных металлических сплавах, проявляющийся при быстрой закалке [4].
В качестве потокоотклоняющих реагентов при добыче жидких углеводородов приме-
няют термообратимые жидкие реагенты, в основе своей содержащие водный раствор
метилцеллюлозы [5]. В этих случаях образования пиковых значений вязкости исполь-
зуются для блокирования высокопроницаемых пропластков для предотвращения
прорыва нагнетаемой жидкости.
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Можно, также, привести один из первых немногочисленных примеров гидродина-
мического расчёта течения жидкости с немонотонной зависимостью вязкости от тем-
пературы – это работа [6], посвящённая растеканию серосодержащей лавы по поверх-
ности спутника Юпитера Ио. Далее, в работах авторов настоящей статьи были прове-
дены численные исследования по детальному изучению различных аспектов течения
аномально термовязких жидкостей в плоских каналах [7–10]. При этом были установ-
лены закономерности распределения гидродинамических параметров потока и темпе-
ратуры, изменения расхода при различных значениях интенсивности теплообмена,
влияния теплообмена на гидравлическое сопротивление, а также влияние зависимо-
сти вязкости от температуры на изменение критического числа Рейнольдса.

В настоящей работе рассмотрены критические параметры теплообмена, влияющие
на скачкообразное изменение расхода аномально термовязкой жидкости.

2. Постановка задачи. Рассматривается неизотермическое течение вязкой несжима-
емой жидкости в кольцевом канале длины L, образованном двумя соосными цилин-
драми радиусов  и R, соответственно ( ). Течение происходит под действием
постоянного перепада давления. Уравнения математической модели в цилиндриче-
ской системе координат (ось z направлена по оси канала) с учетом осевой симметрии
и зависимости вязкости от температуры в безразмерном виде имеют вид:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где  и  – радиальная и осевая компоненты скорости, p – давление, T – температура.
Безразмерные критерии Рейнольдса Re и Пекле Pe вычисляются по формулам:

где  – плотность,  – характерная скорость,  – максимальная вязкость
жидкости на рассматриваемом температурном интервале, a – коэффициент темпера-
туропроводности.

В качестве характерного размера выбран радиус R внешнего цилиндра кольцевого
канала, поэтому решение систем уравнений (2.1)–(2.4) ищется внутри прямоугольной
области (рис. 1)

(2.5)

Во входном (z = 0) и выходном (z = L/R) сечениях кольцевого канала задаются фик-
сированные значения давления, а на стенках ( , ) – условия прилипания
для скорости, так что граничные условия для давления и компонент вектора скорости
имеют вид:
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Рис. 1. Схема расчетной области и граничные условия.
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Предполагается, что в канал втекает горячая жидкость, которая затем охлаждается
за счет конвективного теплообмена на стенках канала. Температура на входе в канал
задается постоянной,

(2.8)
а на стенках канала рассматриваются различные виды граничных условий – первого,
второго и третьего рода (Ньютона–Рихмана):

(2.9)

где  – безразмерный коэффициент теплоотдачи (критерий Нуссельта).
В начальный момент времени жидкость в канале покоится и имеет постоянную

температуру:

(2.10)

Для замыкания математической модели необходимо задать функцию зависимости
вязкости от температуры, которая в настоящей работе принимается в виде следующей
немонотонной зависимости (рис. 2):

(2.11)

где  – параметр, характеризующий ширину температурного диапазона, на кото-
ром происходит увеличение вязкости.

Таким образом, система дифференциальных уравнений в частных производных (2.1)–
(2.4), граничные условия (2.6)–(2.9), начальные условия (2.10) и функция зависимости
вязкости от температуры (2.11) представляют собой математическую модель рассмат-
риваемого процесса.

3. Результаты численного моделирования. Поставленная задача решается путем пря-
мого численного моделирования с использованием оригинального компьютерного
кода, основанного на методе контрольного объема и алгоритме SIMPLE [11]. Валида-
ция компьютерного кода была проведена путем сравнения результатов численного
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Рис. 2. Немонотонная зависимость вязкости от температуры.
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моделирования с известными аналитическими решениями для задачи о течении жид-
кости с постоянной вязкостью в кольцевом канале.

При проведении численных экспериментов были зафиксированы безразмерные
критерии Рейнольдса (Re = 104) и Пекле (Pe = 940), а также вид функциональной за-
висимости вязкости от температуры ( ). Отношение длины кольцевого канала к
радиусу внешнего цилиндра принято равным L/R = 60. В качестве изменяемых пара-
метров задачи использовались безразмерный геометрический параметр кольцевого
канала  (т.е. отношение величины кольцевого зазора к радиусу внутрен-
него канала) и безразмерный коэффициент теплоотдачи .

Основной целью численного моделирования в данной работе является определение
расхода (мгновенного и установившегося) термовязкой жидкости, вычисляемого по
формуле:

(3.1)

Гидродинамические характеристики течения жидкости с немонотонной зависимо-
стью вязкости от температуры определяются динамикой образующегося в канале
сложного неоднородного распределения вязкости. Характерные распределения вяз-
кости в кольцевом канале при различных видах граничных условий для температуры
для кольцевого канала с параметром  показаны на рис. 3. Для удобства представ-
ления результатов введены новые переменные  и , принимающие значения от 0
до 1 и связанные с исходными пространственными переменными соотношениями:
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Рис. 3. Характерные распределения вязкости в кольцевом канале при граничных условиях для температуры
первого (а), второго (б) и третьего (в) рода.
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На каждом из графиков на рис. 3 можно выделить залитую более темным цветом
область, в которой вязкость жидкости имеет наибольшее значение, получившая в
предыдущих работах авторов название “вязкий барьер”.

Формирование вязкого барьера и его эволюция происходят следующим образом.
После начала процесса втекания нагретой жидкости в кольцевой канал, заполненный
жидкостью с температурой окружающей среды, в зоне контакта благодаря кондуктив-
ной теплопроводности и, в соответствии с принятой зависимостью вязкости от темпе-
ратуры, формируется высоковязкая локализованная область – вязкий барьер. Однако
увеличение вязкого барьера приводит к росту вязкого трения в жидкости, вследствие
чего средняя скорость потока снижается, соответственно, снижается и расход жидко-
сти. Дальнейшая эволюция вязкого барьера связана с конкуренцией следующих фак-
торов: теплообменом через стенки канала, кондуктивной теплопроводностью и ско-
ростью конвективного переноса жидкости.

В случае, когда температура стенок канала поддерживается при постоянной темпе-
ратуре (граничные условия первого рода), вязкий барьер имеет подковообразную
форму и все изолинии вязкости начинаются вблизи угловых точек входного сечения
канала, в которых температура и вязкость изменяются скачкообразно (рис. 3,а).
При задании на стенках канала нулевого потока тепла (граничные условия второго
рода) вязкий барьер выглядит практически как вертикальная полоса, пересекающая
все поперечное сечение канала, а изолинии вязкости пересекают стенки канала под
прямым углом (рис. 3,б). Если на стенках канала задается теплообмен по закону Нью-
тона–Рихмана (граничное условие третьего рода) форма и расположение вязкого ба-
рьера зависят от значения коэффициента теплоотдачи и изолинии вязкости в этом
случае пересекают стенки канала под некоторым углом (рис. 3,в). Следует отметить,
что на рис. 3,а и рис. 3,в показаны установившиеся распределения вязкости, тогда как
на рис. 3,б показано положение вязкого барьера в некоторый момент времени, по-
скольку в канале с теплоизолированными стенками стабилизации вязкого барьера не
происходит.

С эволюцией вязкого барьера тесно связана динамика установления расхода ано-
мально-термовязкой жидкости, представленная на рис. 4 для двух значений геометри-
ческого параметра (  и ) при различных видах температурных граничных
условий и интенсивностях теплообмена. Из рисунка видно, что перед выходом расхо-
да на стационарное значение происходит достаточно сложное его изменение. Так, на-
пример, кривые изменения расхода, соответствующие граничным условиям второго и
третьего рода, характеризуются наличием локального максимума и минимума.

δ = 1 δ = 4
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Рис. 4. Динамика установления расхода аномально-термовязкой жидкости: (а) δ = 1, (б) δ = 4.
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Наиболее простой вид имеют кривые установления расхода при задании на стенках
канала граничного условия первого рода (пунктирные кривые на рис. 4). В этом слу-
чае вязкий барьер подковообразной формы образуется вблизи входа в канал и затем,
по мере протекания процесса конвективного теплообмена, вязкий барьер движется
поступательно вдоль канала, область высокой вязкости увеличивается в размере и че-
рез некоторое время вязкий барьер занимает установившееся положение (см. также
рис. 3,а). Расход при этом монотонно увеличивается и устанавливается на некотором
постоянном уровне.

При задании нулевого теплового потока на стенках канала (граничное условие вто-
рого рода, сплошные кривые на рис. 4) происходит “поршневое” вытеснение холод-
ной жидкости, заполняющей канал в начальный момент времени, горячей жидко-
стью, поступающей в канал через входное сечение. Вязкий барьер, характерный вид
которого показан на рис. 3,б, формируется на границе областей холодной и горячей
жидкости и движется поступательно вместе с потоком вдоль канала. На начальном
этапе расход возрастает по мере удаления вязкого барьера от входа в канал. Размер вы-
соковязкой области при этом увеличивается за счет кондуктивной теплопроводности,
создается дополнительное гидравлическое сопротивление в результате чего расход,
достигнув локального максимума, начинает уменьшаться. Резкое увеличение расхода
начинается в момент, когда вязкий барьер достигает выходное сечение канала и уста-
навливается на высоком уровне после того, как вязкий барьер полностью покидает
канал. Таким образом, в стационарном режиме реализуется фактически изотермиче-
ское течение маловязкой жидкости, а найденные в результате численного моделиро-
вание значения расхода (Q = 9.56 для  и Q = 29.42 для ) совпадают с вычис-
ленными по известным формулам для кольцевого канала.

При использовании граничных условий третьего рода динамика изменения расхода
в основном аналогична описанной выше для случая граничных условий второго рода
(три кривые с точками на рис. 4). Кривые расхода также имеют локальные максимум и
минимум, объясняемые динамикой вязкого барьера, причем их значения зависят от
значения коэффициента теплообмена. Отличие заключается в том, что при наличии
конечного теплообмена на стенках канала вязкий барьер стабилизируется внутри ка-

δ = 1 δ = 4



375О КРИТИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ ТЕПЛООБМЕНА 
нала и поэтому установившееся значение расхода гораздо меньше, чем при отсутствии
теплообмена: чем меньше безразмерный коэффициент теплоотдачи, тем меньше ста-
ционарное значение расхода.

Сравнение результатов для кольцевых каналов, характеризующихся различным
геометрическим параметром  (  на рис. 4,а и  на рис. 4,б), показывает каче-
ственное совпадение кривых установления расхода. Количественные различия заклю-
чаются в том, что для канала с  (более “широкий” кольцевой зазор) установив-
шиеся значения расхода примерно в два раза больше соответствующих расходов для
канала с  и требуется более длительный период времени для достижения стацио-
нарного состояния.

На рис. 5 показаны зависимости установившегося расхода при течении аномально-
термовязкой жидкости от коэффициента теплоотдачи при различных значениях гео-
метрического параметра кольцевого канала. Точки соответствуют результатам чис-
ленных экспериментов, а кривые – интерполяции сплайнами. Видно, что при некото-
ром значении коэффициента теплоотдачи  на каждой из представленных кривых
наблюдается скачкообразное уменьшение расхода, которое соответствует явлению
стабилизации вязкого барьера внутри канала. При значениях коэффициента теплоот-
дачи  кондуктивный теплообмен со стенок канала гораздо меньше конвектив-
ного теплообмена вдоль канала. Поступающая в канал нагретая жидкость практиче-
ски не охлаждается и незначительное повышение вязкости наблюдается в тонком слое
вблизи стенок канала. Толщина этого слоя увеличивается с ростом коэффициента
теплоотдачи, что приводит к постепенному уменьшению расхода, наиболее значи-
тельному для “широкого” кольцевого зазора с .

При  кондуктивный теплообмен со стенок канала становится сравнимым по
величине с конвективным теплообменом вдоль канала, жидкость успевает достаточно
охладиться и вблизи выхода из канала формируется вязкий барьер (характерный вид
вязкого барьера аналогичен изображенному на рис. 3,б). Расход при этом принимает
минимальное значение. При дальнейшем увеличении коэффициента теплоотдачи
происходит монотонное увеличение расхода, так как геометрические размеры вязкого
барьера уменьшаются, и он постепенно принимает подковообразную форму (см. рис. 3,а).
Следует заметить, что при всех значениях геометрического параметра  на кривой из-
менения расхода можно выделить практически линейный участок увеличения расхо-
да, который сменяется нелинейным. Это происходит в тот момент, когда центральная
часть подковообразного вязкого барьера выходит за пределы канала и вместо одной
высоковязкой области образуются две, расположенные параллельно стенкам канала.

При задании достаточно интенсивного теплообмена на стенках канала ( ) все
кривые изменения расхода выходят на стационарное значение, которое несколько
меньше, чем расход при малом теплообмене ( ), вследствие наличия в первом
случае пристеночных слоев с высокой вязкостью.

Из рис. 5 можно также обнаружить следующие закономерности изменения расхода
для различных значений геометрического параметра  при стремлении коэффициента
теплообмена к критическому значению слева и справа: точки на кривых изменения
расхода слева от  хорошо аппроксимируются полиномом третьей степени, тогда
как справа от  соответствующие точки лежат практически на одной прямой , т.е.

(3.3)

Справедливость зависимостей (3.3) подтверждается также результатами численного
моделирования для других значений геометрического параметра , не показанных на
рис. 5, чтобы не загромождать рисунок. Полученные полином третьей степени и пря-
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Рис. 5. Зависимость установившегося расхода при течении аномально-термовязкой жидкости от коэффи-
циента теплоотдачи при различных значениях геометрического параметра кольцевого канала.
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мая пересекаются, что дает возможность сделать вывод о том, что для кольцевых кана-
лов с достаточно широким зазором ( ) скачок расхода наблюдаться не будет. Этот
теоретически установленный факт также нашел свое подтверждение в вычислитель-
ных экспериментах.

Наиболее ясное представление о закономерностях скачкообразного изменения
расхода дает рис. 6, на котором показаны зависимости критического коэффициента
теплоотдачи и относительного изменения расхода от геометрического параметра
кольцевого канала.

Рис. 6,а свидетельствует о том, что существует квадратичная зависимость между
критическим коэффициентом теплообмена и геометрическим параметром кольцевого
канала. Квадратичной зависимостью описывается также связь между относительным

изменением расхода в точке разрыва, вычисляемым по формуле , и геометри-

ческим параметром  (рис. 6,б). Интерполируя полученную зависимость, можно сде-
лать вывод, что скачок расхода исчезнет (относительное изменение расхода станет
равным нулю) при . Таким образом, для кольцевого канала заданной геомет-
рии можно определить как критический коэффициент теплообмена, так и соответ-
ствующую величину относительного изменения расхода.

Заключение. Выполненный цикл расчётов по математической модели течения ано-
мально термовязкой жидкости в кольцевом канале позволяет сделать следующие вы-
воды. Во-первых, обнаружено не только влияние условий теплообмена на закономер-
ности течения жидкости и установление итогового расхода жидкости, аналогично
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−cr cr

cr

Q Q
Q
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Рис. 6. Зависимость критического коэффициента теплоотдачи (а) и относительного изменения расхода (б)
от геометрического параметра кольцевого канала.

а б

0

0.4

0.8

1.0
�cr

2 4
�

0

0.8

0.9

1.0
�Qcr/Q

2 4
�

случаю плоского канала, но и влияние отношения зазора кольцевого канала к радиусу
внутреннего цилиндра, т.е. геометрического параметра. Во-вторых, при увеличении
интенсивности теплообмена в области его малых значений, расход плавно снижается
до некоторых критических значений коэффициента теплоотдачи, когда происходит
резкий скачок в сторону уменьшения расхода. При дальнейшем увеличении интен-
сивности теплообмена расход также увеличивается при всех значениях геометриче-
ского параметра.

Следует отметить, что логарифм предельных значений расхода слева от точки кри-
тической величины теплоотдачи для всей совокупности значений геометрического
параметра можно аппроксимировать некоторой кубической параболой в зависимости
от логарифма коэффициента теплоотдачи. А справа от критической точки – линейной
зависимостью этих параметров. Точка пересечения этих линий свидетельствует об от-
сутствии скачка расхода и, соответственно, критической величины теплообмена для
каналов с достаточно большим значением геометрического параметра, в том числе и
для полого цилиндра.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 22-21-
00915).
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Towards Heat Transfer Critical Conditions for Flow of Fluids with a Nonmonotonic Dependence 
of Viscosity on the Temperature in Annular Channel
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The present work is devoted to mathematical modeling of the features of the f low of f luids
with a nonmonotonic dependence of viscosity on temperature, which is inherent in some
solutions and melts of polymers, as well as in a number of liquid metal alloys. For a given
pressure drop, the critical conditions of heat transfer on the channel walls are found, which
determine the f luid f low rate in the process of establishing a f low associated with the forma-
tion of a localized high-viscosity region.

Keywords: anomalous thermoviscous liquid, annular channel, critical heat transfer condi-
tions, f low rate
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