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Рассматриваются неоднородные системы линейных обыкновенных дифференциальных, разност-
ных и q-разностных уравнений. Коэффициенты системы – рациональные функции одной пере-
менной над некоторым полем характеристики 0. Уравнения системы могут иметь произвольные по-
рядки. Для дифференциальных систем с гипергэкспоненциальной и (q-)разностных систем с ги-
пергеометрической правой частью предлагается алгоритм поиска частных решений. Задача поиска
частного решения таких систем сводится к одной или нескольким задачам поиска для неоднород-
ной системы с полиномиальными коэффициентами и полиномиальной правой частью частного ре-
шения, компоненты которого являются рациональными функциями. Предлагается реализация
этого алгоритма в Maple 2018.
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I. ВВЕДЕНИЕ

Пусть  – некоторое поле характеристики 0.
Рассматриваем неоднородную систему линейных
дифференциальных уравнений

(1)

где  – вектор-столбец
неизвестных функций от независимой переменной
x, коэффициенты  – квадратные матрицы по-
рядка m, компоненты которых являются рациональ-
ными функциями от x:  ∈ . Правая
часть системы b(x) = (b1(x), b2(x), ...,  – век-
тор-столбец, ненулевые компоненты которого
являются конечной суммой гипергеэкспоненци-
альных функций (см. [1]), т.е. таких h(x), что

для некоторой рациональной функции r(x) ∈ .
В этой статье рассматривается поиск частного ре-
шения системы (1). Если система совместна, то
существует частное решение y(x) такое, что каж-
дая его компонента  является конечной сум-
мой гипергеэкспоненциальных функций.

Аналогично ставится задача поиска частного
решения системы разностных уравнений

(2)

и системы q-разностных уравнений

(3)

где b(x) – вектор-столбец, компоненты которого
являются конечными суммами гипергеометриче-
ских термов (см. [2]), т.е. таких h(x), что для неко-
торой рациональной функции  в слу-
чае разностной системы (2) выполняется

а в случае q-разностной системы (3) –

В случае q-разностной системы, q – ненулевой
элемент поля  такой, что  для любого

, независимая переменная x принимает
значения из множества , т.е. , где
k – переменная, принимающая значения в .
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Задачи построения рациональных решений

y(x) ∈  для систем (1), (2) и (3), однородных
и неоднородных с рациональной правой частью

(т.е. ), а также поиск рациональных
решений в скалярном случае (т.е. m = 1), рассмотре-
ны в работах [3]– [25]. Реализации предложенных
там алгоритмов для систем (1), (2) и (3) первого по-
рядка (т.е. r = 1) выполнены в Maple-процедуре
RationalSolution пакета LinearFunction-
alSystems (см. [26]); для разностных систем
произвольного порядка (т.е. r ≥ 1) в процедуре
RationalSolution пакета LRS (см. [27]); для
q-разностных систем произвольного порядка в
процедуре RationalSolution пакета LqRS
(см. [28]).

Построение гипергеометрических решений
для скалярных разностных и q-разностных урав-
нений рассмотрено в работах [29]–[32]. Реализа-
ция – в процедуре hypergeomsols пакета LRE-
tools и процедуре QHypergeometricSolu-
tion пакета QDifferenceEquations (см.
[26]). Построение гипергеометрических решений
для систем рассмотрено в [25], [33]– [35]. Предва-
рительный вариант реализации выполнен для
разностных и q-разностных систем в процедуре
HypergeometricSolution пакетов LRS (см.
[27]) и LqRS (см. [28]).

В данной статье предлагается алгоритм и его
реализация в Maple 2018 построения частных ре-
шений неоднородных систем (1), (2) и (3), ис-
пользующий элементы теории полиномов Оре
(см. [36]– [38]) и основанный на сведении к зада-
че построения рационального решения неодно-
родной системы с рациональной правой частью.

II. ПОЛИНОМЫ ОРЕ
Приведем необходимые сведения о теории по-

линомов Оре.
Пусть на некотором поле K (здесь это поле ра-

циональных функций: ) определены ав-
томорфизм  и дифференцирование  относитель-
но  так, что выполняются условия:  +
+ δb и  для любых 
Пусть далее  – некоторое линейное простран-
ство над K и отображение

псевдолинейно относительно  и , т.е.

( )mxK
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для любых , .
Рассматриваем систему уравнений вида

(4)

где , , , Ar(x),

, . Полагаем, что

и, что рассматриваемая система имеет полный
ранг, т.е. уравнения системы (4) линейно незави-
симы над . Системе соответствует линей-
ный оператор с матричными коэффициентами:

Системы (1), (2) и (3) являются частным случа-
ем системы (4), где в дифференциальном случае:

в разностном:

в q-разностном:

III. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ТЕРМЫ

Определение 1. Назовем  гипергео-
метрическим термом над  по , если соотноше-
ние  является рациональной функ-
цией от x: ; при этом  называется
сертификатом для h(x).

Пример 1. Рациональная функция является ги-
пергеометрическим термом для любого . В диф-
ференциальном случае (т.е. ), гипер-
геометрическим термом с сертификатом r(x) яв-
ляется

Такая функция называется экспоненциальной или
гиперэкспоненциальной по x. В разностном случае
(т.е. ):

в q-разностном (т.е. ):
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Множество всех гипергеометрических термов
над  по  обозначим . Это множество
не является линейным пространством. Обозна-
чим  пространство всех конечных сумм
элементов из .

Далее рассматривается задача построения
частного решения y(x) для системы (4) с гипергео-
метрической правой частью:

IV. ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ
В работе [29], в частности, был предложен ал-

горитм построения гипергеометрических реше-
ний для скалярных разностных уравнений с по-
линомиальными коэффициентами и гипергео-
метрической правой частью. Этот алгоритм был
перенесен на случай q-разностных уравнений в
[30]. Необходимые для построения частного ре-
шения утверждения, теоремы и алгоритм из [29]
нетрудно перенести на случай системы (4). Пере-
формулируем Prop. 5.1 из [29].

Предложение 1. Пусть , h(x) ∈
∈  и . Тогда

где .
Доказательство.
Пусть  – сертификат h(x), т.е.

Тогда

где . Далее, для любого 

где . Отсюда следует предложение 1.
Рассмотрим систему вида

где  и . Система неод-
нородная, т.е. вектор R(x) – ненулевой. Из пред-
ложения 1 следует, что если эта система совместна,
то существует частное решение вида , где

−
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. Выполним в  под-
становку , где F(x) – вектор-стол-
бец новых неизвестных. Выполняя подстановку,
как в доказательстве предложения 1, получим

, где в дифференциальном случае
 – линейные дифференциальные опе-

раторы, коэффициенты которых являются рацио-
нальными функциями от x, поскольку σF(x) = ;
в разностном и q-разностном случае ,
поскольку . Отсюда получаем:

т.е.

где , либо .

Если система  имеет рациональ-
ное решение , то  яв-
ляется решением для . В диффе-
ренциальном, разностном, q-разностном случае
решения  можно найти, например, с
помощью алгоритмов из [23, 25].

Пример 2. Найдем частное решение диффе-
ренциальной системы

Подстановкой  получаем

Получаем
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Частное решение системы , где
b(x) ∈ , получаем выполнением следу-
ющих шагов:

1. Записать правую часть системы в виде ко-
нечной суммы:

где  и  – попарно непо-

добные гипергеометрические термы, т.е. 

для .
2. Для каждого  с помощью подста-

новки  и алгоритмов из [23, 25]

найти частное решение  системы

(5)

3. Если для некоторого  не существует
рационального решения для (5), то исходная систе-
ма не имеет решения. Иначе, получаем частное ре-
шение:

V. РЕАЛИЗАЦИЯ
Представленный алгоритм реализован в Maple

2018 в процедуре HypergeometricSolution
пакета LFS (Linear Functional Systems).

Реализация выполнена для систем вида (1), (2)
и (3), коэффициенты которых – рациональные
функции одной переменной, например, x, над
полем рациональных чисел (т.е. ) в диффе-
ренциальном и разностном случаях. В q-разност-
ном случае q может быть либо натуральным чис-

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= , = .⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦+ ⎣ ⎦+

2 2

1
( ) ( )

1
4 4

x
F x y x

x
x x

=( ) ( )Ly x b x
ξ ( )( )( ) xK

+ *

= + + ,�1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sb x h x R x h x R x

∈( ) ( )m
jR x xK , ,…1( ) ( )sh x h x

∈/
( ) ( )
( )

i

j

h x x
h x

K

≠i j
= , ,…1j s

=( ) ( ) ( )j jy x F x h x

∈( ) ( )m
jF x xK

= .( ( ) ( )) ( ) ( )j j j jL F x h x R x h x

= , ,…1j s

= + + .�1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sy x h x F x h x F x

=K Q

лом , либо именем, тогда . Систе-
ма задается в виде линейного операторного
уравнения с матричными коэффициентами. Пра-
вая часть системы – вектор-столбец, элементы
которого должны быть записаны в виде суммы,
каждое слагаемое которой распознается стан-
дартными процедурами Maple как гипергеомет-
рический терм. Например, на рис. 1 приведен
фрагмент Maple-сессии, где задана система раз-
ностных уравнений S. Правая часть системы  со-
держит четыре гипергеометрических терма, из ко-
торых можно выделить два неподобных:  и .
Получаем частное решение  с помощью пакета
LFS следующим образом:

> LFS:-HypergeometricSolution(S, y(x),

’output’ = ’partsol’);

Результатом работы процедуры является вектор-
столбец, если система имеет полный ранг и реше-
ние существует, иначе процедура возвращает
NULL.

При реализации использованы процедуры
стандартного Maple-пакета OreTools для вы-
полнения постановки  в систему.
Для того, чтобы определить сертификат гипер-
геометрического терма используются процедуры
IsHyperexponential пакета DEtools, IsHy-
pergeometricTerm пакетов SumTools и
QDifferenceEquations. Для построения ра-
циональных решений систем используется про-
цедура RationalSolution пакета LFS, реали-
зованная Д.Е. Хмельновым по алгоритмам из [21,
22, 25].

Пакет LFS, его описание и примеры использо-
вания процедур доступны по адресу http://www.
ccas.ru/ca/lrs.
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