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В данной работе определяется и исследуется семейство тестовых эквивалентностей в интерливин-
говой семантике, семантике частичного порядка и комбинации этих семантик в контексте непре-
рывно-временных безопасных сетей Петри (элементарных сетевых систем, переходы которых по-
мечены временными интервалами и каждый переход, имеющий достаточное количество фишек во
входных местах, должен срабатывать тогда, когда его счетчик достигнет некоторого значения, при-
надлежащего его временному интервалу). Для этого разрабатываются три представления поведения
непрерывно-временной сети Петри: последовательности срабатываний сетевых переходов, пред-
ставляющие семантику интерливинга, временные причинные сети-процессы, из которых выводят-
ся частичные порядки, и временное причинное дерево, вершинами которого являются последова-
тельности срабатываний переходов, а дуги помечены информацией о частичных порядках. Устанав-
ливаются взаимосвязи между рассматриваемыми эквивалентностями и показывается совпадение
семантик временных причинных сетей-процессов и временных причинных деревьев.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Тестовые эквивалентности используются при
сравнении поведения систем и проверке соответ-
ствия между заданной спецификацией и полу-
ченной реализацией, а также при установлении
выполнимости логических формул. Понятие те-
стовой эквивалентности параллельных процес-
сов было предложено М. Хеннеси и Р. де Николой
в статье [1]. Тест – это специальный процесс, ко-
торый выполняется параллельно с тестируемым
процессом. Такое выполнение считается успеш-
ным, если тест достигает выделенного успешного
состояния, и процесс проходит тест, если каждое
его совместное выполнение с процессом является
успешным. Два процесса считаются тестово экви-
валентными, если они проходят одни и те же на-
боры тестов. Чтобы облегчить исследование и
применение тестовых эквивалентностей, были
найдены их альтернативные характеризации –
например, сравнение проводится по совокупно-
сти всех тестов, которые представляют собой вы-
числения процессов и множества возможных их
продолжений. Концепция тестовой эквивалент-
ности интуитивно понятна и привела к появле-

нию математической теории эквивалентностей и
предпорядков на процессах.

Изначально тестовые эквивалентности были де-
тально исследованы в контексте моделей систем пе-
реходов (см., например, [2, 3]), которые базируются
на интерливинговой семантике – отношение па-
раллелизма между действиями системы представ-
ляется не напрямую, а посредством недетермини-
рованного выбора между выполнениями линейно-
упорядоченных поддействий. Интерливинговые
тестовые эквивалентности для элементарных сете-
вых систем изучались в статье [4]. Чтобы преодо-
леть ограничения интерливингового подхода, от-
ношение параллелизма часто моделируется как
отсутствие причинной зависимости, представ-
ленной, как правило, частичным порядком, меж-
ду действиями системы. В работах [5, 6] тестовые
эквивалентности рассматривались в семантике
частичного порядка в рамках моделей структур
событий. Кроме того, тестовые эквивалентности
активно изучались в контексте моделей структур
событий для семантики причинных деревьев –
поведение системы представляется в виде дерева,
в котором дуги помечаются действиями и сведе-
ниями об их предшественниках, т.е. сохраняется
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информация о причинной зависимости. Взаимо-
связи между семантиками частичного порядка и
причинных деревьев были хорошо изучены для
моделей структур событий в работах [6–8]. Чаще
всего семантика частичного порядка сетей Петри
представляется посредством так называемых при-
чинных сетей-процессов, включающих события и
условия, находящиеся в отношениях причинной
зависимости и параллелизма (см. [9–11] среди
других статей). Сравнение разновидностей тесто-
вой эквивалентности в частично-упорядоченной
семантике сетей Петри было проведено в статье
[4]. Исследование семантики причинных дере-
вьев в контексте сетей Петри, на сколько нам из-
вестно, не проводилось.

При верификации сложных систем, критичных
с точки зрения безопасности, важно исследовать
не только качественные, но и количественные ха-
рактеристики поведения систем. Для этих целей
тестовые эквивалентности были применены в
контексте ряда моделей с реальным временем. Для
систем переходов с дискретным временем в рабо-
тах [12] и [13] были даны альтернативные характе-
ризации временных тестовых эквивалентностей с
использованием расширенного понятия, так на-
зываемых, допустимых множеств. Семантиче-
ская теория на основе тестовых эквивалентно-
стей была предложена для алгебр процессов с вре-
менными ограничениями в статьях [14] и [15], где
формулируются альтернативные характеризации
тестовых предпорядков через, так называемые,
трассы отказов. Авторы статьи [15] доказали воз-
можность дискретизации в контексте разработан-
ной ими временной алгебры процессов и, как
следствие, сведение непрерывно-временных те-
стовых отношений к дискретно-временным. В ра-
боте [16] интерливинговые тестовые отношения, а
также результаты по их альтернативной характе-
ризации и дискретизации распространяются на
модель сетей Петри с временными характеристи-
ками, сопоставленными фишкам, и с временны-
ми интервалами, связанными с дугами из мест в
переходы. Тестовые отношения исследуются од-
новременно для временных и причинно-зависи-
мых семантик моделей структур событий в статье
[17]. Кроме того, в [18–20] дается классификация
эквивалентностей из спектра линейного/ветвя-
щегося времени для семантик интерливинга,
причинных деревьев и частичного порядка в кон-
тексте моделей непрерывно-временных структур
событий. Частично-упорядоченная cемантика в
работах [21, 22] была предложена для дискретно-
временных сетей Петри, где с каждым переходом
связана длительность его срабатывания, а также в
статье [23] – для непрерывно-временных без-
опасных сетей Петри, где каждому переходу со-
поставлен интервал временных задержек его сра-
батывания. Однако, насколько нам известно, в
литературе по временным сетям Петри не пред-

ставлены исследования тестовых эквивалентно-
стей в семантиках причинных сетей-процессов и
причинных деревьев. Только в работах [24, 25]
изучались взаимосвязи трассовых и бисимуляци-
онных эквивалентностей в интерливинговой и
частично-упорядоченной семантиках непрерыв-
но-временных безопасных сетей Петри.

Цель данной работы состоит в определении,
изучении и сравнении тестовых эквивалентностей
в семантиках интерливинга, причинных сетей и
причинных деревьев в контексте непрерывно-вре-
менных безопасных сетей Петри (элементарных
сетевых систем, переходы которых помечены вре-
менными интервалами и каждый переход, имею-
щий достаточное количество фишек во входных
местах, должен срабатывать тогда, когда его счет-
чик достигнет некоторого значения, принадлежа-
щего его временному интервалу). Устанавлива-
ются взаимосвязи между рассматриваемыми эк-
вивалентностями и показывается совпадение эк-
вивалентностей в семантиках временных при-
чинных сетей-процессов и временных причин-
ных деревьев.

2. ВРЕМЕННЫЕ СЕТИ ПЕТРИ: СИНТАКСИС 
И ИНТЕРЛИВИНГОВАЯ СЕМАНТИКА

В этом разделе рассмотрим базовую термино-
логию непрерывно-временных сетей Петри и их
интерливинговую семантику. Сначала напомним
определения структуры и поведения сетей Петри.
Пусть Act – множество действий.

О п р е д е л е н и е  1. (Помеченная над ) сеть
Петри (СП) – это набор , где P –
конечное множество мест, T – конечное множество
переходов (  и ),  ∪
∪ (T × P) – отношение инцидентости,  ⊆
⊆  P – начальная разметка, L : T →  – помеча-
ющая функция. Для элемента  опреде-
лим множество  входных и мно-

жество  выходных элементов,
которые для подмножества  элементов
обобщаются соответственно до множеств  =

=  и .

Разметка M СП  – это произвольное подмно-
жество P. Переход t ∈ T готов сработать при раз-
метке M, если 1. Обозначим через 
множество всех переходов, готовых сработать при
разметке M. Если переход t готов сработать при

1 Для удобства последующих определений здесь не исполь-
зуется классическое определение: переход t ∈ T готов сра-
ботать при разметке M, если  и . Второе
требование будет введено в определении свойства свободы
от контактов.

Act
=1 0( , , , , )P T F M L

∩ = ∅P T ∪ ≠ ∅P T ⊆ ×( )F P T
∅ ≠ 0M

Act
∈ ∪x P T

• = | ∈{ ( , ) }x y y x F
• = | ∈{ ( , ) }x y x y F

⊆ ∪X P T
• X

•
∈∪x X

x • •
∈

= ∪x X
X x

1

• ⊆t M ( )En M

• ⊆t M •∩ = ∅M t
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разметке M, то его срабатывание приводит к новой
разметке  (обозначается ), если M' =
= . Будем использовать обозначение

, если  и  … Mk – 1 
Mk = M ' (k ≥ 0). Тогда, ϑ – это последователь-

ность срабатываний из M (в ) и  – разметка,
достижимая из разметки M, в СП . Пусть

 – множество всех разметок, достижимых
из M0, в СП .

СП  называется T-ограниченной, если  ≠ 
для всех переходов t ∈ T; свободной от контактов,
если для произвольной разметки  и лю-
бого перехода t, готового сработать при разметке M,
выполняется условие .

Под непрерывно-временной сетью Петри (ВСП)
[23] понимается СП, в которой с каждым перехо-
дом связан временной интервал, указывающий
возможные временные моменты срабатывания
перехода, готового по наличию фишек в его вход-
ных местах; готовый переход может сработать,
только когда достигнута нижняя граница и не
превышена верхняя граница его интервала, и, ес-
ли он еще не сработал, то обязан сработать, когда
достигнута верхняя граница его интервала.

Область  временных значений – множество
неотрицательных рациональных чисел. Считаем,
что  – замкнутый интервал между двумя
временными значениями . Также, беско-
нечность может появляться как правая граница в
открытых справа интервалах. Пусть Interv – мно-
жество всех таких интервалов.

О п р е д е л е н и е  2. (Помеченная над ) вре-
менная сеть Петри (ВСП) – это пара ,
где  – (помеченная над Act) базовая сеть Петри и

 → Interv – статическая временная функция,
сопоставляющая каждому переходу временной
интервал. Границы временного интервала  ∈
Interv называются ранним (Eft) и поздним (Lft) вре-
менами срабатывания перехода t ∈ T.

Состояние ВСП  – это пара , где
M – разметка СП  и  – динамиче-
ская временная функция. Начальное состояние
ВСП  – это пара , где M0 – началь-
ная разметка СП  и  для всех .
Переход t, готовый сработать при разметке M в СП

, готов сработать в состоянии  в отно-
сительный момент времени  в ВСП , если
(  + θ) и верно, что (  для
всех ). Если переход t готов сработать в
состоянии  в относительный момент
времени θ, то его срабатывание приводит в новое

'M → 'tM M
• •∪( \ )M t t

ϑ→ 'M M ϑ = 1 kt …t = →10 1tM M M →kt

→kt

'M 'M
1

1( )RM
1

1
• ≠ ∅t •t

∈ 1( )M RM

•∩ = ∅M t

T

τ , τ1 2[ ]
τ , τ ∈ T1 2

Act
= ,71 1( )D

1

:D T

( )D t

71 = ,( )S M I
1 : → T( )I En M

71 = ,0 0 0( )S M I
1 =0( ) 0I t ∈ 0( )t En M

1 = ,( )S M I
θ ∈ T 71

≤( ) ( )Eft t I t + θ ≤( ') ( ')I t Lft t
∈' ( )t En M

= ,( )S M I

состояние  (обозначается ) та-
кое, что верно:  и 

Будем писать , если  и
 …  (  ≥ 0).

Тогда, σ – последовательность срабатываний из S
(в ) и  – состояние, достижимое из S, в ВСП

. Пусть  – множество всех последова-
тельностей срабатываний из  и  – мно-
жество всех состояний, достижимых из , в ВСП

. Для  ...   = (a1,
θ1) ... (ak, θk), если  для всех . Опре-
делим интерливинговый язык ВСП  следующим
образом:  = {L(σ) ∈ (Act ×  .

ВСП  называется T-ограниченной, если ба-
зовая СП T-ограничена; свободной от контактов,
если для любого состояния  и
любого перехода t, готового сработать в состоя-
нии S в относительный момент времени θ, верно,
что  = ∅2; прогрессирующей по времени,
если для любой последовательности переходов {t1,

 такой, что  ≠ ∅ (  < n) и
 ≠ ∅, выполяняется неравенство  >

> 03. В дальнейшем будем рассматривать только
T-ограниченные, свободные от контактов и про-
грессирующие по времени ВСП.

П р и м е р  1. Пример помеченной над Act =
=  ВСП  показан на рис. 1, где места
представлены окружностями, переходы – барье-
рами; рядом с элементами ВСП размещены их
имена; между элементами, включенными в отно-
шение инцидентности, изображены стрелки;
каждое место, входящее в начальную разметку,
отмечено наличием в нем фишки (жирной точ-
ки); значения помечающей и статической вре-
менной функций указаны рядом с переходами.
Нетрудно проверить, что переходы t1 и t3 готовы
сработать при начальной разметке M0 =  и,
более того, готовы сработать в начальном состоя-

нии , где I0(t) = 

в относительный момент времени . При
этом,        –

2 Заметим, что если базовая СП  свободна от контактов, то
и ВСП  свободна от контактов, но обратное неверно.

3 Свойство прогрессирования по времени гарантирует кор-
ректность измененного определения совойства свободы от
контактов.

= ,' ( ' ')S M I
,θ→( ) 't

S S
→ 'tM M


∀ ∈'t T

•

•

 + θ, ∈ ,


= , ∈ ,
 .


( ') если ' ( \ )

'( ') 0 если ' ( ')\ ( \ )
не определено иначе

I t t En M t

I t t En M En M t

σ→ 'S S σ = , θ , θ1 1( ) ( )k kt … t
,θ= ⎯⎯⎯⎯→1 10 1( )tS S S − ,θ⎯⎯⎯⎯→ =1 ( ) 'k kk ktS S S k

'S 'S
71 ^6 71( )

0S 71( )RS
0S

71 σ = ,θ1 1( )t , θ ∈^6 71( ) ( )k kt σ( )L
= ( )i ia L t ≤ ≤1 i k

71

( )+ 71 |σ ∈)* ( )}T ^6 71

71

= , ∈ 71( ) ( )S M I RS

• •∩( \ )M t t

N

71

… ⊆2, , }nt t T • •
+∩ 1i it t ≤1 i

• •∩ 1nt t
≤ ≤1

( )ii n
Eft t

{ , , , }a b c d 71

,1 2{ }p p

= ,0 0 0( )S M I
, ∈ ,

 ,

1 30 если { , }
не определено иначе

t t t

θ ∈ ,[2 3]
σ = ,1( 3)t ,3( 0)t ,2( 2)t ,3( 2)t ,1( 0)t ,5( 2)t ,4( 0)t
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последовательность срабатываний из S0 в ВСП
. Кроме того,  является T-ограниченной,

свободной от контактов и прогрессирующей по
времени. □

3. ПРИЧИННО-ЗАВИСИМЫЕ СЕМАНТИКИ 
ВРЕМЕННЫХ СЕТЕЙ ПЕТРИ

3.1. Базовые определения

Сначала рассмотрим определения, связанные
с временными сетями.

О п р е д е л е н и е  3. (Помеченной над Act) вре-
менной сетью называется конечная, ацикличе-
ская сеть , где B – множество
условий, E – множество событий, 
∪ (E × B) – отношение инцидентности такое, что

 =  = E,  – по-
мечающая функция и  – временная
функция такая, что .

Введем дополнительные обозначения для вре-
менной сети . Пусть ,

 и . Определим мно-

жества:  и  для

 ∪ E;  и  для

;  = ∅} и  =  B |  =
= ∅}.

 называется (помеченной над
Act) временной причинной сетью, если  и

 для всех условий b ∈ B. Заметим, что
 является

(помеченным над Act) временным частично-упоря-
доченным множеством (ВЧУМ)4.

4 (Помеченный над Act) ВЧУМ – это набор ,
состоящий из конечного множества элементов X; рефлек-
сивного, антисимметричного и транзитивного отношения

; помечающей функции  и временной функ-
ции  такой, что . Пусть τ(η) =
= .

71 71

= , , , , τ( )TN B E G l
⊆ × ∪( )G B E

| ∈{ ( , ) }e e b G | ∈{ ( , ) }e b e G : →l E Act
τ : → TE

+
 τ ≤ τ' ( ) ( ')eG e e e

= , , , , τ( )TN B E G l +=≺ G
=� *G τ = τ | ∈( ) max{ ( ) }TN e e E

• = | ∈{ ( , ) }x y y x G • = | ∈{ ( , ) }x y x y G

∈x B • •
∈

= ∪x X
X x • •

∈
= ∪x X

X x

⊆ ∪X B E • •= ∈ |{TN b B b •TN ∈{b •b

= , , , , τ( )TN B E G l
• ≤| | 1b

• ≤| | 1b
η = , ∩ × , , τ�( ) ( ( ) )TN TN TN TN TN TNTN E E E l

η = , , λ, τ�( )X

� λ: →X Act
τ: →X T  τ ≤ τ� ' ( ) ( ')e e e e

τ | ∈max{ ( ) }x x X

Введем дополнительные определения и обо-
значения для временной причинной сети  =
= (B, , , l, :

•  – множество предшественни-
ков события e ∈ E,  –
множество временных предшественников события
e ∈ E;

•  – левозамкнутое подмножество E, ес-
ли  для каждого . Для такого
подмножества будем использовать обозначение

.  – непротиворе-
чивое по времени подмножество E, если 
для всех  и ;

• последовательность  ( ) собы-
тий из E – линеаризация временной причинной сети
TN, если каждое событие из E встречается в последо-
вательности только один раз и выполняется следую-
щее условие:  для всех

1 ≤ i, . Определим множество 

( ). Очевидно, что  являются левозамкну-
тыми и непротиворечивыми по времени подмно-
жествами E и, кроме того, .

Из определений временной причинной сети и
ее линеаризации получаем справедливость следу-
ющей

Л е м м а  1. Любая временная причинная сеть
имеет линеаризацию.

Временные причинные сети 
и  изоморфны (обозначается

), если существует биективное отобра-
жение  такое, что: (а) 
и ; (б)  для всех x,

; (в)  и  для всех
e ∈ E. Кроме того, будем говорить, что TN являет-
ся префиксом  (обозначается ), ес-
ли ,  – левозамкнутое и непротиворечи-
вое по времени подмножество , ,

,  и .
П р и м е р  2. На рис. 2 показана временная

причинная сеть , где условия
представлены окружностями, а события – барьера-
ми; рядом с элементами сети размещены их имена;
между элементами, включенными в отношение ин-
цидентности, изображены стрелки; значения функ-
ций l и τ указаны рядом с событиями. Определим
временные причинные сети TN' = , где
B' = , , G' =  ×
× B')}, , , и , где

, , G'' =  ×
× B'')}, , . Легко проверить, что 
является префиксом . □

TN
E G τ)

↓ = | �{ }e x x e
= ∈ |τ < τ( ) { ' ( ') ( )}Earlier e e E e e

⊆'E E
↓ ∩ ⊆' 'e E E ∈' 'e E

• • •= ∪( ') ( ' )\ 'Cut E E TN E ⊆'E E
τ ≤ τ( ') ( )e e

∈' 'e E ∈ \ 'e E E

ρ = 1 ke …e ≥ 0k

∨ τ < τ  <≺( ( ) ( ))i j i je e e e i j

≤j k ρ ≤ ≤
= ∪1

l
ii l

E e

≤ ≤0 l k ρ
lE

τ = τ( ) ( )ke TN

= τ( , , , , )TN B E G l
= τ' ( ', ', ', ', ')TN B E G l

� 'TN TN
β: ∪ → ∪' 'B E B E β =( ) 'B B

β =( ) 'E E ⇔ β β( ) ' ( )xGy x G y
∈ ∪y B E = β( ) '( ( ))l e l e τ = τ β( ) '( ( ))e e

'TN → 'TN TN
⊆ 'B B E

'E ='\ { }E E e
= ∩ × ∪ ×' ( )G G B E E B = '|El l τ = τ'|E

= , , , , τ( )TN B E G l

, , , , τ( ' ' ' ' ')B E G l
1 2 3 4{ , , , }b b b b = 1 3' { , }E e e ∩ × ∪( ' ' 'G B E E

= '' |El l τ = τ '' |E = , , , , τ'' ( '' '' '' '' '')TN B E G l
= 1 2 3'' { , , }B b b b = 1'' { }E e ∩ × ∪( '' '' ''G B E E

= '''' |El l τ = τ '''' |E ''TN
'TN

Рис. 1. Пример временной сети Петри.
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3.2. Временные причинные сети-процессы 
временных сетей Петри

В этом разделе рассмотрим понятие времен-
ных причинных сетей-процессов ВСП, предло-
женное в статье [23].

О п р е д е л е н и е  4. Пусть  = ((P, T, F, M0,
L), D) – ВСП и  – временная
причинная сеть. Отображение 
называется гомоморфизмом из  в , если вы-
полняются следующие условия:

• , ;

• ограничение ϕ на  является биекцией меж-
ду  и  и ограничение ϕ на  является биек-
цией между  и  для всех e ∈ E;

• ограничение ϕ на  является биекцией
между  и M0;

•  для всех .
Пара  называется временным причин-

ным сетью-процессом ВСП , если TN – вре-
менная причинная сеть и ϕ – гомоморфизм из TN

в .
Пусть  – временной причинный

сеть-процесс ВСП ,  и .
Тогда глобальный момент времени, когда фишки
появляются во всех входных местах перехода ,
определяется следующим образом:  =

= , где  =

= .
Для того, чтобы значения временных функций

временных причинных сетей-процессов ВСП со-
ответствовали временным интервалам срабаты-
вания сетевых переходов, вводится понятие кор-
ректных временных причинных сетей-процессов
ВСП.

О п р е д е л е н и е  5. Временной причинный
сеть-процесс  ВСП  называется
корректным, если для каждого e ∈ E выполняются
следующие условия:

• ,

71

= , , , , τ( )TN B E G l

ϕ: ∪ → ∪B E P T

TN 71

ϕ ⊆( )B P ϕ ⊆( )E T

•
e

•
e

•ϕ( )e
•

e
•

e
•ϕ( )e

•
TN

•
TN

= ϕ( ) ( ( ))l e L e ∈e E

π = , ϕ( )TN

71

71

π = , ϕ( )TN

71 ⊆' TNB B ∈ ϕ( ( '))t En B

t

π ,( ' )B tTOE
• •τ | ∈ ∪[ ]'max({ ( ) \ } {0})TN tb b B TN [ ]'tB

•∈ |ϕ ∈{ ' ( ) }TNb B b t

π = , ϕ( )TN 71

•
πτ ≥ , ϕ + ϕ( ) ( ( )) ( ( ))e e e Eft eTOE

• , где
.

Пусть  – множество корректных времен-
ных причинных сетей-процессов ВСП . Через

:TP .
5

.  обозначим множество ВЧУМов, изо-
морфных ВЧУМам, полученным из корректных
временных причинных сетей-процессов ВСП .

П р и м е р  3. Определим отображение ϕ из
временной причинной сети TN (см. рис. 2) в ВСП

 (см. рис. 1) следующим образом: 
(1 ≤ ),  (  ≤ 10) и 
( ), , . Далее, для времен-
ной причинной сети , заданной в примере 2,
определим . Легко видеть, что π = 
и  являются временными причинны-
ми сетями-процессами ВСП .

Для множества  и перехода  ∈
∈  вычислим  =  ∈
∈  =  = 3.
Также, нетрудно проверить, что временные при-
чинные сети-процессы  и 
являются корректными. □

Будем говорить, что  и 
из  изоморфны (обозначается ), если
существует изоморфизм  такой, что

 для всех ; а также будем
писать  в , если  и .

Рассмотрим взаимосвязи между последова-
тельностями срабатываний и корректными вре-
менными причинными сетями-процессами ВСП.
Для  определим функцию
FSπ, которая отображает линеаризацию 

 в последовательность вида: FSπ(ρ) =  –
– 0) ... .

У т в е р ж д е н и е  1. Пусть  – ВСП. Тогда

5Два ВЧУМ  и  изоморфны
(обозначается ), если существует биекция 
такая, что (а)  для всех ; (б) λ(x) =
=  и  для всех .

 π∀ ∈ ϕ τ ≤ , +( ( )) ( ) ( ) ( )e et En C e C t Lft tTOE
= ( ( ))eC Cut Earlier e

#3 71( )
71

= |∃π = , ϕ ∈( ) { ( ) ( )os TP TN73 71 #3 71

η = , , λ, τ�( )X η = , , λ , τ' ( ' ' ' ')X �

η η� ' β: → 'X X

⇔ β β� �( ) ' ( )x y x y , ∈x y X

λ β'( ( ))x τ = τ β( ) '( ( ))x x ∈x X

η( )}TN

71

71 ϕ =( )i ib p

≤ 6i −ϕ = 6( )i ib p ≤7 i ϕ =( )i ie t

≤ ≤1 5i ϕ =6 1( )e t ϕ =7 3( )e t

'TN

∪ϕ = ϕ| ' '' E B , ϕ( )TN

π = , ϕ' ( ' ')TN

71

= ⊂�

3 4{ , }B b b B 2t

�ϕ( ( ))En B �

π , 2( )B tTOE •τ |max({ ( )TN b b

• ∪�

2[ ]\ } {0})tB TN τ = τ = ∪1 3max({ ( ) 3, ( ) 3} {0})e e

π = , ϕ( )TN π = , ϕ' ( ' ')TN

π = , ϕ( )TN π = , ϕ' ( ' ')TN

#3 71( ) π π� '
: � 'f TN TN

ϕ = ϕ( ) '( ( ))x f x ∈ ∪x B E

π → π' 71 → 'TN TN ∪ϕ = ϕ'|B E

π = ,ϕ ∈ #3 71( ) ( )TN

ρ = 1 ke …e

TN ϕ , τ1 1( ( ) ( )e e

−ϕ , τ − τ 1( ( ) ( ) ( ))k k ke e e

71

Рис. 2. Пример временной причинной сети.
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(а) если  и ρ – линеариза-
ция TN, то существует единственная последова-

тельность срабатываний ;
(б) если , то существует единствен-

ный (с точностью до изоморфизма) временной причин-

ный сеть-процесс  и един-

ственная линеаризация  TN такие, что  = σ.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пункт (а) без факта

единственности последовательности срабатыва-
ний  и пункт (б) без факта единственности
линеаризации  – это переформулировки ре-
зультатов, доказанных в теоремах соответственно
19 и 21, 22 в [23].

(а) Единственность последовательности сра-
батываний  следует из определений гомо-
морфизма ϕ и функции .

(б) Пусть  ( ) – линеаризация TN

такая, что  = σ = (t1, θ1)...(tn, .
Предположим обратное, т.е. существует линеариза-
ция   такая, что  и .
Так как все линеаризации  конечны, то можно
найти минимальное  такое, что . Ясно, что

. Поскольку  – T-ограничен-
ная ВСП, то . Возьмем произвольное ме-
сто . По определению гомоморфизма, су-

ществуют условия  и  такие, что ϕ(b) =
=  = pk. В силу определения временной при-
чинной сети, верно, что .

Рассмотрим возможные случаи.

– . Тогда верно, что . Это
противоречит определению гомоморфизма ϕ.

–  и  (случай, когда  и

, аналогичен). Поскольку , то полу-
чаем, что , по определению гомоморфизма
ϕ. Тогда имеем, что , по построению  в [23].

Предполагая, что , найдем событие  такое,

что . Так как k – минимальное, то в обеих
линеаризациях  и  событие  имеет один и тот же
порядковый номер, т.е.  для некоторого

 < k. По определению функции , верно, что

. Тогда , согласно определению ϕ.
Кроме того, имеем, что , в силу построе-
ния  в [23]. Таким образом, получили противо-
речие со свойством (41) из [23]: не существует 
для любого 0 < i < k.

– . Cледовательно, существует собы-

тие  ( ) такое, что  ( ). В силу опре-

π = , ϕ ∈ #3 71( ) ( )TN

π ρ ∈^6 71( ) ( )FS

σ ∈^6 71( )

σπ = ,ϕ ∈ #3 71( ) ( )TN

σρ
σπ σρ( )FS

π ρ( )FS

σρ

π ρ( )FS

πFS

σρ = 1 ne …e ≥ 0n

σπ σρ( )FS θ ∈) ( )n ^6 71

ρ = 1 ne …e TN
σπ ρ = σ( )FS σρ ≠ ρ

TN

k ≠k ke e

ϕ = ϕ =( ) ( )k k ke e t 71

• ≠ ∅kt
•∈k kp t

•∈ kb e
•∈ kb e

ϕ( )b

≠b b

•⊆{ , }b b TN ∈ 0kp M

•∈b TN
•∈/b TN

•∈b TN

•∈/b TN
•∈b TN

∈ 0kp M

,= 0 kpb b σπ
•∈/b TN �e

•=�{ }e b

ρ ρ �e

= =� i ie e e

<0 i
σπFS

ϕ =�( ) ie t
•∈k ip t

,=
ki pb b

σπ
, ki pb

•, ∈/b b TN

�e ê
•=�{ }e b

•=ˆ{ }e b

деления гомоморфизма ϕ, верно, что . Так
как  – минимальное, то в обеих линеаризациях 
и  событие  ( ) имеет один и тот же порядковый
номер, т.е.  для некоторого 
(  для некоторого ). Тогда ,
согласно определению линеаризации. По опреде-
лению функции , имеем, что  (  =
= tj). Из определения гомоморфизма следует, что

 ( ). По построению  в [23] верно, что
 ( ). В случае, когда i < j < k (j < i < k),

получаем противоречие со свойством (41) из [23]: не
существует  для любого  ( ). □

П р и м е р  4. Для временного причинного се-
ти-процесса  ВСП  (см. пример 3) и
линеаризации  временной при-
чинной сети TN получаем, что  

     является последователь-
ностью срабатываний ВСП  (см. пример 1). □

Используя определение префикса временной
причинной сети и утверждение 1, легко показать,
что если последовательность срабатываний и вре-
менной причинный сеть-процесс ВСП взаимо-
связаны, то их непосредственные расширения то-
же взимосвязаны.

Л е м м а  2. Пусть  и 
такие, что , где ρ – линеаризация .
Тогда

(a) если , то существует

 такой, что  в  и  =
= , где  – линеаризация ;

(б) если  в , то существует σ(t,
 такая, что , где ρe –

линеаризация .

3.3. Временные причинные деревья
временных сетей Петри

Причинные деревья [8] – это деревья синхро-
низации, у которых в пометках дуг кроме имен
действий содержится дополнительная информа-
ция о предшественниках этих действий, что обес-
печивает интерливинговое представление парал-
лельных процессов с описанием причинной зави-
симости между их действиями. Добавляя времена
выполнения действий в пометки причинных де-
ревьев, получаем временные причинные деревья.
Во временном причинном дереве ВСП  вер-
шинами являются последовательности срабаты-
ваний из множества  и дуги проводятся
между двумя вершинами, если одна последова-
тельность является непосредственным расшире-
нием другой. Информация о предшественниках
для пометок дуг получается из отношений инци-

≠� ˆe e

k ρ
ρ �e ê

= =� i ie e e ≤ <1 i k

= =ˆ j je e e ≤ <1 j k ≠i j

σπFS ϕ =�( ) ie t ϕ ˆ( )e

•∈k ip t
•∈k jp t σπ

,=
ki pb b ,=

kj pb b

, kl pb < <i l k < <j l k

π = , ϕ( )TN 71

ρ = 1 3 2 7 6 5 4e e e e e e e

π ρ = ,1( ) ( 3)FS t ,3( 0)t

,2( 2)t ,3( 2)t ,1( 0)t ,5( 2)t ,4( 0)t

71

σ ∈^6 71( ) π ∈ #3 71( )
πσ = ρ( )FS πTN

σ , θ ∈^6 71( ) ( )t

π ∈� #3 71( ) π → π� 71 σ , θ( )t

π ρ
�

( )FS e ρe π�TN

π → π� 71

θ ∈) ( )^6 71
�πσ , θ = ρ( ) ( )t FS e

π�TN

71

^6 71( )



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 4  2020

ТЕСТОВЫЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 9

дентности соответствующих временных причин-
ных сетей-процессов ВСП .

О п р е д е л е н и е  6. Временное причинное дере-

во ВСП , , – это дерево
, где  – множество вершин

с корнем ε; A =  –
множество дуг; φ – помечающая функция такая,
что  и , , , где K = {n –
– l + 1 | , где  – лине-
аризация , и . Пусть  –

путь в  из корня в вершину 6. Через
 =  ∈  ∈

∈  обозначим множество последова-
тельностей пометок путей временного причинно-
го дерева ВСП .

П р и м е р  5. Рассмотрим ВСП  (см. рис. 1)
и последовательность срабатываний 

     . Полу-
чаем, что последовательность пометок пути из
корня в вершину σ имеет вид: 

   
 . □

Установим взаимосвязи между корректными
временными причинными сетями-процессами и
помеченными путями во временных причинных
деревьях двух ВСП.

У т в е р ж д е н и е  2. Пусть  и  – ВСП и
 и TCT  = ,

A', φ') – их временные причинные деревья. Тогда

(а) если  и  – времен-

ные сети-процессы и  – изо-

морфизм, то 
для любой линеаризации ρ ;

(б) если  для 
и , то существует изоморфизм

 такой, что .

Д о к а з а т е л ь с т в о. (а) Следует из утвержде-
ния 1(а) и свойств изоморфизма f.

(б) Следует из утверждения 1(б), определения 6
и свойств гомоморфизма ϕ и функции FS. □

Рассмотрим и докажем вспомогательный по-
лезный факт.

У т в е р ж д е н и е  3. Пусть  и  – ВСП.
Тогда   =
=   .

6 Мы определяем . Заметим, что в  для
любой вершины  существует путь из корня в
вершину σ.

71

71 71( )TCT

φ^6 71( ( ), , )A ^6 71( )
σ σ θ σ σ θ ∈{( , ( , )) | , ( , ) ( )}t t ^6 71

φ =e e( ) φ σ,σ , θ = 71( ( )) ( ( )t l t θ )K

σ ,θπσ , θ =
( ) 1( ) ( )
t nt FS e …e e 1 ne …e e

σ ,θπ ( )t
TN

πσ ,θ
≺

( )
}

t
l TNe e σ( )path

71( )TCT σ

=e e( )path 71( )TCT

σ ∈^6 71( )

+ 71( ( ))TCT φ σ{ ( ( ))path × × σ( 2 )* |Act
N

T

( )}^6 71

71

71

σ = ,1( 3)t

,3( 0)t ,2( 2)t ,3( 2)t ,1( 0)t ,5( 2)t , ∈^6 714( 0) ( )t

φ σ = , ,∅( ( )) ( 3 )path a

, ,∅( 0 )b ( ,2,{1,2})a ( ,2,{1,2,3})b ( ,0,{2,3,4})a

( ,2,{2,3,4,5})d ( ,0,{2,4,5,6})c

71 '71

= , ,φ( ) ( ( ) )TCT A71 ^6 71 ( ')71 ( ( ')^6 71

π ∈ #3 71( ) π ∈' ( ')#3 71

π π: η → η '( ) ( )f TN TN

π πφ ρ = φ ρ'( ( ( ))) '( ( ( ( ))))path FS path FS f

πTN

φ σ = φ σ( ( )) '( ( '))path path σ ∈ ( ')^6 71

σ ∈^6 71' ( )
σ σπ π: η → η

'
( ) ( )f TN TN σ σρ = ρ '( )f

71 '71

= ⇐( ) ( ')+ 71 + 71 ( ( ))TCT+ 71

( ( '))TCT+ 71 ⇔ =( ) ( ')os os73 71 73 71

Д о к а з а т е л ь с т в о. Факт, что  =
=   , непо-
средственно следует из определений.

Теперь проверим, что  =
=   .
Возьмем произвольное ВЧУМ .
Это означает, что можно найти временной причин-
ный сеть-процесс  такой, что

. Рассмотрим произвольную линеари-
зацию ρ TN. Согласно лемме 1, хотя бы одна линеа-
ризация TN существует. Из утверждения 1(а) следу-
ет, что найдется последовательность срабатываний

. Согласно утверждению 1(б),
можем без потери общности считать, что  и

. По определению, в  существует
путь  из корня в вершину σ. Кроме того, верно,
что φ(u) ∈  = . Это озна-
чает наличие в  пути  из корня в вершину

 такого, что . В силу утвер-
ждения 1(б), существуют единственный (с точно-
стью до изоморфизма) временной причинный сеть-
процесс πσ' =  и единственная
линеаризация   такие, что  = σ'. Из
утверждения 2(б) следует, что найдется изомор-
физм  такой, что  = ρσ'.
Таким образом, получаем, что , т.е.
TP ∈ .

И наконец, проверим, что  =
=  .
Возьмем произвольное . Это
означает, что существует путь u в  из кор-
ня в вершину  такой, что . Со-
гласно утверждению 1(б), можно найти единствен-
ный (с точностью до изморфизма) временной при-
чинный сеть-процесс πσ =  и
единственную линеаризацию   такие, что

 = σ. Значит, верно, что  ∈
∈ . Тогда существует вре-
менной причинный сеть-процесс π' =  ∈
∈  такой, что . Следова-
тельно, найдется изоморфизм .
Применяя утверждение 2(а), получаем, что

 =  ∈
∈ . □

4. ТЕСТОВЫЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ
При интерливинговом подходе к определению

тестовой эквивалентности в качестве тестов рас-
сматриваются последовательности  выполняе-
мых действий (вычисления системы) и множе-
ства  возможных дальнейших действий. Про-
цесс проходит тест, если после выполнения

( )+ 71

( ')+ 71 ⇐ =( ( )) ( ( '))TCT TCT+ 71 + 71

( ( ))TCT+ 71

( ( '))TCT+ 71  = 2( ') ( )os os73 71 73 71

∈73 71( )TP os

π = , ϕ ∈ #3 71( ) ( )TN

η �( )TN TP

πσ = ρ ∈^6 71( ) ( )FS

σπ = π
σρ = ρ 71( )TCT
u

( ( ))TCT+ 71 ( ( '))TCT+ 71

( ')TCT 71 'u

σ ∈' ( ')^6 71 φ = φ( ') ( )u u

σ σ,ϕ ∈' '( ) ( ')TN #3 71

σρ ' σ'TN
σπ σρ

' '( )FS

σ σ: η → η '( ) ( )f TN TN σρ( )f

ση �'( )TN TP

( ')os73 71

( )os73 71

( ')os73 71 =( ( )) ( ( '))TCT TCT+ 71 + 71

∈ + 71( ( ))w TCT

71( )TCT

σ ∈^6 71( ) φ =( )u w

σ σ,ϕ ∈( ) ( )TN #3 71

σρ σTN

σπ σρ( )FS ση( )TN

=( ) ( ')os os73 71 73 71

, ϕ( ' ')TN

( ')#3 71 ση η�( ) ( ')TN TN

σ: η → η( ) ( ')f TN TN

σπ σ= φ ρ( ( ( )))w path FS π σφ ρ''( ( ( ( ))))path FS f

( ( '))TCT+ 71

w

W
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каждой последовательности w действий дальше
может выполниться хотя бы одно действие из W.
Два процесса тестово эквивалентны, если они
проходят одно и то же множество тестов. Во вре-
менном варианте добавляется информация о вре-
менах выполнения действий.

О п р е д е л е н и е  7. Пусть  и  – ВСП.
Для последовательности  и мно-

жества ,  after w MUST  W, если
для всех  таких, что , суще-
ствуют  и  такие, что

.
 и  называются ИНТ-тестово эквива-

лентными (обозначается ), если для
любой последовательности  и любо-
го множества ,  after w MUST

   after w MUST  W.
П р и м е р  6. ВСП ,  и , изобра-

женные на рис. 3, ИНТ-тестово эквивалентны,
тогда как  и  не являются таковыми. Лег-
ко проверить, что  after 

 . Однако в  суще-
ствует последовательность срабатываний, кото-
рая помечена w и после которой невозможно сра-
батывание перехода, помеченного a, в момент
времени 3.9. Таким образом, не выполняется

 after w  W. □
Тестовые эквивалентности, учитывающие от-

ношение причинной зависимости между дей-
ствиями, были впервые введены Асето и др. в ста-
тье [5] в контексте моделей структур событий.
При этом в качестве вычислений процесса вместо
последовательностей выполняемых действий рас-
сматривались их частично-упорядоченные мульти-
множества (ЧУММы). В работе [6] вместо множеств
дальнейших действий использовались непосред-
ственные расширения выполняемых ЧУММов.
Кроме того, в [6] была предложена еще одна версия
причинной тестовой эквивалентности, которая ис-
пользует в качестве вычислений ЧУМы выполняе-

71 '71

∈ × T( )*w Act

⊆ × T( )W Act 71 int

σ ∈^6 71( ) σ =( )L w

, θ ∈( )a W σ , θ ∈^6 71( ) ( )t

σ , θ = ,θ( ( )) ( )L t w a

71 '71

∼ 'int71 71

∈ × T( )*w Act

⊆ × T( )W Act 71 int

W ⇔ '71 int

71 2 713 71 4

711 71 2

71 2( )TCT = , ,( 0)( 0)w b b

intMUST = {( ,3.9)}W a 711( )TCT

711( )TCT intMUST

мых действий и которая, как было показано, явля-
ется более строгой эквивалентностью. Следуя
этому подходу, далее определяется временная
ЧУМ-тестовая эквивалентность для ВСП с ис-
пользованием ее корректных временных причин-
ных сетей-процессов.

О п р е д е л е н и е  8. Пусть  и  – ВСП.

Для ВЧУМ TP и множества TP ВЧУМов тако-
го, что 7  для любого ,  after
TP MUST  TP, если для любого π = (TN,

 и для любого изоморфизма f:
 существуют , π' = (TN',
 и изоморфизм  та-

кие, что  и .
 и  называются ВЧУМ-тестово эквива-

лентными (обозначается ), если для
любого ВЧУМ TP и любого множества  ВЧУ-
Мов такого, что  для всех , вы-
полняется условие:  after TP MUST   

 after  MUST  .

П р и м е р  7. Рассмотрим ВСП ,  и
, изображенные на рис. 3. Легко видеть, что
 и  ВЧУМ-тестово эквивалентны, тогда

как  и  не являются таковыми. Убедимся
в последнем. Определим ВЧУМ TP = ({x1, x2}, ,
τ), где , ,  =
= τ'(x2) = 0; и ВЧУМ , λ', τ') где

,  = λ'(x2) = b,
,  и  = 3.9. Для лю-

бого временного причинного сети-процесса π3 =
= , в котором  состоит из
двух параллельных событий с пометками b и времен-

7 ВЧУМ  называется префиксом ВЧУМ η' =
=  (обозначается ), если ,  =
= {x}, , ,  и x является макси-
мальным относительно  элементом .

71 '71

⋅≺TP 'TP ∈'TP TP 71

η = , , λ, τ�( )X

, , λ , τ( ' ' ' ')X � η η≺ ' ⊆ 'X X '\X X

= ∩ ×' ( )X X� � λ = λ'|X τ = τ'|X
'� 'X

tpos

ϕ ∈) ( )#3 71

η →( )TN TP ∈'TP TP
ϕ ∈') ( )#3 71 : η →' ( ') 'f TN TP

π → π' ⊆ 'f f

71 '71

∼ 'tpos71 71

TP
⋅≺ 'TP TP ∈'TP TP

71 tpos ′TP ⇔
'71 TP tpos TP

71 2 713

71 4

71 2 713

713 71 4
λ,�

= | ≤ ≤� {( , ) 1 2}i ix x i λ = λ =1 2( ) ( )x x b τ 1( )x

= 1 2 3' ({ , , }, 'TP x x x �

= | ≤ ≤ ∪ 2 3' {( , ) 1 3} {( , )}i ix x i x x� λ 1'( )x

λ =3'( )x a τ = τ =1 2'( ) '( ) 0x x τ 3'( )x

, ϕ ∈3 3 3( ) ( )TN #3 71
3TNE

Рис. 3.

711 :

b

a

b

b [1, 4]

[0, 0][0, 0]

[0, 0]

712 :

b

a

b

a [1, 4]

[0, 0][0, 0]

[1, 4]

713 :

b

a a

b

a [1, 4] [4, 4]

[0, 0][0, 0]

[1, 4]

714 :

b

a a

b

a [4, 4] [1, 4]

[0, 0][0, 0]

[1, 4]
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ными значениями, равными 0, и для любого изомор-
физма  можно найти временной
причинный сеть-процесс ,
в котором  состоит из двух параллельных со-
бытий с пометками b и временными значениями
0 и третьего события с пометкой a и временным
значением 3.9, находящегося в отношении при-
чинной зависимости с одним из b, и изоморфизм

 такие, что  и . Од-
нако, это не так в случае ВСП . □

Далее определим тестовую эквивалентность для
ВСП на основе их временных причинных деревьев.
При этом будем придерживаться метода, использо-
ванного для модели структур событий в [6]. Тесты
будут строиться с учетом временных значений на
основе множества пометок  дуг дере-
вьев.

О п р е д е л е н и е  9. Пусть  и  – ВСП и
 и  =

= , A', φ') – их временные причинные
деревья.

Для последовательности  и
множества ,  after w

MUST  W, если для всех путей u в  из
корня в вершину n таких, что , существу-
ют пометка  и дуга r из вершины n та-
кие, что ;

 и  называются ВПД-тестово эквива-

лентными (обозначается   ), если для лю-
бой последовательности  и для
любого множества , 
after w  W   after w  .

П р и м е р  8. Рассмотрим ВСП ,  и
, изображенные на рис. 3. Легко видеть, что
 и  ВПД-тестово эквивалентны, а  и
 не являются таковыми. Убедимся в последнем

факте. Для этого определим w =  и
. Легко проверить, что 

after w  W. В  существуют два
пути, помеченных , один из них за-
канчивается в вершине, из которой есть дуга с по-
меткой , а из вершины, в которую ведет
другой путь, такой дуги нет. Таким образом, не
выполняется  after w  W. □

Из определений ИНТ-, ВЧУМ- и ВПД-тестовых
эквивалентностей очевидным образом следует

Л е м м а  3. Пусть  и  – ВСП. Тогда

η →3 3: ( )f TN TP

π = , ϕ ∈ #3 713 3 3 3' ' '( ) ( )TN

'3TN
E

η →3 3' ': ( ) 'f TN TP π → π3 3' ⊂3 3'f f

71 4

× × N
T 2Act

71 '71

= , , φ71 ^6 71( ) ( ( ) )TCT A ( ')TCT 71

( ( ')^6 71

∈ × × N
T( 2 )*w Act

⊆ × × N
T( 2 )ActW 71( )TCT

tct 71( )TCT

φ =( )u w

, , ∈( )a d K W
φ = , ,( ) ( )r a d K

71 '71

71 ∼tct '71

∈ × × N
T( 2 )*w Act

⊆ × × N
T( 2 )ActW 71( )TCT

tctMUST ⇔ ( ')TCT 71 tctMUST W
71 2 713

71 4

71 2 713 713

71 4
, ,∅ , ,∅( 0 )( 0 )b b

= {( ,3.9,{1})}aW 713( )TCT

tctMUST 71 4( )TCT

, ,∅ , ,∅( 0 )( 0 )b b

, . ,( 3 9 {1})a

71 4( )TCT tctMUST

711 71 2

 =∼71 71 + 71 + 711 2 1 2( ) ( ),int

 =∼71 71 73 71 73 711 2 1 2( ) ( ),tpos os os

 =∼71 71 + 71 + 711 2 1 2( ( )) ( ( )).tct TCT TCT

Установим связи между ИНТ- и ВПД-тесто-
выми эквивалентностями.

Т е о р е м а  1. .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что
~tct . Покажем, что верно .

Предположим обратное, т.е. существуют
 и  такие, что  after

w MUST  W, однако  after w MUST  W). По-
следнее означает, что существует σ2 ∈  та-
кая, что  = w, и для любых  и  ∈
∈  не верно, что  = w(a, θ). Ис-
пользуя определения, получаем, что  и,
более того,  ∈ ∈ , при
этом . Определим множество W =

,  : L(σ) = w и
,  дуга r из  в  : φ1(r) =

= (a, θ, K)}. Покажем, что  after  MUST  W.
Возьмем произвольную  такую, что

 = . Такая σ1 существует, поскольку
, по лемме 3. Более того, имеем,

что , по утверждению 3. Так как  af-
ter w MUST  W, то существуют  и σ1(t,
θ) ∈  такие, что . Со-
гласно построению временного причинного де-
рева, найдется дуга  в  та-
кая, что . Значит, имеем, что

. В силу произвольности выбора , вер-
но, что  after  MUST  W. Таким образом,
пришли к противоречию, так как легко прове-
рить, что  after  MUST  W). □

В заключение, покажем совпадение тестовых
эквивалентностей для ВСП в семантиках времен-
ных частично-упорядоченных множеств и вре-
менных причинных деревьев.

Т е о р е м а  2. Пусть  и  – ВСП. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим доказатель-
ство слева направо (доказательство справа налево
аналогично). Пусть 
(i = 1, 2). Предположим, что . Тогда,
согласно лемме 3, имеем  = .
По утверждению 3, получаем, что  =
= . Покажем, что .
Возьмем произвольные w ∈  и

. Без потери общности полагаем,
что  (n ≥ 0). Предположим, что 
after w MUST  W. Проверим, что  after

 MUST  .

∼ ∼71 71 71 711 2 1 2tct int

171 271 ∼71 711 2int

∈ × T( )*w Act ⊆ × T( )W Act 711

int ¬ 71 2( int

2( )^6 71

σ2( )L , θ ∈( )a W σ , θ2( ' )t

2( )^6 71 σ ,θ2( ( ' ))L t

∈ 2( )w + 71

= φ σ� 2 2( ( ))w path 2( ( ))TCT+ 71

× =�

T( )*| Actw w

, θ, , θ ∈{( ) |( )a K a W ∃σ ∈ 1( )^6 71

φ σ = �1( ( ))path w ∃ σ 1( )TCT 71

711 �w tct

σ ∈^6 711 1( )
φ σ1 1( ( ))path �w

∈� + 711( ( ))w TCT

∈ 1( )w + 71 711

int , θ ∈( )a W

1( )^6 71 σ ,θ = , θ1( ( )) ( )L t w a

= σ , σ , θ1 1( ( ))r t 711( )TCT

φ = , θ,1( ) ( )r a K

φ ∈1( )r W σ1

711 �w tct

¬ 71 2( �w tct

711 712

⇔ .∼ ∼71 71 71 711 2 1 2tpos tct

= , , φ71 ^6 71( ) ( ( ) )i i i iTCT A

∼71 711 2tpos

73 711( )os 73 71 2( )os

1( ( ))TCT+ 71

2( ( ))TCT+ 71 ∼71 711 2tct

× ×( 2 )*Act
N

T

⊆ × ×( 2 )ActW N
T

=w n 711( )TCT

tct 71 2( )TCT

w tct W
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Если , то
результат очевиден. Рассмотрим случай, когда

. Тогда можно
выбрать любой путь u из корня в некоторую вер-
шину  такую, что . Согласно
утверждению 1(б), существует единственный (с
точностью до изоморфизма) временной причин-
ный сеть-процесс  и
единственная линеаризация  TNσ та-
кие, что . Обозначим  ∈
∈ .

Для каждой  сконструируем ВЧУМ
 следующим образом: X =

=  ( ); ,
; ,  = a;  =

= , . Обозначим множе-
ство всех построенных ВЧУМ как TPW = ,
θ, K) ∈ W}.

Проверим, что  after  MUST  TPW.
Возьмем произвольный временной причинный
сеть-процесс  и изомор-
физм . Так как ,
то такие  и f1 существуют. Из утверждения 2(а) полу-

чаем, что  → 
является линеаризацией TN1 такой, что w = φ(path(σ1 =
= . Так как  after w MUST  W,
то существует пометка  и дуга r1 из
вершины σ1 такие, что . Тогда
можно найти . Следователь-
но, по построению множества TPW, получаем, что

, ,  =

=  – τ(TNσ),  = {n – l + 1 |  

. Более того, по определению ,
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. Следовательно,  является изоморфиз-
мом и . Таким образом,  after TPw

MUST  TPW. Тогда, по предположению теоре-
мы, получаем, что  after TPw MUST  TPW.

Далее покажем, что  after w MUST
W. Возьмем произвольный путь u2 в  из
корня в вершину  такой, что . Так как

, то найдется хотя бы один та-
кой путь u2 в . Согласно утверждению
1(б), существует единственный (с точностью до
изоморфизма) временной причинный сеть-про-
цесс  и единственная ли-

неаризация   такие, что  =
= σ2. Используя утверждение 2(б), получаем на-
личие изоморфизма  такого, что

. Так как  after TPw MUST  TPW,
то существуют ,  =  ∈

 и изоморфизм  такие,
что  и . Согласно лемме 2(б), найдет-
ся  такая, что для некоторой ли-
неаризации   имеем, что  = .

По построению TPW, существует пометка  ∈
∈ W такая, что  = , и, следовательно,

. Так как  и ,

то  и . Поскольку  –

изоморфизм, верно:  = a,

 + θ = , и

   для всех

. Тогда получаем, что  и
 для всех . Следовательно, в

 существует дуга  такая,
что . Таким образом, имеем, что

 after w MUSTtct W   after w
MUSTtct W.

В силу симметрии, верно, что  ~tpos  
 . □

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной статье было показано, что хорошо

известные в теории безвременных и временных
моделей структур событий причинно-зависимые
тестовые эквивалентности могут быть обобщены
на модели непрерывно-временных сетей Петри.
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В частности, были введены и изучены тестовые
эквивалентности в интерливинговой, частично-
упорядоченной и комбинированных семантиках
в контексте безопасных сетей Петри, переходы
которых помечены временными интервалами и
каждый переход, имеющий достаточное количе-
ство фишек во входных местах, должен срабаты-
вать тогда, когда его счетчик достигнет некоторо-
го значения, принадлежащего его временному ин-
тервалу. При исследованиях были построены три
представления вычислений непрерывно-времен-
ной сети Петри: последовательности срабатыва-
ний, представляющие интерливинговую семанти-
ку, временные сети-процессы, из причинных се-
тей которых выводятся частичные порядки, и
причинное дерево, построенное из последователь-
ностей срабатываний и частичных порядков при-
чинных сетей. Были найдены взаимосвязи, с одной
стороны, между последовательностями срабатыва-
ний и корректными временными причинными се-
тями-процессами, и, с другой стороны, между по-
следними и помеченными путями во временных
причинных деревьях. Было установлено, что ин-
терливинговая тестовая эквивалентость слабее,
чем тестовая эквивалентность, определенная с
использованием временного причинного дерева.
Как основной результат, доказано совпадение те-
стовых эквивалентностей в семантиках временного
частичного порядка и временного причинного де-
рева. Заметим, что подобный результат верен и для
безвременных версий тестовых эквивалентностей
в контексте свободных от контактов элементар-
ных сетевых систем.

В дальнейшем планируется исследовать взаи-
мосвязи рассмотренных эквивалентностей и се-
мантик с другими эквивалентностями из спек-
тров линейного/ветвящегося времени и интерли-
винга/частичного порядка ([25]). Также следует
изучить возможность расширения полученных
результатов на модели непрерывно-временных
сетей Петри с невидимыми действиями.
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