
ПРОГРАММИРОВАНИЕ, 2020, № 5, с. 3–10

3

НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ ПОСТРОЕНИЯ АССОЦИАТИВНОЙ ПАМЯТИ
НА НЕЙРОННОЙ СЕТИ ХОПФИЛДА

© 2020 г.   Ю. Л. Карповa,*, Л. Е. Карповb,c,**, d,e,***
a ООО Люксофт Профешнл

 123060 Москва, 1-й Волоколамский проезд, 10, Россия
b Институт системного программирования им. В.П. Иванникова РАН

 109004 Москва, ул. Солженицына, 25, Россия
c Московский Государственный университет имени М.В. Ломоносова

119991 Москва, Ленинские горы, 1, Россия
d Федеральный исследовательский центр “Информатика и управление” РАН

 119333 Москва, ул. Вавилова, д. 44, кор. 2, Россия
e Московский Физико-Технический институт 141701 Московская область,

г. Долгопрудный, Институтский пер., 9, Россия
*E-mail: y.l.karpov@yandex.ru

**E-mail: mak@ispras.ru
***E-mail: ysmetanin@rambler.ru
Поступила в редакцию 05.03.2020 г.

После доработки 25.03.2020 г.
Принята к публикации 11.04.2020 г.

Уже после сдачи в печать этой статьи безвременно ушел из жизни вдохновитель нашей работы Юрий
Геннадьевич Сметанин. Он не оставлял своей работы до самого конца, уже по телефону из больницы об-
суждая планы следующих исследований и экспериментов. Светлая память о нашем товарище, настоя-
щем ученом и очень хорошем человеке останется с нами навсегда.

Рассматривается реализация ассоциативной памяти, в основе которой находится нейронная сеть
Хопфилда. В предлагаемом подходе адреса в памяти трактуются как обучающие векторы нейронной
сети. Эффективность поиска информации в памяти напрямую связана с решением проблемы пере-
обучения. Предлагается метод разделения обучающих и входных векторов сети на части, обработка
которых требует меньшего числа нейронов. Описываются результаты серии экспериментов, прово-
дившихся на моделях сетей Хопфилда с различным числом нейронов, обучавшихся с разным коли-
чеством векторов и работавших в условиях различного уровня шума.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Программные модели нейронных сетей пред-

ставляют собой объекты, исключительно инте-
ресные для исследования. С одной стороны, эти
модели суть системы программного обеспечения,
проектирование, разработка и эксплуатация кото-
рых подчиняется всем законам, правилам и стан-
дартам, которым подчиняются другие программ-
ные системы. С другой стороны, особенностью
этих моделей является то, что в них, как, пожалуй,
ни в каких других системах не достигают такой
степени важности вопросы структурной организа-
ции многочисленных составляющих их компо-
нентов. При том, что каждый отдельный компо-
нент нейронной сети – это достаточно сложно ор-

ганизованный вычислительный комплекс,
большое число таких компонентов в сети и разно-
образие методов организации их взаимодействия
делают проблемы выбора и последующей проверки
его правильности чрезвычайно важными и труд-
ными.

Авторы уже привлекали внимание к проблеме
организации тестирования структуры нейронных
сетей (см. [1–3]).

Мы рассматриваем конкретную модель рекур-
рентной нейронной сети – модель Хопфилда [см. 4],
то есть сеть из n нейронов с полным набором сим-
метричных связей, в которой действуют правила
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обновления нейронов – ,

где n – число нейронов, wij – вес связи между ней-
ронами i и j, wji = wij. Доказано, что при асинхрон-
ном обновлении нейронов эта сеть всегда сходит-
ся к состоянию равновесия, в котором вектор
значений нейронов перестает изменяться. Число
состояний равновесия называется емкостью сети.
При любом начальном состоянии сети она на не-
котором шаге попадает в одно из состояний рав-
новесия. Для каждого состояния равновесия об-
ластью ее притяжения называется множество со-
стояний сети, из которых она в ходе обновления
попадает в это состояние. Таким образом, можно
считать, что область притяжения – это набор
входных векторов с такими искажениями, кото-
рые данная нейронная сеть исправляет. Именно
поэтому нейронную сеть Хопфилда часто называ-
ют ассоциативной памятью. Такая сеть разбивает
множество допустимых входных векторов на клас-
сы, каждый из которых соответствует своему этало-
ну – состоянию равновесия сети, и распознает при-
надлежность входного вектора классу.

2. ЕМКОСТЬ, ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ, 
СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ

НЕЙРОННОЙ СЕТИ

Для построения количественных характери-
стик способности конкретной модели нейронной
сети к распознаванию естественно использовать
число классов, на которые эта сеть может эффек-
тивно разделить множество допустимых векторов.
Эта величина называется емкостью данной модели
сетей. Емкость является вероятностной характе-
ристикой, поскольку зависит от вида классов, то
есть конкретных параметров нейронной сети. Как
правило, используются асимптотические значе-
ния емкости при n → ∞. Определения емкости,
соответствующие различным моделям и различ-
ным применениям, можно найти в работе [5].

Пусть дан эталонный набор из p векторов x1, …, xp

и требуется построить матрицу весов синапсов,
при которых каждый из этих векторов будет со-
стоянием равновесия сети Хопфилда. Точное ре-
шение этой задачи получается при использова-
нии псевдообратной матрицы для построения
матрицы весов,

где X – матрица размера n × р, столбцами которой
являются векторы из данного набора.

Очевидно, при такой матрице все эти векторы
X будут состояниями равновесия. Для n векторов
в общем положении матрица W является невы-
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рожденной, откуда следует, что емкость модели
нейронной сети Хопфилда – не менее n.

К сожалению, платой за точность решения с ис-
пользованием обращений матриц является слож-
ность вычислений обратной матрицы. Поэтому на
практике обычно используют более простое пра-
вило обучения, позволяющее обойтись без слож-
ных вычислений, то есть полностью использовать
достоинства нейронных сетей. Здесь будет рас-
смотрен распространенный метод обучения с
учителем для построения однослойных рекур-
рентных нейронных сетей Хопфилда – правила
Хебба (см. [6]).

Правила Хебба были впервые предложены для
объяснения динамики биологических нейронных
сетей и выражают принцип “если два нейрона ча-
сто загораются и гаснут вместе, связь между ними
надо усилить”. Из этого принципа для искус-
ственных нейронных сетей получено простое
правило обучения – метод внешнего произведе-
ния, который работает следующим образом (для
простоты рассмотрим двоичный случай, значе-
ния нейронов – +1 или –1).

Пусть задан набор векторов , ..., ap = 
и требуется построить матрицу весов синапсов W,
для которой эти векторы являются положениями
равновесия, sgn(Wak) = ak. Для каждого вектора
a1, …, ap строится матрица Wk с элементами

.  = .

Очевидно, 

то есть а является состоянием равновесия для сети с
матрицей Wk. С другой стороны, если вектор b орто-
гонален ak, то (Wkb) = 0. Следовательно, для ортого-

нальных наборов векторов ak матрица W = 

обладает требуемым свойством. В общем случае
гарантировать этого нельзя, и оценки корректно-
сти метода внешнего произведения являются ве-
роятностными.

Статистическая механика модели Хопфилда,
впервые проанализированная в [7], основанная на
использовании аналогий с моделью спиновых сте-
кол, позволила получить достаточно интересные
результаты о работе модели как ассоциативной
памяти. Основная идея заключается в анализе ве-

личины Mμ = , характеризующей сходство

произвольного текущего состояния с μ-ым этало-
ном. Очевидно, что для состояний, не коррелиру-
ющих с эталонами, эта величина имеет порядок
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, а для состояний, отличающихся от данного
эталона в небольшом числе координат, она близка
к единице. Число обучающих векторов, на кото-
рых можно обучить модель Хопфилда с помощью
метода внешнего произведения таким образом,
чтобы все они стали состояниями равновесия, в
предположении, что обучающие векторы выбра-
ны по схеме Бернулли, – O(n/log2n) (см. [8, 9]).
В этом случае, как следует из сказанного раньше,
возникают посторонние состояния равновесия.

Вид областей притяжения в сети может быть
сложным, эти области даже могут быть несвязны-
ми (см. [10]). Вероятностный характер обучения
приводит к тому, что области притяжения посто-
ронних состояний равновесия могут искажать об-
ласти притяжения истинных состояний равнове-
сия. Для ассоциативной сети желательно, чтобы
истинные состояния равновесия, соответствую-
щие обучающими эталонам, имели по возможно-
сти большие области притяжения, а посторонние
были как можно меньше, а в идеале вообще от-
сутствовали.

Отсюда следует, что эффективность нейрон-
ной сети становится малой не только в случае, ко-
гда число эталонов слишком велико, и неизбежно
такое сходство между ними, которое приводит к
искажениям вместо коррекции входных векто-
ров, но и в случае, когда эталонов слишком мало.
В последнем случае неизбежно появление боль-
ших посторонних областей притяжения, из-за че-
го трудно оценивать правильность полученных
результатов, а кроме того, сохранить существен-
ные различия между обучающими эталонами
можно и при их преобразовании в представления
меньшей размерности, а, следовательно, появля-
ется возможность снизить размер (сложность)
нейронной сети, требуемой для решения постав-
ленной задачи.

Авторами исследовался случай, когда число
эталонов значительно меньше критического, и
для построения ассоциативной памяти, запомина-
ющей эти эталоны и корректирующей их искаже-
ния, оказывалось достаточно значительно мень-
шей размерности сети. В этом случае естественно
использовать метод кодирования со сжатием, од-
нако его реализация требует решения задачи о вы-
боре кода с оптимальным сочетанием размерности
кодовых слов и способности к исправлению оши-
бок. Кроме того, необходимо обеспечить выполне-
ние следующего не очень простого для проверки
условия: малые искажения, исправляемые сетью
Хопфилда с исходными векторами, останутся ис-
правляемыми и сетью Хопфилда, работающей с
закодированными представлениями.

Авторами предложен более простой подход к
уменьшению сложности нейронной сети в этом

1/ N случае, основанный на разбиении каждого этало-
на на r частей одинаковой длины с приписывани-
ем каждой части дополнительных вспомогатель-
ных компонентов, указывающих соответствую-
щий эталон, позицию части в этом эталоне и,
возможно, компонента для выравнивания длин.
Обучение сети производится с помощью правил
внешнего произведения на новом наборе эталонов,
полученным в ходе разбиения исходного набора.
При этом вспомогательные компоненты должны
точно приписываться и поступающим на вход обу-
ченной сети анализируемым векторам, также раз-
битым на части; эти компоненты не могут изме-
няться в ходе нейросетевой обработки. По оконча-
нии работы нейронной сети исправленные ею
части сливаются в единый исправленный вектор.

При этом новое число эталонов p' = rp, новая
длина векторов n' = n/r, а значение r подбирается
таким образом, чтобы новое значение α' = pr2/n
было меньше критического.

3. ЭКСПЕРИМЕНТЫ
С НЕЙРОННЫМИ СЕТЯМИ

Тестирование немыслимо без эксперимента.
Тестирование структуры нейронной сети такой
же эмпирический процесс, как и тестирование
традиционного программного обеспечения. Не-
смотря на наличие большого числа теоретических
разработок, повышающих отдачу от проведения
этого необходимого для создания эффективных,
надежных, удобных программ и программных
моделей (см. [11–14] и многие другие работы, по-
священные тестированию), эксперимент в тести-
ровании не теряет своей важности.

Исследуя возможности влияния на структуру
нейронной сети, авторы провели несколько се-
рий экспериментов, позволивших уточнить пред-
ставления о поведении сетей в различных услови-
ях и сделать важные выводы.

В качестве объекта исследований были выбра-
ны сети Хопфилда, на входы которым подавались
одноразрядные значения, трактуемые как числа
–1 и +1. Количество входов задавалось разным в
разных экспериментах и менялось от 13 до 960.

В рамках проводимого исследования нейрон-
ная сеть трактовалась нами, как модель ассоциа-
тивной памяти, соответственно, все эксперименты
планировались нами как попытки запомнить неко-
торое количество чисел, а затем выполнить серию
чтений из памяти при получении “правильных” за-
просов. “Правильность” запроса определялась как
наличие по соответствующему адресу в ассоциа-
тивной памяти хранящейся информации. Экспе-
рименты намеренно осложнялись тем, что в каче-
стве запрашиваемых адресов на вход подавались
не только те “ассоциативные” адреса, по кото-
рым первоначально осуществлялась запись ин-
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формации, но и другие, отличающиеся от “пра-
вильных” в той или иной степени.

При проведении экспериментов нас особенно
интересовала возможность снижения “ширины”
сети без потери качества запоминания (или с
управляемым снижением этого качества) в слу-
чае, когда число запоминаемых объектов невели-
ко по сравнению с априорными оценками емко-
сти сети. Очевидно, что снижение числа нейро-
нов в сети должно приводить к повышению
эффективности программных моделей, однако, с
аппаратно реализованными нейронными сетями
такой простой зависимости не существует. Зна-
чительная часть затрат на аппаратную реализа-
цию нейронной сети осуществляется еще на ста-
дии ее проектирования и физического построе-
ния. В дальнейшем затраты в основном связаны с
энергопотреблением во время работы сети. Оче-
видно также, что снижение числа нейронов, кото-
рого удается добиться при выборе характеристик
сети, необходимых для решения поставленной за-
дачи, выгодно и для аппаратной реализации сетей,
и для построения их программных моделей.

Поскольку программная работа с нейронными
сетями больших размерностей связана с больши-
ми затратами времени, в наших экспериментах с
сетями с различным количеством нейронов век-
торы, подававшиеся на вход сетям, различались
не только разрядностью (что очевидно), но и
критериями, по которым они генерировались.

Сетям небольшой размерности (в наших экс-
периментах – это сети из 13 и 23 нейронов) пода-
вались на вход полные наборы всех возможных
векторов соответствующих размерностей – 8192
разряда в первом случае и 8388608 во втором.
В этих наборах случайным образом авторы выби-
рали необходимое для проведения эксперимента
количество векторов, объявлявшихся эталонны-
ми. Именно эти вектора запоминались в ассоциа-
тивной памяти, то есть использовались для обу-
чения сетей.

Для более крупных сетей такой подход ввиду
невозможности за разумное время обработать
большое число входных векторов оказался непри-
емлемым, поэтому для них был предложен специ-
альный механизм отбора эталонных векторов.

На сайте [15] была выбрана случайная последо-
вательность, составлявшаяся при замерах метео-
рологических данных в Пекинском международ-
ном аэропорту. Некоторые из собранных данных
(направление ветра) описывались в этом наборе
как азимуты в виде кодов, соответствующих раз-
ным географическим направлениям с интерва-
лом в 22,5 градуса, например, направление на се-
вер – это N, направление на северо-северо-запад –
это NNW, и так далее. Фактически таким образом
кодировались 16 различных направлений, кото-

рые мы стали трактовать как шестнадцать цифр в
шестнадцатеричной системе счисления (N → ‘0’,
NNE → ‘1’, …, NNW → ‘f’). Тем самым, в нашем рас-
поряжении оказалась последовательность из 35064
случайных шестнадцатеричных цифр. Их этих слу-
чайных последовательностей были составлены слу-
чайные векторы с размерами, соответствовавшими
числу нейронов в исследовавшихся нейронных се-
тях, то есть в 32, 40, 256 и 960 разрядов.

Понятно, что генерация всех возможных вход-
ных векторов с соответствующим числом разря-
дов, хотя и несложна, но очень затратна по време-
ни, поэтому на основе отобранных эталонов мы
сгенерировали набор входных векторов, куда
включили только те векторы, которые отличались
от эталонов не более, чем в одной шестнадцате-
ричной цифре. При этом для некоторого прибли-
жения к более представительной выборке отли-
чия в отдельных шестнадцатеричных цифрах до-
пускались такие, чтобы можно было имитировать
одно-, двух-, трех и четырехразрядный шум.

В экспериментах фиксировались следующие
параметры сетей:

• длина входного вектора;
• число заданных обучающих (запоминаемых)

векторов и верхняя оценка оптимального числа
таких векторов;

• уровень шума (максимальное число разря-
дов, отличающих входные векторы от эталонов);

• число частей, на которые делились входные
векторы при построении укороченных сетей;

• число входных векторов, поступивших на
вход нейронной сети;

• доля верных решений (число входных векто-
ров, которые были успешно преобразованы к од-
ному из обучающих векторов);

• среднее число шагов, которые были выполне-
ны в сети при обработке одного входного вектора;

• суммарное число шагов, выполненных се-
тью при обработке всех входных векторов, участ-
вовавших в данном эксперименте.

Во время экспериментов проводились замеры
размеров параметров сокращенных входных век-
торов (размеров информационной и служебных
фрагментов векторов), определялась максималь-
ная емкость ассоциативной памяти выбранной
размерности, измерялось количество обработан-
ных входных векторов, среднее число шагов, вы-
полненных нейронных сетью для выяснения пра-
вильности или ложности полученного решения,
либо фиксации нестабильности достигнутого со-
стояния, а также общее число шагов, сделанных
при обработке сетью всех входных векторов.

Каждый эксперимент проводился в двух вари-
антах. Сначала выполнялось моделирование рабо-
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ты полной нейронной сети с выбранным числом
нейронов. Затем с теми же обучающими и входны-
ми векторами проводилась операция деления на
части, и моделировалась сокращенная нейронная
сеть с уменьшенным числом нейронов. Число ча-
стей выбиралось равным двум, лишь для сети из
960 нейронов оно составляло 4.

Каждая часть исходного обучающего вектора
строилась из таких полей:

• поле номера обучающего вектора (двоичный
логарифм от числа обучающих векторов р, с округ-
лением вверх);

• поле номера части вектора (двоичный лога-
рифм от числа частей r, на которые дробится век-
тор, с округлением вверх);

• информационное поле (число нейронов n,
деленное на число частей, с округлением вверх).

Аналогично строились части входных векто-
ров, при этом поле номера обучающего вектора
заполнялось числом, соответствующим номеру
обучающего вектора, отличавшегося от входного
вектора в наименьшем числе позиций.

В таблице 1 показаны значения элементов обу-
чающих векторов, подававшихся на вход нейрон-

ной сети, состоявшей из 13 нейронов. Результаты
экспериментов с этой сетью собраны в таблице 2.

В таблице 3 показаны значения элементов обу-
чающих векторов, подававшихся на вход нейрон-
ной сети, состоявшей из 23 нейронов. Эти значе-
ния представлены в виде 23-разрядных шестна-
дцатеричных чисел. Нулевое значение какого-
либо двоичного разряда в этих числах соответ-
ствует элементу вектора, равного –1. Единичное
значение двоичного разряда числа соответствует
единичному элементу вектора. Результаты экспе-
риментов с этой сетью собраны в таблице 2.

Уже по таким небольшим экспериментам с
весьма небольшими нейронными сетями стали
видны некоторые тенденции. И главное, что об-
ратило на себя внимание, это сильная зависи-
мость укороченных сетей от шума в поступающих
на вход векторах. Даже относительно небольшие
искажения во входной информации приводят к
резким снижениям доли правильно распознан-
ных векторов. Чтобы выявить другие проблемы и
условия их возникновения, потребовалось прове-
сти несколько дополнительных экспериментов с
сетями существенно большего размера. Результа-
ты этих экспериментов показаны в таблицах 4 и 5.

Таблица 1. Обучающие векторы в экспериментах с 13-разрядными нейронными сетями

Номер разряда 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Обучающий вектор 1 –1 1 1 –1 –1 –1 1 1 1 –1 1 1 –1

Обучающий вектор 2 –1 –1 1 1 1 1 –1 1 1 –1 1 1 –1

Части вектора 1 0 –1 –1 –1 1 1 –1 –1 –1 1

1 –1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 –1

Части вектора 2 0 1 –1 –1 –1 1 1 1 1 –1

1 1 1 1 1 –1 1 1 –1 –1

Таблица 2. Обучающие векторы в экспериментах с 23-разрядными нейронными сетями

Номера двоичных разрядов 0–2 3–6 7–10 11–14 15–18 19–22

Номер 16-ричного разряда 0 2 3 4 5 6

Обучающий вектор 1 4 4 5 c b 8

Обучающий вектор 2 2 d 2 7 c 2

Номера двоичных разрядов 0 1 2–5 6–9 10–13

Части обучающего вектора 1 0 –1 –1 4 4 5

1 –1 1 c b 8

Части обучающего вектора 2 0 1 –1 2 d 2

1 1 1 7 c 2
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4. ВЫВОДЫ

Проведенные эксперименты позволили сделать
некоторые выводы. У укороченных сетей более вы-
сокие требования к подбору обучающих векторов,
при предлагаемом разделении могут возникать
векторы с большей корреляцией, то есть увеличи-
вается риск ложных ассоциаций.

Укороченные сети весьма чувствительны к ко-
личеству обучающих векторов, точнее при выборе
обучающих векторов очень важно представлять
себе, что их количество пропорционально возрас-

тает с увеличением количества частей, на которые
должны делиться обучающие и входные векторы.
Пренебрежение этим может привести к проявле-
нию проблем переобучения нейронной сети.

Укороченные сети более чувствительны к шу-
мам, то есть при росте помех при передаче данных
на вход нейронной сети может ухудшаться спо-
собность ассоциативной памяти исправлять не-
которые погрешности, которые могут возникать
при передаче информации в сеть на обработку.

Таблица 3. Результаты эксперимента с малоразмерными нейронными сетями
Длина входного вектора 13 23

Число эталонов 2 2

Шум (разрядов) 0 4 0 4

Число частей 2 2 2 2

Информационная часть 7 7 12 12

Размер области номера эталона 1 1 1 1

Размер области номера части 1 1 1 1

Размер обрабатываемого вектора 13 9 13 9 23 14 23 14

Максимальная емкость памяти 4 3 4 3 6 4 6 4

Число обучающих векторов 2 4 2 4 2 4 2 4

Число входных векторов 8192 8388608

Число обработанных векторов 2 1360 2 17710

Доля верных решений (процентов) 100 100 78.23 5 100 50 99.21 19.09

Среднее число шагов сети 1 1 2.765 3.028 1 2 2 2.678

Полное число шагов сети 2 4 3760 8236 2 8 35420 94867

Таблица 4. Результаты эксперимента с нейронными сетями
Длина входного вектора 32 40
Число эталонов 3 3
Шум (разрядов) 0 4 0 4
Число частей 2 2 2 2
Информационная часть 16 7 20 20
Размер области номера эталона 2 1 2 2
Размер области номера части 1 1 1 1
Размер обрабатываемого вектора 32 19 32 9 40 23 40 23
Максимальная емкость памяти 7 5 7 5 8 6 8 6
Число обучающих векторов 3 6 3 6 3 6 3 6
Число обработанных векторов 841 10 811 12
Доля верных решений (процентов) 100 0 100 0 100 100 100 41.67
Среднее число шагов сети 1 2.5 2 3.1 1 1 2 2.333
Полное число шагов сети 841 4205 20 62 811 1662 24 56
Время работы сети (тактов) 180 180 173 173 210 211 209 206
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В аппаратных реализациях нейронных сетей
укорачиванием сети достигается экономия обо-
рудования (но вряд ли экономится время реше-
ния задачи). В программных реализациях ней-
ронных сетей укорачиванием сети достигается
экономия времени решения задачи (хотя чуть
меньшая, чем прямая пропорция с количеством
частей из-за включения в укороченные входные
векторы двух служебных полей). Хотя число шагов
сети при уменьшении числа нейронов в ней воз-
растает, но каждый такой шаг выполняется с во-
влечением в процесс гораздо меньшего числа ней-
ронов. При моделировании операций умножения
матрицы на вектор число выполняемых операций
при этом уменьшается пропорционально второй
степени числа частей, а это приводит к почти ли-
нейному сокращению времени моделирования.

В дальнейшем целесообразно провести иссле-
дование других способов входных представле-
ний, наилучшим образом сочетающих требова-
ния к сложности сети и возможности ассоциатив-
ной памяти.
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