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Геометрическая алгебра основывается на трудах Грассмана и Клиффорда. Основными изучаемыми
объектами являются p-векторы (поливекторы) и мультивекторы. Поливекторы вкупе с операцией
внешнего умножения дают реализацию алгебры Грассмана, а мультивекторы с операцией геомет-
рического умножения реализуют алгебру Клиффорда. Алгебра мультивекторов позволяет обобщить
многие операции и объекты из аналитической и дифференциальной геометрий, такие как вектор-
ное и смешанное произведения, векторы нормали и бинормали и т.д. на многомерный случай и дать
им наглядную геометрическую интерпретацию. Комплексные числа и кватернионы изоморфны
мультивекторам специального вида. В работе рассмотрено применение идей геометрической алгеб-
ры для решения некоторых прикладных задач, которые встречаются в компьютерной геометрии.
Для решения данных задач используется пакет Grassmann.jl для языка Julia.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Тензорный формализм является крайне об-

щим. Он описывает произвольные пространства
с группой симметрии . Однако простран-
ство, в котором мы живем, обладает более узкой
группой симметрии. В трехмерном случае нам до-
статочно группы O(3), а в четырехмерном случае –
группы Лоренца . Группа Лоренца является более
узкой, чем общая линейная группа, но при этом
имеет больше специфических свойств, удобных
для описания нашего пространства. Поэтому
представляется оправданным использовать более
специфический инструментарий, чем тензоры, а
именно спиноры. Спиноры являются элемента-
ми алгебры Клиффорда. Обычно используют
матричное представление спиноров, которое, по
историческим причинам, является крайне гро-
моздким. Одним из формализмов, призванных
упростить манипуляции со спинорами, является

формализм геометрической (и пространственно-
временной) алгебры.

В данной статье дается краткий обзор модуля
Grassmann.jl [1], который реализует внешнюю ал-
гебру (p-векторы и внешнее произведение) и ал-
гебру мультивекторов (реализация абстрактной
алгебры Клиффорда). Если внешняя алгебра ши-
роко известна и изучается в расширенном курсе
алгебры и дифференциальной геометрии для фи-
зико-математических специальностей [2], то гео-
метрическая алгебра гораздо менее распростра-
нена.

Геометрическая алгебра довольно прикладная
область. Ее результаты нашли применение в об-
ласти машинной графики и компьютерной гео-
метрии [3–6]. Ее концепции обладают большой
обобщающей силой. Так, например, для двумер-
ного евклидова ортонормированного простран-
ства, мультивекторы второго ранга изоморфны
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комплексным числам, а в случае трехмерного
пространства те же мультивекторы изоморфны
уже телу кватернионов. Более того, к операциям
геометрической алгебры сводится векторное и
смешанное умножения, ориентированная пло-
щадь и ориентированный объем.

При выборе языка программирования, на ко-
тором должен быть реализован формализм гео-
метрической алгебры мы опирались на идею од-
ного языка. Под этим мы подразумеваем исполь-
зование одного языка как для манипуляции с
символьными данными, так и для численных рас-
четов1. Ранее мы экспериментировали с создани-
ем рабочего конвейера с использованием разно-
образных программных средств [8].

В качестве такого языка мы выбрали язык Julia
[9]. Хотя основной парадигмой языка Julia явля-
ются высокопроизводительные вычисления [10],
а этот язык является своего рада наследником
языка FORTRAN [11], в данном случае для нас не
является основной причиной выбора языка. Для
нас важнее всего была встроенная поддержка со-
здания на основе языка Julia новых предметно-
ориентированных языков и поддержка оберток
для сторонних программ и библиотек [12].

1.1. Структура статьи
В разделе 2 кратко перечислены некоторые

специальные факты из теории поливекторов.
В разделе 3 рассмотрены случаи двумерного и
трех- мерного векторных пространств. Раздел 4
посвящен изложению базовых концепций гео-
метрической алгебры – геометрического умно-
жения и понятия мультивектора. В разделе 5 по-
дробно разобран пример описания трехмерных
вращений с помощью мультивектора особого ви-
да, называемого ротором. В ходе изложения под-
черкивается ряд преимуществ, по сравнению с
кватернионами, которые на данный момент ста-
ли стандартом де-факто для описания поворотов
в трехмерном евклидовом пространстве. В разде-
ле 6 на базе изложенного материала дается обзор
основных возможностей модуля Grassmann.jl.
Данный модуль, как и сам язык Julia, для которо-
го он написан, находится еще в начальной стадии
развития, поэтому страдает от явных недоделок.
По ходу работы над примерами встречаются не-
сколько таких моментов.

1.2. Обозначения и соглашения
1. Контравариантные векторы (векторы) будем

обозначать строчными латинскими буквами и

1 Впрочем, следует заметить, что первоначально в Julia
принцип одного языка означал использование одного язы-
ка как для прототипирования, так и для разработки высо-
копроизводительной программы [7].

выделять с помощью полужирного шрифта. На-
пример: ,  и т.д. Над греческими буквами будем
ставить значок стрелки, например: .

2. Линейное пространство контравариантных
векторов будем обозначать буквой  и полагать
наличие базиса . Нумерацию векторов
базиса будем вести нижними индексами от  до .
Буквой  всегда будем обозначать размерность 
т.е. .

3. Под полем скаляров будем подразумевать
поле действительных чисел , хотя многие фор-
мулы и утверждения остаются справедливыми
для любого произвольного числового поля .
Скаляры будем обозначать строчными гречески-
ми буквами ,  и т.д.

4. Будем полагать, что пространство  наделе-
но структурой скалярного произведения. Кроме
того, будем полагать, что в пространстве  можно
задать ортонормированный базис .

5. Скалярное произведение векторов  и v бу-
дем обозначать как , векторное произведе-
ние как  или  и смешанное произведе-
ние трех векторов как .

2. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АЛГЕБРЫ

При изложении материала мы предполагаем, что
читатель знаком с основами тензорной алгебры, по
крайней мере в объеме, изложенном в книге [2].

2.1. Внешнее умножение и внешняя алгебра
Контравариантные кососимметричные тензо-

ры валентности (ранга)  называют p-векто-
рами или поливекторами. Обозначать p-вектор
произвольного ранга будем также, как и обычные
векторы – полужирным латинскими буквами.
Когда ранг непонятен из контекста, будем указы-
вать его внизу буквы, например: .

Относительно операции сложения и умноже-
ния на скаляр, множество p-векторов образует ли-
нейные пространства, обозначаемые как ,
где пространство L – линейное пространство кон-
травариантных векторов с базисом . По-

лагают, что  и , то есть 1-вектор
является контравариантным вектором.

Рассмотрим пространство , которое пред-
ставляет собой прямую сумму пространств p-векторов

Введем на этом пространстве операцию
 называемую внешним про-
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изведением. Для любых поливекторов ,
,  внешнее умножение опреде-

ляется следующими свойствами:
• rank .

•  – ассоциативность.
• , где  – скалярная единица

(единичный элемент).
•  – для скаляров  эквивалентно

простому умножению.

•  – антикоммутативность
для нечетных валентностей.

•  – дистрибутив-
ность (правая).

•  – дистрибутив-
ность (левая).

•  это свойство в
купе с дистрибутивностью дает билинейность
операции .

Операция внешнего произведения наделяет
пространство  структурой ассоциативной ал-
гебры над полем скаляров. Такая алгебра называ-
ется внешней алгеброй пространства  (или алгеб-
рой Грассмана) [2].

Все возможные p-векторы , со-
ставленные из базисных векторов пространства L,
образуют базис пространства p-векторов .
Так как между собой поливекторы 
отличаются лишь знаком, то можно выбрать один
из них, расположив индексы по возрастанию:

. Такой порядок индексов
называется естественным, а выбранный базис-
ный -вектор значимым.

2.2. Размерность пространства
и ранг -вектора

При работе с p-векторами следует учитывать
следующие размерности и ранги.

• Размерность пространства 
обозначается как .

• Ранг p-вектора равен p. Указывается при
обозначении пространства p-векторов: .
Вместо термина ранг также часто используют тер-
мин порядок (grade) и обозначение gr [4, 13] и ино-
гда термин step [3].

• Размерность пространства  равна наи-
большему рангу, который может быть у ненулево-
го p-вектора в данном пространстве . Она также
равна количеству значимых базисных p-векторов
и обозначается как .
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• Размерность пространства Λ(L) =
=  равна сум-
ме размерностей всех подпространств, составля-

ющих прямую сумму: .

• Формально можно полагать ранг нулевого
p-вектора любым (удобным для манипуляций).

Базис пространства  зависит как от ранга
p, так и от  (размерности ). -вектор будет
иметь разное количество компонент в зависимо-
сти от размерности пространства L на котором
мы его рассматриваем.

• На  базис задается 2-векторами
, где  и .

• На  базис задается p-векторами
, где  и  = 1, ..., n.

• На  базис задается одним -вектором
.

Обозначения ,  и т.д. мы ввели для крат-
кости.

В литературе [4, 13] 2-вектор называют бивек-
тором, 3-вектор – тривектором и 4-вектор – квад-
ривектором. Для -форм малой размерности таких
специальных названий авторы не встречали.

2.3. Базисные n-векторы
в n-мерном пространстве

Особый случай возникает, когда ранг рассмат-
риваемого объекта совпадает с размерностью
пространства L то есть . Тогда размер-
ность пространства  равна  и существует
только один значимый базисный n-вектор:

Можно считать, что -вектор  имеют одну
единичную компоненту.

Базисный -вектор  задает элемент еди-
ничного объема. В геометрической алгебре базис-
ный -вектор обозначают как  или .

2.4. Разложимость

Разложимым называют p-вектор , который
выражается через внешнее произведение p раз-
личных векторов из :

В литературе на английском языке для обозна-
чения разложимого вектора используют термин
blade [3, 4]. Реже встречается термин простой
(simple) вектор.
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Формулировка необходимых и достаточных
условий для разложимости p-вектора не является
тривиальной задачей. Она была решена в работе
[14]. В пространстве  размерности n разложимыми
являются любые p-векторы, при .
В трехмерном пространстве все p-векторы являют-
ся разложимыми, но уже для четырехмерного
пространства это неверно. Например, бивектор
следующего вида

в четырехмерном пространстве нельзя записать в ви-
де  ни для каких  и  из  [3, стр. 46].

Отдельно стоит заметить, что бивектор V =
=  разложим тогда и только тогда, когда

 [2, § 6.3.5].

2.5. Операция дополнения и ее свойства
Правым дополнением (right complement) базис-

ного p-вектора , где  называет-
ся такой -вектор , что

Соответственно, левым дополнением (left com-
plement) базисного p-вектора  называ-
ется такой -вектор , что

Иногда, базис состоящий из дополнений называ-
ют кобазисом [13].

Для любого разложимого p-вектора, в частно-
сти, для базисного -вектора  выполняется сле-
дующее соотношение

Данное соотношение показывает, что правое и
левое дополнение совпадают в случае, если p –
четное число и различаются знаком, если p – не-
четное.

Также для разложимого p-вектора , где p –
нечетное, выполняется равенство:

Для любого разложимого -вектора:

Определив операцию дополнения для базис-
ных p-векторов, можно распространить ее на
произвольный -вектор, потребовав линейности:

• , где  – скаляр.

• .
Правое дополнение должно подчиняться тем

же свойствам.

L
∈ , , − ,{0 1 1 }p n n
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После этого не составляет труда вычислять до-
полнительные (комплиментарные) p-векторы.
Так для ,  получим:

Вектор , а бивектор , но
благодаря одинаковым размерностям  и 
(при условии ) возможно взаимно
однозначное соответствие, устанавливаемое опе-
рацией дополнения.

3. ДВУМЕРНЫЕ И ТРЕХМЕРНЫЕ 
ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

3.1. Векторное произведение

Пусть  есть трехмерное пространство с бази-
сом . Найдем внешнее произведение двух
векторов  и 

Найдем дополнение к бивектору 

Мы получили векторное произведение 

Операция дополнения позволяет найти -век-
тор, ортогональный бивектору . Если же ее
применить к 1-вектору, то, наоборот, получаем би-
вектор, <<ортогональный>> к исходному вектору.
Для больших размерностей данная интерпретация
также сохраняется, но теряет наглядность.

3.2. Смешанное произведение

На том же трехмерном пространстве  найдем
внешнее произведение трех векторов ,  и .

где  – символ Леви-Чивиты.
Найдем дополнение к тривектору 
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Это не что иное, как смешанное произведение
трех векторов ,  и :

3.3. Комплексная структура

Рассмотрим теперь  и некоторый
вектор . Найдем правое дополнение к , e2

Найдем теперь дополнение к :

Это не что иное, как комплексная структура на
двумерном декартовом пространстве:

• поворот на угол :

• поворот на угол :

Вновь рассмотрим двумерное пространство L.
Найдем смешанное произведение двух векторов

 и :

Найдем дополнение от бивектора 

Мы получили ориентированную площадь парал-
лелограмма, построенного на векторах  и v. Ори-
ентированная площадь может служить геометри-
ческой интерпретацией бивектора.

4. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ
И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА

4.1. Мультивекторы и геометрическое 
произведение

Если допустить сложение элементов  раз-
личного ранга, то мы получим более общую
структуру, задаваемую операцией сложения и
внешнего умножения. Объект из , состоя-
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щий из элементов различного ранга, называется
мультивектором или числом Клиффорда [15]:

Поскольку  является градуированной алгеб-
рой, то в этом выражении знак суммы надо вос-
принимать также как и знак суммы в комплекс-
ных числах и кватернионах. Этот знак связывает
скаляры, векторы, бивекторы, тривекторы и т.д. в
единую сущность.

Операция геометрического умножения обла-
дает большей общностью, чем операции скаляр-
ного и внешнего произведений. Поэтому разумно
определить ее аксиоматически, а не выражать че-
рез скалярное и внешнее произведения. Тем не
менее, мы будем предполагать, что в простран-
стве  задан метрический тензор .

Геометрическим произведением двух векторов 
и  назовем отображение , которое
имеет следующие свойства.

• Геометрическое умножение двух скаляров
сводится к обычному умножению, определенно-
му в поле этих скаляров.

• Геометрическое умножение скаляра на век-
тор из  сводится к обычному умножению, опре-
деленному в .

• Геометрическое произведение вектора  са-
мого на себя равно скаляру, значения которого
определяется метрическим тензором:

• Дистрибутивность:

• В силу того, что  может быть скаляром, из
дистрибутивности следует линейность.

• Ассоциативность: .

Коммутативность или антикоммутативность яв-
ным образом не требуется.

Множество  с ассоциативной операцией
геометрического произведения называется алгеброй
мультивекторов и является реализацией абстракт-
ной алгебры Клиффорда, обобщающей алгебру
Грассмана и алгебру кватернионов Гамильтона.

Из аксиом следует формула

которую можно использовать для определения
геометрического произведения векторов.
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4.2. Обратный элемент и деление

Из свойства  следует, что для лю-
бого ненулевого вектора  существует обратный

элемент :

Можно определить операцию (правого) деления,
как произведение справа на обратный элемент:

Если умножение произвести слева, то получим

иное выражение:  так как .

Используя операцию деления можно записать
произвольный вектор  относительно некоторого
вектора  как:

Первое слагаемое  является проекцией вектора
 на , а второе слагаемое  является ортого-

нальной компонентой вектора  относительно
вектора .

4.3. Геометрическое произведение произвольных 
мультивекторов

Обобщение геометрического произведения на
произвольные p-векторы, требует обощения ска-
лярного произведения. Однако, в случае если вве-
ден ортонормированный базис, можно обойтись
без такого обобщения.

Рассмотрим евклидово пространство L =
=  и найдем геометрические произве-
дения базисных векторов .

Произведение базисного вектора самого на се-
бя находится из определения:

Для произведения , где  можно доказать
следующее равенство [3]

Где . Вообще, для любого ортонорми-
рованного базиса справедливо тождество  ...

 то есть базисные p-векторы могут
быть записаны через геометрическое произведение.
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Пользуясь указанными выше свойствами,
можно находить геометрическое произведение
любых мультивекторам, достаточно знать их раз-
ложение по базисным p-векторам. Например:

Это справедливо, так как

4.4. Случай трехмерного пространства
В трехмерном декартовом пространстве мульти-

вектор в общем случае будет иметь следующий вид:

Обозначим  как . Тогда верно равенство

Также, переставляя сомножители и правильно
меняя знак, можно показать, что

Видно, что  коммутирует с базисными векто-
рами и бивекторами:  и  из че-
го следует, что произвольный мультивектор  в
трехмерном пространстве коммутирует с :

Также для произвольного бивектора справед-
ливы равенства

что дает возможность записать произвольный
мультивектор в виде

Кроме того, с помощью  можно связать внеш-
нее и векторное произведения:
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Обозначим

Данные бивекторы ведут себя точно также как
и мнимые единицы кватернионов. Можно соста-
вить таблицу умножения:

Кроме того .
Таким образом в трехмерном пространстве

множество мультивекторов вида

изоморфно множеству кватернионов.

5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КВАТЕРНИОНОВ
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПОВОРОТОВ

В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
Кватернионами [16] называют гиперком-

плексные числа вид , где i, 
и  – мнимые единицы, обладающие следующи-
ми свойствами: , ,

 и .
В терминах общей алгебры говорят, что мно-

жество кватернионов с операцией сложения и
умножения образуют тело, то есть ассоциатив-
ное, унитарное, некоммутативное по умножению
кольцо. Обратный элемент в таком кольце суще-
ствует для любого ненулевого элемента.

Мнимые единицы , ,  ассоциируют с тремя
ортами ,  и . Число  называют скалярной ча-
стью кватерниона, а элемент  – век-
торной частью, которой дают простую геометриче-
скую интерпретацию в виде вектора .
Кватернион, состоящий только из векторной ча-
сти, называют чистым. Кватернион в общем слу-
чае записывают как

Для кватерниона определяют норму и ком-
плексное сопряжение:

Кватернион с нормой, равной единице, называют
нормированным. Обратный элемент для произ-

вольного кватерниона вычисляется как ,
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а для нормированного обратным является сопря-
женный к нему кватернион: .

Нормированный кватернион можно предста-
вить в особенно простом тригонометрическом
виде:

где угол  лежит в полуинтервале . При
умножении двух кватернионов с углами  и  со-
ответственно, получаем кватернион с углом .

Кватернионы нашли свое применение в тео-
рии трехмерных вращений. Если поставить в со-
ответствие некоторому вектору в трехмерном ев-
клидовом пространстве чистый кватернион

, то следующая операция

эквивалентна повороту вектора  на угол  во-
круг оси , где q – нормированный кватернион

. Вращение в противоположную
сторону задается похожей операцией:

Вращение с помощью кватернионов стало
стандартом де-факто в области компьютерной гра-
фики, вытеснив альтернативное описание с помо-
щью углов Эйлера. С чисто алгоритмической точ-
ки зрения, кватернионное описание вращений
очень эффективно, однако менее наглядно из-за
сложностей в геометрической интерпретации угла

. Далее рассмотрим подход к описанию поворо-
тов с помощью мультивекторов особого вида, ко-
торый столь же алгоритмически прост, но при
этом имеет гораздо большую общность и геомет-
рическую наглядность.

5.1. Повороты в трехмерном пространстве
Рассмотрим вектор  и умножим его слева на не-

который вектор , а справа на обратный вектор a–1.
Так как операция геометрического произведения не
коммутативна, то мы получим вектор  отличный

от . Пользуясь тем, что  и 
получим:

Таким образом, вектор  является отражени-
ем вектора  относительно вектора . Для двумер-
ного случая данная процедура проиллюстриро-
ванна на рис. 1.
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Заметим, что длина (норма) вектора  сохра-
няется. Так как по определению геометрического
произведения , то

v

=aa
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− − −= = =

= = =

= = .

ava ava ava avaava

av a va a v a

v aa v

1 2 1 1
4

2 2
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a

В случае единичного вектора  обратный век-
тор  совпадает с самим  так как норма a = 1 и
операция отражения сводится к умножению на
вектор  слева и справа: .

Вектор  – отражение вектора  относительно
вектора . Длины векторов  и  совпадают и зна-
чения углов  и . Следовательно, гео-
метрические произведения  и  совпадают:

На рис. 2 показаны бивекторы  и .
Применим к вектору  последовательно два

отражения: относительно вектора , а затем отно-
сительно вектора :

Мультивектор  обозначают как  и называ-
ют ротором (вращателем).

 вращает  на угол  от  к , где 
(см. рис. справа). Вращение происходит от  к 
параллельно плоскости соответствующей бивек-
тору , а не , поэтому  записывают как

Формула для вращения  остается
справедливой для любой размерности, а не толь-
ко для двумерного или трехмерного случая.

Ротор  можно применять к объектам более
высокого порядка, чем векторы, например:

Рассмотрим трехмерный случай для нормиро-
ванных векторов  и . Так как

то

Такой ротор повернет вектор на угол . Если
нужен поворот на угол , то нужно взять половин-
ный угол:

5.2. Сравнение с кватернионами
Применение мультивекторов не дает очевид-

ного вычислительного выигрыша по сравнению с
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кватернионами. Однако можно выделить ряд
концептуальных преимуществ

• Ротор  и операция  задают вращение
в пространстве любой размерности.

• Операция  находит геометрическую
интерпретацию в виде двойного отражения. В слу-
чае кватернионов операция  вводится ad hoc.

• Угол  имеет геометрический смысл угла
между a и b. В случае кватернионов геометриче-
ская интерпретация данного угла затруднительна.

6. МОДУЛЬ GRASSMANN.JL
ДЛЯ ЯЗЫКА JULIA

6.1. Базовые возможности модуля Grassmann.jl
Модуль Grassmann.jl [17, 18] предназначен для

языка программирования Julia. В нем реализован-
ны все базовые операции геометрической алгебры.
Одной из особенностей является поддержка сме-
шанных численно-символьных вычислений: ос-
новные вычисления выполняются численно, но
при подключении модуля Reduce появляется воз-
можность задавать символьные компоненты и па-
раметры.

Рассмотрим вначале базовый функционал
данного модуля на примерах, повторяющих при-
меры изложенные нами выше. Укажем также на
ошибки с которыми мы столкнулись в ходе изуче-
ния данного пакета. Наши замечания справедли-
вы для версии библиотеки |0.7.5|. Рассмотрим сле-
дующий фрагмент кода.
1 G2 = L(R^2) # DirectSum.Ba-
sis{++,4}(v, v1,

↪ v2, v12)

2 @basis R^2

3 complementright(e1), complemen-
tright(e2) #

↪ (1v2, -1v1)

4 complementleft(e1), complemen-
tleft(e2) #

↪ (-1v2, 1v1)

5 using Reduce

6 u = :u1 * e1 + :u2 * e2

7 complementright(u) # Error

8 u = 1*e1 + 2*e2

9 complementright(u) # -2v1 + 1v2

10 complementleft(u) # 2v1 - 1v2

Работа начинается с задания размерности про-
странства , после чего генерируются все возмож-
ные p-векторы для пространства . В первой
строке представлен вариант задания двумерного
пространства  без экспорта

R
−

RvR
1

−
RvR

1

v *q q
θ

L
Λ( )L

Λ = ⊕ ⊕ ΛR
2( ) ( )L L L

сгенерированных базисных векторов в общее про-
странство имен, а во второй строке с экспортом.

Отметим, что для исходного кода на языке Ju-
lia общепринятым является использование раз-
личных специфических символов в кодировке
Unicode. Для ввода тех символов, которые обыч-
но используются в математике можно применять
макросы LA

T
E

X. Так, например, для ввода буквы 
в Jupyter Notebook или во встроенной оболочке,
следует набрать \Lambda и нажать клавишу Tab.
Некоторые макросы определены непосредствен-
но в подключаемых пакетах. В нашем примере
букву  можно ввести с помощью макроса /bbR,
о чем, между прочим, ничего не сказано в офици-
альной документации пакета Grassmann.

Далее (строки 3 и 4) мы применяем операции
правого и левого дополнения. Вначале использу-
ется смешанный численно-символьный вариант,
а затем делается попытка использовать чисто
символьный вариант, однако она приводит к не-
удаче. Опытным путем авторами было установлен-
но, что кроме операции внешнего произведения
все остальные операции символьные вычисления
не поддерживают. Ниже приведем пример вычис-
ления ориентированной площади  в
символьном виде.
1 u = :u1 * e1 + :u2 * e2

2 w = :w1 * e1 + :w2 * e2

3 u ∧ w # (u1 * w2 - u2 * w1)v12

4 # u = (1, 2) w = (2, 1)

5 complementright(u∧w), complemen-
tleft(u∧w) #

↪ -3v

6 complementright(w∧u), complemen-
tleft(w∧u) #

↪ +3v

Ниже показаны примеры вычисления вектор-
ного и смешанного произведений с помощью
внешнего произведения и правого дополнения:

 и .
1 @basis R^3

2 u∧w # (u1 * w2 - u2 * w1)v12 + (u1 *

w3 - u3

↪ * w1)v13 + (u2 * w3 - u3 * w2)v23

3 complementright(u∧w) # Error!
4 complementright.((e12, e13, e23)) # (1v3,

↪ -1v2, 1v1)

Операция  переопределена для геометриче-
ского умножения. Можно перемножать мульти-
векторы, разложенные по базисным p-векторам,
как это показано в фрагменте кода ниже.
1 (3 + 5*e1*e2 - e1*e3) * (4*e1*e2*e3)
# - 4v2

↪ - 20v3 + 12v123

Λ

R

= ∧u wS

× = ∧u w u w , , = ∧ ∧u v wv( )u w

∗
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2 e1*e2*e1*e2*e3 # -1v3

3 e1*e3*e1*e2*e3 # 1v2

Относительно операции геометрического про-
изведения множество мультивекторов вида V =
=  изоморфно множеству комплексных
чисел в случае двумерного пространства . Дан-
ные мультивекторы состоят только из скалярной
и бивекторной части, а векторная часть равна ну-
лю. Продемонстрируем этот факт на следующем
примере, сравнив действия с мультивекторами с
встроенным в язык Julia типом данных комплекс-
ных чисел.
1 (1e + 2*e12) * (2e + e12) # 0 + 5v12

2 (1 + 2im)*(2 + im) # 0+5im

3 (1.0e + 2*e12) / (2.0e + e12) # 0.8
+ 0.6v12

4 (1 + 2im) / (2 + im) # 0.8 + 0.6im

5 sqrt(1.0e + 2*e12) #
1.2720196542002786 +

↪ 0.7861513560627762v12

6 sqrt(1 + 2im) # 1.272019649514069 +

↪ 0.7861513777574233im

Отметим, что в выражении sqrt(1.0e +
2*e12) нам пришлось указать 1.0 вместо 1, так
как иначе возникает ошибка извлечение квадрат-
ного корня из целого числа, появляющаяся из-за
отсутствия явного приведения типов.

Стоит повысить размерность пространства 
до 3, как мультивекторы того же вида V = a +
+  становятся изоморфными от-
носительно операции геометрического произве-
дения множеству кватернионов. Бивекторная
часть в трехмерном пространстве имеет уже три
компонента. Следующий код позволяет распеча-
тать таблицу умножения мнимых единиц кватер-
нионов.
1 using Printf

2 @basis R^3 L e

3 i = e12; j = e23; k = e13

4 for x in (1e, i, j, k)

5 @printf “%6s|%6s|%6s|%6s\n” x*1e
x*i x*j

↪ x*k

6 end

7 i*j*k # -1v

6.2. Реализация роторов
Рассмотрим конкретный пример вращения

вектора [16]. При задании вращения в трехмер-
ном пространстве вначале следует определить ось
вращения. Для примера возьмем в качестве такой

оси нормированный вектор  вокруг

+ e12a b
L

L

+ +e e e12 23 13b c d

= , ,u
1 (1 1 1)
3

которого на угол  поворачивается базисный

вектор (орт) . Из геометрических соображений
понятно, что результатом такого вращения будет
другой орт .

Если необходимо задать вращение в терминах
мультивекторов, то следует задавать не ось вра-
щения, а плоскость, параллельно которой данное
вращение происходит. Данная плоскость опреде-
ляется некоторым бивектором вида .
Чтобы вычислить  следует взять правое допол-
нение от оси вращения :

После чего можно вычислить ротор, используя
его тригонометрическую форму:

Далее с помощью этого ротора производится вра-
щение:

Продемонстрируем вычисление данного при-
мера с помощью пакета Grassmann. Оператор ~
является синонимом функции reverse взятия об-
ратного элемента.
1 u = (v1 + v2 + v3)/sqrt(3)

2 # 0.5773502691896258v1 +

↪ 0.5773502691896258v2 +

↪ 0.5773502691896258v3

3 U = complementright(u)

4 # 0.5773502691896258v12 -

↪ 0.5773502691896258v13 +

↪ 0.5773502691896258v23

5 R = cos(π/3) - sin(π/3)*U
6 # 0.5000000000000001 - 0.5v12 + 0.5v13 -

↪ 0.5v23

7 R*v1*(~R)

8 # 0.0 + 1.1102230246251565e-16v1 +

1.0v2 -

↪ 1.1102230246251565e-16v3 -

↪5.551115123125783e-17v123

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Формализм геометрической алгебры является

элегантным способом представления алгебры
Клиффорда. При всей своей простоте она еще не
стала привычным инструментом научного иссле-
дования. И нам представляется, что именно ис-
пользование аналитико-численного подхода поз-
волит внедрить данный формализм в практику
научных исследований.

π2
3

e1

e2

= ∧U a b

U

u

= .U u

π π= −R Ucos sin
3 3

− = .ReR ReR
1 *
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