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1. ВВЕДЕНИЕ
Одним из наиболее значимых типов задач, ре-

шаемых при помощи универсальных систем ком-
пьютерной алгебры, являются задачи по вычис-
лениям с полиномами от нескольких переменных
над различными полями и кольцами (разложения
на множители, вычисление дискриминантов и
результантов систем уравнений, базисов Гребне-
ра и т.п.), а также решения систем нелинейных
алгебраических уравнений и других систем, сво-
дящихся к ним подстановками элементарных
функций.

В то же время, аппарат исследования систем
неалгебраических уравнений находится еще на
начальной стадии развития. Одним из инстру-
ментов для исследования таких систем является
формула многомерного логарифмического выче-
та, на основе которой был создан модифициро-
ванный метод исключения неизвестных из алгеб-
раических систем, предложенный в [1] и разви-
тый в [2]. Однако, для систем неалгебраических
уравнений (содержащих, например, голоморф-
ные функции) такие разработки отсутствовали.

Вместе с тем, неалгебраические системы урав-
нений возникают в различных областях знания.
В частности, в процессах, описываемых система-
ми дифференциальных уравнений с правыми ча-
стями, разложимыми в ряд Тейлора, актуален во-

прос об определении числа стационарных состо-
яний в множествах определенного вида (и их
локализации). Эта проблема приводит к задачам
построения алгоритмов для определения числа
корней заданной системы уравнений в различных
множествах, определения самих корней, исклю-
чения части неизвестных из системы. В частно-
сти, в монографиях [2, 3] приведены многочис-
ленные примеры из химической кинетики, где
требуются алгоритмы исключения неизвестных.

Одним из методов исключения неизвестных
служит построение результанта двух целых функ-
ций. Хорошо известен классический результант
Сильвестра для двух многочленов и метод исклю-
чения неизвестных, на нем основанный. Для не-
алгебраических функций такое понятие не было
изучено ранее. Лишь в последние годы в работах
[4, 5] обсуждается один подход к нахождению ре-
зультанта двух целых функций, основанный на
рекуррентных формулах Ньютона.

Разработанный в данной работе алгоритм мо-
жет быть также использован при исследовании
дзета-функции корней некоторых классов целых
функций, которые являются важным инструмен-
том в создании методов исключения неизвестных
из систем нелинейных уравнений, как было пока-
зано в работах [6, 7].
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2. КЛАССИЧЕСКИЙ РЕЗУЛЬТАНТ 
СИЛЬВЕСТРА И ЕГО ОБОБЩЕНИЯ

Напомним, что для данных многочленов f и 
классический результант  может быть опре-
делен различными способами (см. [8], [9]) с исполь-
зованием определителя Сильвестра, способа Безу–
Кэли или формулы для произведения

(1)

В данной работе мы рассматриваем построе-
ние результанта двух целых функций  и ,

, с помощью (1). Выбор формулы произве-
дения объясняется тем, что целые функции явля-
ются естественным обобщением многочленов в
комплексном анализе.

В работах [10]– [14] были предложены обоб-
щения понятия результанта для аналитических
функций в кольце матричнозначных функций,
мероморфных функций на римановой поверхно-
сти, для систем алгебраических уравнений. Во всех
этих исследованиях предполагалось, что число ну-
лей или полюсов конечно. Наш случай существен-
но отличается тем, что целые функции могут иметь
бесконечное число нулей. Поэтому для нахожде-
ния результанта необходим предельный переход
(по степени  многочлена  при фиксирован-
ном количестве нулей многочлена f(z)).

Первым шагом в нахождении результанта двух
целых функций явилась работа [4], в которой рас-
смотрен случай, когда одна из функций – целая, а
вторая является многочленом (или целой функ-
цией с конечным числом нулей). В работе [15]
обобщены результаты из [4] в случае, когда одна из
целых функций удовлетворяет некоторым жестким
ограничениям, но все-таки может иметь беско-
нечное число нулей.

Преимущество нашего подхода состоит в том,
что он позволяет ответить на вопрос, имеют ли
целые функции общие нули или нет, не вычисляя
самих нулей. Итоговая формула для результанта
содержит степенные суммы корней, которые
можно вычислить по формулам Ньютона, не при-
бегая к нахождению самих нулей.

3. РЕЗУЛЬТАНТ ДВУХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим систему уравнений, состоящую из
двух многочленов f(z) и  степеней  и  соот-
ветственно (случай  рассмотрен в [5]):

(2)

Напомним, что классические рекуррентные
формулы Ньютона связывают между собой коэф-
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фициенты многочлена и степенные суммы его
корней. А именно, пусть

Тогда если  – его корни (в том числе и
кратные), то степенные суммы  (определяемые
как , , ) и коэффици-
енты cj связаны соотношениями:

(3)

Обозначим нули многочлена f(z) через , ...,
zm. Везде далее под  понимаются степенные
суммы корней многочлена f(z), которые опреде-
ляются формулами (3). Используя определение
результанта в виде формулы произведения, в [16]
был получен следующий результат.

Теорема 1 ([16]). Результант  системы
многочленов вида (2), где , вычисляется по фор-
муле

(4)

В работе [16] приводится также общий резуль-
тат для произвольных степеней  и  многочле-
нов из (2). Однако, следует отметить, что приве-
денная в этой работе формула для результанта
двух многочленов [16, Теорема 3, формула 7] не
является полностью конструктивной. Алгорит-
мизация данного результата является открытой
задачей и, по всей видимости, может быть решена
с помощью описания рекуррентного перехода по
степени  многочлена f. Тем не менее, используя
данный результат, как частный случай может
быть получена формула для степени , кото-
рую мы приводим ниже.

Теорема 2. Результант  системы много-
членов вида (2), где , вычисляется по формуле
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(5)
Осуществив в (4) (соответственно, в (5)) пре-

дельный переход по , получаем утверждение о
результанте относительно многочлена (или целой
функции с конечным числом нулей) и целой
функции.

Теорема 3. Пусть  – целая функция на ком-
плексной плоскости  вида

а f(z) – многочлен вида (2) при  (или, соответ-
ственно, при ). Тогда результантом 
является выражение (4) (соответственно, выра-
жение (5)), в котором необходимо выполнить пре-
дельный переход по .

Замечание 1 ([16]). Теорема 3 имеет смысл при
условии, что ряды, получающиеся при предельном
переходе по  в правых частях формул (4) и (5), аб-
солютно сходятся.

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА
Алгоритм состоит из функции, реализующей

вычисление степенных сумм с помощью класси-
ческих формул Ньютона (3) и основной функции,
вычисляющей результант системы (2) по форму-
лам (4) и (5). Таким образом, для заданного мно-
гочлена f(z) 3-й или 4-й степени и заданной це-
лой функции , алгоритм вычисляет резуль-
тант f(z) и частичной суммы порядка 
(разложения в ряд) функции  для произволь-
ного . Таким образом, условие остановки алго-
ритма при предельном переходе в формулах (4) и
(5) определяется тем, что в вычислениях целая
функция заменяется многочленом степени , при
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этом степень  является произвольной и задается
пользователем (см. пример 2).

5. ПРИМЕРЫ

Алгоритм был реализован в среде Maple 2016
64bit. Полный код программы доступен по адресу
https://github.com/aakytmanov/Resul-
tant34n. Вычисления производились на маши-
не Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) c 32 Gb RAM под
управлением Windows 10 Pro x64 21H1. Время сче-
та для приведенных примеров составило менее
0.2 секунды.

Пример 1. Рассмотрим систему уравнений
( , )

В данном случае

Поскольку a0 = 0, то в выражении (5) останутся
лишь слагаемые, соответствующие . Также
отметим, что поскольку только  и  отличны от
нуля, то в соответствующих суммах останутся
лишь слагаемые при . Таким образом, полу-
чим

Алгоритм 1: Алгоритм вычисления классических 
рекуррентных формул Ньютона

Function RecurrNewton( , ):
Input: Список коэффициентов

; натуральное число .

Output: Список  степенных сумм, 
вычисляющихся по формулам (3)
begin:

for  do

if  then

for  do

return 
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Алгоритм 2: Алгоритм вычисления приближения к 
результанту многочлена 3-й степени и целой функции

Input: Список  коэффициентов многочлена 
f; список  первых  коэффициентов 
разложения целой функции  в ряд
Output: Приближение к результанту системы (2), 
вычисленное по формуле (4).
begin

for  do

for  do

for  do

return 

=

−
= = + =

= = ,

= = = ,



 

5
4 4

0 0
0

5 5 5
3 3 3

0 0 0 5 5 5
0 1 1

16

8

s
s

s

s
s t t s t t

s t s t

b a b

b b a S b b S b b S S

= = +

− − − −

=

×

× − ⋅ + =

= − ⋅ + =

= − ⋅ + =

= − ⋅ + ,





5 5
3

0
0 1

3
2 2 3 3

5
3 3

0 2 3
1

3 3
0 5 5 10 5 15

3
5 10 5 15

1
4

( 3 2 )

1 ( 3 2 )
4

1 ( 3 2 )
4

1 ( 3 2 )
2

s
s t

s t s

t s t s t s t s

t t t t t
t

b b a

S S S S

b b S S S S

b b S S S S

S S S S

− −
= = +

=

− =

= − = − =

= − .





5 5
2 2 2

0 2 2
0 1

5
2 2 2 2 2 2
0 2 0 5 5 10

1
2
5 10

1 ( )
2

1 1( ) ( )
2 2

2( )

s
s t t s t s

s t s

t t t
t

b b a S S

b b S S b b S S

S S

, ,0 1 2{ }a a a
, , ,…0 1{ }nb b b + 1n

g

:= , , ,0 1 2({ } )S a a a nRecurrNewton

=
:= −

3
0

0
( )

n
k

k
k

R b a

= 0s …n

(
)

= +
:= + − ×

× − − − + −


2

0
1

2 2

1( )
2

( [ ] [2 2 ]) [ ]

n
s

s t
t s

s t

R R a b b

S t s S t s b b S t s

= …0s n

= + …1t s n

( )
= +

:= + − ×

× − ⋅ − − + −

 0
1

( )

[ ] [ ] [ 2 ]

n
s

s t p
p t

R R b b b a

S t s S p s S t p s

R

Все остальные тройные и четверные суммы в
выражении (5) обращаются в ноль из-за того, что
предыдущие суммы отличны от нуля только в
случае значения индексов , t = 5.

Итак,

Найдем степенные суммы корней , , , не
используя значения самих корней. А именно, по
рекуррентным формулам Ньютона вида (3), в ко-
торых нужно положить

Алгоритм 3: Алгоритм вычисления приближения к 
результанту многочлена 4-й степени и целой функции

Input: Список  коэффициентов много-
члена f; список  первых  коэффи-
циентов разложения целой функции  в ряд
Output: Приближение к результанту системы (2), 
вычисленное по формуле (5).
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Так, для нашего случая

Таким образом, .
Входными данными алгоритма в этом случае

будут списки коэффициентов  и :

> Res4d([0, 0, –1, 0], [2, 0, 0, 0, 0, 1]);

Пример 2. Данные методы приводят к вычис-
лению сумм некоторых типов кратных числовых
рядов, ранее отсутствовавших в известных спра-
вочниках. Эти результаты представляют самосто-
ятельный интерес. Рассмотрим систему уравне-
ний

Вычисляя результант , используя теорему 3 с
одной стороны, и используя определение резуль-
танта в виде формулы для произведения с другой
стороны, получим соотношение (см. 16])

Частичные суммы выражения в левой части могут
быть получены с помощью предложенного алго-
ритма, например, используя входные данные
> simplify(Res3d([-a^3, 0, 0], [1, b,

for  do

for  do

for  do

return 
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b^2/2!, b^3/3!, b^4/4!, b^5/5!,
b^6/6!]));

получим приближение к результанту (для задан-
ной системы функций) в виде
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