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Представлена разработка доказательной программы для способа Карацубы умножения многочле-
нов одной переменной. Построено машинно-проверяемое доказательство равносильности функ-
ции способа Карацубы простейшему умножению многочленов “раскрытием скобок”. Это малая
часть библиотеки DoCon-A машинно-проверяемых программ для вычислительной алгебры, со-
зданной автором. Утверждение доказано для произвольного коммутативного кольца коэффициен-
тов, а в системе DoCon-A задано доказательное построение структуры коммутативного кольца для
области R[x] многочленов над коммутативным кольцом R. В системе DoCon-A программы вклю-
чают определения соответствующих математических понятий и доказательства главных свойств
применяемых алгоритмов. Эти доказательства проверяются компилятором. Применяется чисто
функциональный язык программирования Agda, который также предоставляет конструкцию зави-
симых типов. Также рассматриваются некоторые общие вопросы построения доказательных про-
грамм в алгебре на языке Agda. Делается сравнение с подходом другого автора к построению в си-
стеме Coq некоторой разновидности алгоритма Карацубы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Словоупотребление. Мы используем следую-

щее словоупотребление.
Мп-доказательство – машинно-проверяемое

полное формальное доказательство, воплощение –
реализация или модель теории, свидетельство –
доказательство. Слово “библиотека” обозначает
библиотеку DoCon-A [1] доказательных про-
грамм компьютерной алгебры. Имя Agda иногда
пишем кириллицей и склоняем по падежам.

Простейшим способом умножения целых чи-
сел, представленных списком разрядов, является
общеизвестный способ “в столбик”. В худшем
случае для умножения чисел из n двоичных разря-
дов он требует порядка n2 действий над разряда-
ми. В 1960 году А.А. Карацуба нашел более быстрый
способ умножения [2, 3]. Его стоимость вычисле-
ния имеет порядок . Позже был открыт еще
более быстрый (асимптотически) способ [4], осно-
ванный на быстром преобразовании Фурье. Спо-
соб Карацубы также переносится на многочлены:
[5], раздел 8.1.

Здесь мы занимаемся способом Карацубы, так
как он проще выражается, имеет низкий порог
выгодного применения, и до него дошла очередь.

Более подробно: cтатья относится главным об-
разом к предмету “способы программирования
вычислительной алгебры”. В программных биб-
лиотеках (системах) вычислительной алгебры
есть такая разновидность библиотек: доказатель-
ные (сертифицированные) – в них методы снаб-
жены мп-доказательствами. Автором разработа-
на такая библиотека DoСon-A. Естественно, в
каждой такой библиотеке все (как можно больше)
включенные методы должны иметь доказатель-
ные программы. Для каждого значимого метода
построение доказательной программы – это от-
дельная задача. В данном случае это задача по-
строения доказательной программы для способа
Карацубы умножения многочленов. Описание
принципов построения библиотеки в целом мог-
ло бы быть предметом другой статьи. Если глав-
ные свойства умножения многочленов не снаб-
жены мп-доказательствами, то тогда и почти все
более сложные методы для многочленов тоже
окажутся не полностью мп-доказанными (вычис-
ление НОД, разложение на неприводимые, и так
далее), так как доказательства их свойств опира-
ются на доказательства для свойств арифметиче-
ских действий для многочленов.
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Кроме того, эта задача используется как пло-
щадка для проверки подходов к доказательному
программированию алгебры вообще: эти же при-
емы могут быть использованы в других задачах.
При этом проверяются способы использования
средств языка Agda, подходы и практика приме-
нения отличаются от тех, что наработаны, напри-
мер, в системе Coq (см. разделы 4, 6–8). Насколько
знает автор, DoCon-A это пока что единственная не
игрушечная общая библиотека компьютерной
алгебры на языке Agda.

О единице стоимости вычисления: предполага-
ется, что стоимость вычисления измеряется ко-
личеством простейших действий над мономами:
умножение мономов, сложение коэффициентов,
сравнение коэффициента с нулем, сравнение по-
казателей мономов.

Эта оценка  предполагает такое изме-
рение стоимости. Здесь мы делаем такое же допу-
щение.

В каких случаях это предположение является
наиболее естественным с точки зрения оценки
времени исполнения программы? Например, для
случая коэффициентов из области  остатков
целых чисел по модулю некоторого . Для этой
области проводились испытания программы
(раздел 6).

Программа испытывалась на возведении мно-
гочлена  в степень  и на умножении случай-
ных многочленов.

За определение умножения многочленов прини-
мается умножение простейшим способом “раскры-
тия скобок”, когда умножение  многочленов
сводится к сложению произведений , для всех
мономов из f, а умножение  выстраивается
как список произведений монома  на мономы
многочлена . При представлении многочлена
списком мономов с условием упорядоченности
показателей по убыванию и некотором естествен-
ном способе сложения многочленов получается,
что простейшее умножение многочленов степени

 выполняет  умножений и сравнений моно-
мов, и это оценка точная.

В библиотеке DoCon-A ([1], выпуск 3.2rс) по-
строена структура коммутативного кольца для
многочленов над произвольным коммутативным
кольцом коэффициентов, вместе с соответствую-
щими машинно-проверяемыми доказательства-
ми. При этом доказательства построены для
определения произведения многочленов через
простейший способ умножения.

Целью представленного здесь исследования
было построение такой функциональной про-
граммы для способа Карацубы умножения мно-
гочленов, которая
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• включает в себя мп-доказательство его пра-
вильности,

• обладает необходимым быстродействием на
практике, соответствующим оценке ,

• выражена исходным кодом приемлемого
объема,

• компилируется за приемлемое время.
Правильность означает, что эта функция вы-

дает результат, заданный определением умноже-
ния. Из доказательства такой равносильности
легко строятся формальные доказательства глав-
ных свойств арифметики многочленов для спосо-
ба Карацубы: законы переместительный, сочета-
тельный, распределительный и другие. Ибо эти
законы раньше формально доказаны для про-
стейшего умножения.

Последнее условие о затратах компиляции
включено по следующей причине. Компиляцией
мы здесь называем такие действия системы Agda:
а) проверку типов и б) порождение исполняемого
кода. Проверка типов включает в себя проверку
мп-доказательств путем проведения некоторых
символьных вычислений с выражениями типов.
Например, если программа содержит мп-доказа-
тельства утверждений из учебника алгебры объе-
мом сто страниц, то для компилятора будет не-
приемлемо затратить неделю времени на провер-
ку этих мп-доказательств.

Последовательность изложения такова.
В разделе 2 кратко даются общие сведения о

представлении арифметики многочленов в про-
грамме.

В разделе 3 описывается алгоритм Карацубы
для плотного и разреженного представления
многочлена.

В разделе 4 даются предварительные общие
сведения о программировании на языке с зависи-
мыми типами, о возможном влиянии мп-доказа-
тельств в программе на производительность ис-
полняемого кода.

В разделе 5 описывается подход к построению
доказательной программы на языке Agda для
способа Карацубы для разреженного представле-
ния многочлена, обсуждаются некоторые ее черты.

В разделе 6 описывается испытание на произ-
водительность функции karatsuba на примере воз-
ведения многочлена в степень  двоичным спо-
собом и на других примерах, сравнение с про-
граммой на языке Haskell.

В разделе 7 обсуждаются издержки доказатель-
ного программирования на примере данной про-
граммы.

В разделе 8 наш подход к доказательному про-
граммированию способа Карацубы для много-
членов сравнивается с подходом, описанным в
диссертации [6] (с программированием в системе

2log 3( )O n
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Coq). Также говорится о других работах в области
автоматизированных систем поддержки фор-
мальных доказательств.

В Приложении 11.2 дается доказательство оцен-
ки  стоимости вычисления способом Кара-
цубы произведения многочленов для разреженного
представления и нашей разновидности алгоритма.
Также обсуждается оценка средней стоимости вы-
числения для этого алгоритма в зависимости от за-
данной степени разреженности 11.3.

1.1. Программа

Библиотека DoCon-A доказательных про-
грамм доступна в Интернете по адресу
http://www.botik.ru/pub/local/Mech-
veliani/docon-A/3.2rc/

Программы написаны на языке Agda [9, 10].
Доказательная функция метода Карацубы содер-
жится в модуле Pol/Karatsuba.agda, про-
грамма испытания содержится в модуле
Pol/KTest.agda, установка библиотеки и за-
пуск испытания описаны в файле install.txt
архива библиотеки.

2. ОБ АРИФМЕТИКЕ МНОГОЧЛЕНОВ
Представляем моном (тип Mon в программе) в

виде записи, содержащей коэффициент – эле-
мент носителя (тип С) кольца R коэффициентов
и показатель (тип  – натуральное число). Мно-
гочлен представлен в виде списка мономов, чьи
коэффициенты ненулевые, а показатели упоря-
дочены по убыванию. Например, многочлен

 над целыми числами представлен в про-
грамме выражением
mkPol ((mkMon -2 4) :: (mkMon 1 0) ::

[]) nzCoefs ordExps

nzCoefs – это свидетельство неравенства нулю
коэффициентов,
ordExps – свидетельство упорядоченности списка
показателей 4 :: 0 :: [].

Равенство _=p_ многочленов определено как
почленное равенство списков мономов, когда ра-
венство коэффициентов выражено абстрактным
равенством _≈_ в кольце R. Сложение многочле-
нов выполнено как сложение их списков моно-
мов: сочетание слияния двух упорядоченных
списков мономов с приведением подобных чле-
нов и удалением получающихся нулевых моно-
мов. Этот известный способ сложения f + g мно-

гочленов затрачивает количество действий не
больше .

Умножение f * g многочленов определяется
как “раскрытие скобок”: сложение произведений
m * g для всех мономов m из f. А умножение m * g
на моном выстраивается как список произведе-
ний монома m на мономы многочлена g. При
этом учитывается, что кольцо R может иметь де-
лители нуля, и появляющиеся нулевые мономы
удаляются.

Для таким образом определенной арифметики
многочленов в библиотеке DoCon-A доказаны за-
коны коммутативного кольца для области много-
членов R[x]. Соответствующий модуль имеет за-
головок

module Pol.Over-decComRing

(R : DecCommutativeRing)

(open DecCommutativeRing R using
(Carrier))

(C-Show : Show Carrier) (C-Read :
Read Carrier)

(var : Variable)

where

Этот модуль имеет четыре параметра:
R – коммутативное кольцо коэффициентов

(приставка Dec означает разрешимое равенство,
то есть задана функция распознавания равенства
на носителе R),

C-Show – структура, задающая способ распе-
чатки в строку элемента R,

C-Read – структура, задающая способ чтения
из строки элемента R,

var – строка, изображающая переменную в
распечатке многочлена.

В этом модуле запрограммированы функции
арифметики многочленов и доказательства для
них. Например, функция

polDecCommutativeRing : DecCommutativeRing

строит запись (record), представляющую структу-
ру коммутативного кольца с разрешимым равен-
ством для многочленов. То есть это функтор,
строящий кольцо многочленов из данного ком-
мутативного кольца R коэффициентов.

Чтобы воспользоваться функциями построен-
ной области многочленов, программа должна от-
крыть модуль, дав ему значения параметров. На-
пример, арифметика целочисленных многочле-
нов откроется по объявлению

open Pol.Over-decComRing Int.decCommutativeRing

Int.Show Int.Read “x”

log 3( )O n
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Компилятор Агды проверит, содержит ли структура
Int.decCommutativeRing доказательства структуры
коммутативного кольца, и так далее. В области дей-
ствия такого объявления компилятор воспримет
функции +p, *p из этого модуля как действия над
многочленами с целыми коэффициентами. Если
же, например, подставлено значение параметра
R = IntResidue, то эти функции будут восприни-
маться в смысле арифметики многочленов с ко-
эффициентами по модулю заданного m (коэффи-
циенты из /(m)).

3. УМНОЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ 
СПОСОБОМ КАРАЦУБЫ

В дальнейшем применяем следующие опреде-
ления и словоупотребление.

 обозначает логарифм по основанию 2.
Определение 1. Для метода M вычисления не-

которой функции для пар многочленов выраже-
ние  обозначает наибольшую из стоимо-
стей применения этого метода для многочленов
степени не больше , когда стоимость выражена
числом простейших действий над мономами (см.
начало Введения).

Оценка стоимости  для такого метода
M означает, что существует натуральное число  та-
кое, что для любого  выполнено неравенство

3.1. Случай плотного представления многочлена
Пусть deg f = deg g = 2k, где k степень двойки.

Представим

где . Тогда

 (I)

В этой формуле умножение на моном вида  и
сложения имеют линейную стоимость по k. Но
появляются четыре умножения многочленов сте-
пени k, и при простейшем способе эти умноже-
ния имеют стоимость квадратичную по k.

Учитывая равенство

и обозначая , , запишем (I)
как

 (II)

где  это умножение рекурсивным применением
способа (II). Теперь имеем только три умножения
многочленов степени :

Z

log

,( )C M n

n

α∈ ( )M O n
c

> 0n
α, ≤ .( )C M n cn

= + , = + ,1 2 1 2
k kf x f f g x g g

= = = =1 2 1 2deg deg deg degf f g g k

∗ = + ∗ + +2
1 1 1 2 2 1 2 2( )k kf g x f g x f g f g f g

ix

+ = + ∗ + − −1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( )f g f g f f g g f g f g

= +1 2s f f = +1 2's g g

∗ = ∗ +
∗ ∗ − ∗ − ∗ + ∗ ,

2
1 1

1 1 2 2 2 2( ' )

k
k

k
k k k k

f g x f g

x s s f g f g f g

∗k

k

Конечно, способ предполагает, что каждое из
этих произведений вычисляется однажды, а по-
том в готовом виде подставляется в выражение
(II) в разных местах. Сложений (вычитаний) ста-
ло больше, но они имеют линейную стоимость по

. Все это приводит к тому, что способ Карацубы
удовлетворяет оценке , (где ).
Это доказано в ([5], Theorem 8.3). Видно, что по-
рядок роста стоимости существенно меньше, чем
в простейшем способе умножения.

Случай произвольных степеней легко сводится к
рассмотренному выше случаю таким образом:

Здесь , , а квадрат-
ные скобки обозначают целую часть веществен-
ного числа. Нетрудно доказать, что оценка стои-
мости  сохраняется (доказательство про-
пускаем, так как нам нужно доказательство для
другой разновидности алгоритма).

3.2. Алгоритм для разреженного
представления многочленов

О случаях разреженного и плотного представле-
ния многочлена. Обоснование.

В нашей библиотеке удобнее применять разре-
женное представление многочленов списками.
Например: а) многочлен  занимает в раз-
реженном представлении много раз меньше па-
мяти, чем в плотном, б) умножение  мно-
гочленов занимает одно действие. Также имеется
то удобство, что выбранное нами представление
многочлена одной переменной оказывается част-
ным случаем представления многочлена многих
переменных. Ведь для многочленов многих пере-
менных плотное представление не применимо в
практике вычислений.

Арифметику многочленов в плотной записи
мы не программировали, не относим это к перво-
очередным задачам.

Для плотного представления количество мо-
номов в многочлене f равно . Для разре-
женного представления выполнено неравенство

число мономов в 
Это учитывается в доказательстве оценок стоимо-
сти вычисления.

Какой смысл имеет асимптотическая оценка
 стоимости вычисления для какого-либо ме-

тода M, действующего на разреженно представ-
ленных многочленах, если  это степень много-
члена?

∗ , ∗ , ∗1 1 2 2 'k k kf g f g s s

k
log 3( )O k < .log 3 1 59

= + + − − + .2( )( ) ( )m m m mfg x f x g x x f g

= ,max(deg deg )n f g += 1 [log ]2 nm

log 3( )O n

+1000 1x

∗100 90x x

+1 (deg )f

≤ +1 (deg ).f f

α( )O n

n
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Смысл такой же, как в Определении 1 из начала
раздела. В обоих случаях стоимость вычисления
измеряется количеством действий над монома-
ми, а “размер” многочлена измеряется его степе-
нью  – несмотря на количество мономов.

В частности, многочлен большой степени мо-
жет содержать мало мономов, например, один.

Ниже описывается способ Kara умножения
многочленов в разреженной записи, который мы
считаем разновидностью способа Карацубы.
Способ для плотной записи будем называть Kara-
dense. Главное отличие способа Kara состоит в сле-
дующем. Для четного , многочлен делится на стар-
шую часть  и младшую часть , ,

 – почти как в способе Kara-dense,
только  и  могут сильно отличаться по степени и
количеству мономов. В дальнейшем умножение
применяется рекурсивно к парам многочленов, ко-
торые могут иметь разные степени и разное количе-
ство мономов. Для выравнивания степеней приме-
няется прибавление монома  нужной степени, а
потом делается поправка итога умножения. Для
сведения метода к четной степени применяется (в
дополнение к возможному предыдущему приему)
расщепление многочлена на старший моном и
хвост и поcледующая поправка итога.

Почему для исследования выбран метод умно-
жения многочленов именно для разреженного
представления многочлена?

С таким же успехом можно исследовать такую
программу для плотного представления. Доказа-
тельство оценки стоимости для него уже извест-
но, останется построить мп-доказательства. Но
главное – это качество самой программы, с уче-
том системы, в которой она участвует, из этих со-
ображений подбирается представление данных и
изобретается алгоритм. Далее, для подтвержде-
ния надежности выводится теоретическая оценка
стоимости вычисления и программируются мп-
доказательства. Соображение “для этого пред-
ставления данных легко получить такую-то оцен-
ку сложности, поэтому запрограммируем такой-
то алгоритм” сомнительно с точки зрения разра-
ботки хорошей программы. В нашем же случае
рассматриваются алгоритмы арифметики много-
членов для разреженного представления.

Метод Kara умножения разреженно представ-
ленных многочленов.

Функция kara принимает сомножители f и 
расставленные так, что . Она
выдает произведение  путем следующего вы-
числения. Разбираются случаи

• (EE) m = n четное,

• (GE) m < n, n четное,

• (GO) m < n, n нечетное,

• (EO) m = n нечетное.

n

n
/2

1
nx f 2f =1deg /2f n

<2deg /2f n
1f 2f

mx

g
= ≤ =deg degm f n g

fg

Этим случаям соответствуют функции EE, GE,
GO, EO, (в программе caseEqualEvenDeg, caseGreat-
erEvenDeg, caseGreaterOddDeg, caseEqualOddDeg),
которые вместе с функцией kara вызывают друг
друга согласно диаграмме (рис. 1).

Всюду ниже применяем обозначение EE(n,f,g) =
= EE f g, где f и g многочлены, n = max (deg f) (deg g).
Также пишем EE(n), когда считаем, что осталь-
ные два аргумента суть любые f и g такие, что n =
= max (deg f) (deg g).

В случае EE
сначала применяется функция splitPolAtDe-

gree. Она расщепляет f на старшую часть higher,
чьи мономы имеют степени не меньше , и
младшую часть f2, чьи мономы имеют степени
меньше k. Многочлен higher представляется в ви-
де , соответственно, . Такое
же расщепление применяется к g : g = .
Функция splitPolAtDegree затрачивает не больше

 действий. Затем применяется формула (II) раз-
дела 3.1, где произведения , ,  вычисля-
ются рекурсивным применением функции kara с
предварительной расстановкой сомножителей
согласно их степеням.

Здесь выполнены равенства deg f1 = deg g1 =
=  = k. Но  и  могут ока-
заться любыми натуральными числами меньшими
k – из-за разреженного представления.

В случае GE положим  и вычислим
, где вычисле-

ние  занимает не более  действий над моно-
мами.

В случае GO
число  четное. Представим

, где  старший моном в . Тогда
f * g = mon * f + , а  вычисляется через
разбор следующих случаев для , :

case  of
(True, True) -> 

(True, False) -> 

(False, True) -> 

(False, False) -> 

= /2k n

∗ 1
kx f = ∗ +1 2

kf x f f
∗ +1 2

kx g g

2n
1 1f g 2 2f g 'ss

=deg deg 's s 2deg f 2deg g

= +nF x f
∗ = − ∗ = , −( ) EE( )n nf g F x g F g x g

nx g n

= − 1p n
= +mon 'g g mon g

∗ 'f g ∗ 'f g
deg 'g deg f

= ? , = ?(deg ' deg )g p f p
,EE( ')f g

,GE( ')f g
,GE( ' )g f

, + −GE( ')p pf x g x f

Рис. 1

kara

GE

GO

EE EO
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Во втором случае оказывается ,
< deg g, , .

Поэтому , и применяется
.

Подобным образом разбираются остальные
случаи. В последнем случае выводятся неравен-
ства , и потому применим вызов

.
В случае EO представим  где 

старший моном в f, и вычислим

О пороге применения: для каждой разновидно-
сти алгоритма и каждой системы программирова-
ния есть порог выгодности применения способа
Карацубы для многочленов. Назовем это число
kThreshold. Если какой-то из сомножителей име-
ет число мономов меньше порога, то в среднем
выгоднее применять простейшее умножение. На-
пример, для систем Glasgow Haskell 8.8.3, Agda
2.6.1 и нашей программы порог равен 18. (Этот
порог не влияет на порядок роста сложности вы-
числения)

3.3. Об оценках стоимости вычисления

Оценка стоимости  доказана в [5] (The-
orem 8.3) для способа Карацубы для плотно пред-
ставленных многочленов. Наша программа
включает мп-доказательства правильности для
несколько другого алгоритма (kara) – для разре-
женного представления.

В Приложении 11 дано доказательство оценки
 для алгоритма kara (для разреженной за-

писи) – опять, в смысле Определения 1. Оно не-
сколько более сложное. Это влечет за собой, на-
пример, такие последствия. Умножение 
многочленов займет одно действие какой бы
большой ни была степень . А способ Kara-dense
будет в этом примере обрабатывать списки длины

, и так далее, и затратит примерно  дей-
ствий – очень много. Далее, добавим к  еще мно-
го любых мономов степеней меньше  и обозначим
полученный многочлен f. Тогда при вычислении

 способ Kara во многих случаях затратит много
действий – но не больше, чем , где постоян-
ная  приблизительно не больше 50.

Назовем длиной многочлена f (в разреженной
записи) количество  мономов в нем.

Об оценке в среднем для способа Kara в при не-
изменной степени разреженности:

автор проделал следующий опыт. При неиз-
менной степени  перемножаемых многочленов
(в примерах было положено  = 6000) программе

=deg 'g p
deg f ≤deg f p ≠deg f p

<deg deg 'f g
,GE( ')f g

, <deg deg 'f g p

, +GE( ')pf x g
= +mon 'f f mon

∗ = ∗ + ,mon GO( ' )f g g f g

log 3( )O n

log 3( )O n

∗n nx x

n

+ 1n ⋅ log 35 n
nx

n

∗f f
⋅ log 3c n

c

S( )f

n
n

kara подавались многочлены различных длин .
При изменении  от  к меньшим значениям
среднее время вычисления стремительно умень-
шалось. В Приложении (раздел 11.3) дан набросок
доказательства, который объясняет это явление.
Именно, пусть  множество многочленов
степени , имеющих длину ,  – средняя
стоимость вычисления по алгоритму Kara, когда
сомножители берутся из множества . Если 
является степенью двойки, а степени мономов в
сомножителях распределены равномерно на от-
резке  (в среднем они и будут распределены
равномерно), то выполнена оценка

Вторая степень в этой оценке нам не мешает,
так как важны значения  достаточно малые в
сравнении с . Например:

• при  порядок стоимости окажется не
больше , тогда как

• при наибольшей длине  стоимость в наи-
худшем случае достигнет порядка не меньше 

(второе утверждение не доказано строго, оно
взято из итогов испытаний программы). Уточне-
ние этой оценки (по худшему случаю или в сред-
нем) для общего случая а также построение стро-
го доказательства может быть предметом отдель-
ного исследования.

Перечислим итоги, которые показывают, что
способ вычисления Kara (для разреженного пред-
ставления) имеет смысл.

• Способ Kara имеет верхнюю оценку 
стоимости вычисления – такого же порядка, как
способ Kara-dense (когда последний применяется
к плотным записям тех же многочленов). И это
много меньше (точной) оценки  стоимости
для простейшего способа умножения.

• Эта оценка равномерна по длине многочле-
нов степени не больше : верна как для многочле-
нов малой длины, так и для многочленов боль-
шой длины (максимум длины равен ).

• Средняя (на опыте) стоимость вычисления
способом Kara при неизменном  быстро убывает
с уменьшением длины сомножителей. Это дает
преимущество в среднем быстродействии на
сильно разреженных многочленах перед спосо-
бом Kara-dense.

• Испытания программы (раздел 6) показыва-
ют соответствие верхней оценке по степени, и во-
обще, быструю работу программы.

• Программа способа Kara снабжена мп-дока-
зательством равносильности простейшему умно-
жению.

s
s + 1n

,( )P n s
n s ,( )C n s

,( )P n s n

,[0 ]n

, ∈ .2( ) ( )C n s O s

s
n

<s n
n

+ 1n
/3 2n

log 3( )O n

2( )O n

n

+ 1n

n
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4. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ОБЪЯСНЕНИЯ
О ПРОГРАММИРОВАНИИ

С ЗАВИСИМЫМИ ТИПАМИ
Обсудим черты доказательной программы на

языке Agda для метода kara (раздел 3.2).
Язык Agda [9, 10] основан на чистой функци-

ональности, “ленивом” способе вычисления по
умолчанию, поддержке обобщенного програм-
мирования (generic programming), аппарате зави-
симых типов. Приблизительно можно считать,
что это язык Haskell, расширенный аппаратом
зависимых типов. Зависимые типы позволяют
адекватно описать алгебраическую область, зави-
сящую от обычного значения ([11], Введение).
Кроме того, этот аппарат позволяет вставлять в
программу доказательства утверждений, и эти до-
казательства будут проверяться компилятором.
Становится возможным описывать метод вычис-
ления в программе так, как это делается в учебни-
ках и научных статьях, вместе с доказательством
правильности. Доказательства понимаются по
умолчанию в смысле конструктивной математи-
ки [12, 13].

От известной системы Coq [14] (и ее языка
Gallina) главные отличия состоят в “ленивом”
вычислении по умолчанию, отсутствием разделе-
ния на язык задания вычислений и язык построе-
ния доказательств, одинаковой поддержкой как
программирования быстрых вычислений, так и
доказательств.

От известной системы Lean [15] главные отли-
чия состоят в “ленивом” вычислении по умолча-
нию, чисто-функциональном программирова-
нии, одинаковой поддержкой как программиро-
вания быстрых вычислений, так и доказательств,
требованием конструктивного доказательства по
умолчанию.

Техника проверки доказательств компилято-
ром (точнее – проверяльщиком типов – type
checker) основана на том, что всякое утверждение
S представляется подходящим типом T (завися-
щим от значений). Доказательство для S есть лю-
бая функция (завершающийся алгоритм), которая
выдает любое значение v типа T. Проверяльщик
типов проверяет отношение v : T посредством сим-
вольных вычислений с выражениями типов. Та-
ким образом доказательство утверждения прове-
ряется до начала компиляции в исполняемый код.

Недоказуемое высказывание соответствует пу-
стому типу ⊥ c пустым множеством значений. От-
рицание высказывания соответствует функции,
отображающей соответствующий высказыванию
тип в пустой тип. Импликация выражена типом S
→ T всех функций из S в Т, где S и T представляют
соответствующие утверждения. Конъюнкция вы-
ражена произведением S × T типов, дизъюнкция
выражена суммой S  T типов. Доказательство
индукцией по построению данного выражается в

+∪

виде рекурсивно заданной функции. Примене-
ние леммы выражается в виде вызова функции,
представляющей доказательство леммы.

Пока ограничиваемся только конструктивны-
ми доказательствами [12, 13] (без использования
принципа Маркова для доказательства завершае-
мости алгоритмов). В частности, всякий объект
существует лишь как итог некоторого данного ал-
горитма, и должно быть дано доказательство за-
вершаемости этого алгоритма.

Мы часто пользуемся законом исключенного
третьего – в конструктивной математике это воз-
можно в тех (часто встречающихся) случаях, ко-
гда приведен алгоритм разрешения соответству-
ющего отношения.

Наш подход в отношении конструктивизма та-
ков. а) Конструктивное доказательство лучше,
чем неконструктивное, так как дает больше зна-
ния. Например, завершающийся алгоритм по-
строения объекта – это больше, чем неконструк-
тивное доказательство его существования. b) Ес-
ли нужно доказательcтво, а конструктивное
доказательство не удается найти, то можно обой-
тись неконструктивным, использовав аксиому
исключенного третьего – она просто записывает-
ся на языке Agda. Конечно, лучше явно выделить
места, где она применяется.

Добавим, что есть широкая область в матема-
тике и научных вычислениях, где достаточно
лишь конструктивного подхода, и пока что наша
библиотека находится целиком в этой области.
Но есть и еще большая область, где конструктив-
ных доказательств не хватает.

Более подробные объяснения по данной си-
стеме программирования и примеры содержатся
в [9, 11] и в руководстве по библиотеке [1].

4.1. О синтаксисе языка Agda
Имена операторов и отношений отделяются

пробелами. Например, в строке
a+b≈0 : a + b ≈ 0#

программы a+b ≈ 0 есть имя значения, двоеточие
отделяет имя значения от выражения типа, сим-
волы ‘+’ и ‘≈’ в выражении типа суть соответ-
ственно имя оператора сложения и имя двуместно-
го отношения, 0# есть имя нулевой постоянной.
Вся эта строка означает объявление: значение
a+b≈0 имеет тип a + b ≈ 0# (и этот тип зависит
от значений a, b, 0#).

Знак подчерка в имени отношения или опера-
ции означает, что в синтаксисе программы во
входном выражении на этой позиции ставится
выражение аргумента этой операции.

Знак равенства ‘=’ – это определение иденти-
фикатора (присваивание) – часть синтаксиса
программы.
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Равенство _≈_ – это знак отношения равен-
ства на некоторой области, это отношение зада-
ется для каждой области программы пользовате-
ля или стандартной библиотекой.

4.2. Внешние и внутренние доказательства

В каком смысле функция на языке Agda мо-
жет быть доказательством?

Если функция строит доказательство, то само
тело этой функции является доказательством не-
коего общего утверждения. И это доказательство
проверяется проверяльщиком типов в общем,
символьном виде, так же, как читатель проверяет
доказательство, изложенное в книге. Если и когда
эта функция вычисляется во время исполнения,
то она выдает доказательство для какого-то част-
ного случая, и строение этого доказательства в
обычных случаях бывает не нужно разбирать. На-
пример, можно запрограммировать функцию
m≤m+n (это ее имя), выражающую доказатель-
ство утверждения  m n (m ≤ m + n) для натураль-
ных чисел. Ее тело выражает общее доказатель-
ство, скажем, по индукции. А вычисление вызова
(m≤m+n 2 9) во время исполнения выдаст только
доказательство неравенства 2 ≤ 2 + 9.

Обычный подход к доказательному програм-
мированию таков. Алгоритм A программируется
как некоторая функция F на Агде в духе языка
Haskell, без построения доказательств. Затем пи-
шутся функции мп-доказательств для выбранных
свойств F: если аргументы F удовлетворяют та-
ким-то условиям, то итог функции обладает та-
ким-то свойством. При этом обычно доказатель-
ство по индукции следует рекурсивному построе-
нию функции F. Например, таким способом в
библиотеке запрограммированы доказательства
переместительного и сочетательного законов для
сложения и простейшего умножения многочле-
нов (если не учитывать свидетельства, содержа-
щиеся в данных типа Pol). Назовем такие доказа-
тельства внешними. Они проверяются компилято-
ром (в первой его части – проверке типов). При
этом вычисление функции F при исполнении
программы заведомо не вызывает функции дока-
зательств.

Но на практике для многих функций оказыва-
ется чрезвычайно затруднительным построение
внеших мп-доказательств. Возможно это след-
ствие каких-то технических трудностей в вопло-
щении языка Agda. Поэтому мы снабжаем мно-
гие функции внутренними доказательствами, то
есть такими, которые являются частью итога
функции. Их легче задать, чем внешние доказа-
тельства, они строятся в теле функции заодно с
основной частью итога. Этот подход выгоден еще
и тем, что уменьшает повторы кода, так как внут-
реннее доказательство использует уже разверну-

∀

тую внутреннюю среду. С другой стороны, в сред-
нем часть доказательства занимает довольно мно-
го кода, и этот код мешает читателю разглядеть
строение самого способа вычисления. В таком
случае может быть полезно предварять програм-
му комментарием с короткой записью основной
функции, не снабженной доказательством.

Но раз построение доказательства включено в
тело функции, то не получится ли так, что при ис-
полнении программы на доказательство потра-
тится время сравнимое с тем, что тратится на
главный итог?

Не получится – при естественном способе
программирования. Ибо Agda это язык “лениво-
го” исполнения по умолчанию. Поэтому, если
функция F выдает пару

(<главный итог> , <доказательство>),

а функция – клиент G не использует существенно
вторую часть пары, то при вычислении G эта
часть вычисляться не будет. Существенным ис-
пользованием данного мы называем разбор стро-
ения этого данного. Доказательства в языке Agda
являются данными. Их можно разбирать на ча-
сти, делать с ними содержательные вычисления,
распечатывать.

Но в обычных научных вычислениях не требу-
ется разбирать строение доказательств во время
вычисления, функции – клиенту всегда достаточ-
но лишь само наличие какого-то доказательства
соответствующего типа. А это наличие выясняет-
ся проверяльщиком типов в символьном виде до
начала исполнения программы. То есть в обыч-
ных научных вычислениях доказательства нико-
гда не используются по существу при исполнении
и потому не занимают ресурсов при исполнении.
Например, функция lm выдает старший моном
многочлена f, но нужен дополнительный аргу-
мент hm-f : HasMon f – доказательство того, что
многочлен не нулевой. Видя вызов (lm f hm-f)
взятия старшего монома, проверяльщик прове-
рит, имеет ли значение hm-f подходящий тип.
А во время исполнения, при вычислении этого
вызова данное hm-f разбираться/вычисляться не
будет.

Так обстоит дело и с функцией karatsuba.
Мертвый код: проверяльщик типов выдает код

для компилятора, в этом коде часто бывают
участки доказательств, часто большие. Внешние
доказательства легко узнать, и после проверки
они удаляются компилятором. Но некоторые
внутренние и ненужные (после проверки) доказа-
тельства проверяльщик не может распознать как
ненужные, если функция сложно устроена. И эти
“мертвые” доказательства задают работу компи-
лятору и проникают в объектный код – хотя и не
работают во время исполнения. В главе “run-time
irrelevance annotation” в документации на систему
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Agda описаны обозначения Erased, @0, проста-
новка которых в программу в правильных местах
принуждает Агду удалить мертвый код до компи-
ляции. Но в данном выпуске библиотеки эти до-
полнительные затраты компиляции малы в срав-
нении с остальными издержками, поэтому даже
небольшое усложнение программы erased – обо-
значениями не имеет смысла.

4.3. Завершаемость

По умолчанию Agda должна убедиться в завер-
шаемости каждой заданной функции (алгоритма).
Указание TERMINATING избавляет проверяльщик
типов от проверки завершаемости, но применение
такого указания это отступление от доказательного
программирования. Поэтому мы не применяем та-
кое указание, так же, как не применяем указаний
постулирования postulate, anything. Часто Agda сама
убеждается в завершаемости путем обнаружения
синтаксического уменьшения рекурсивных вызо-
вов. Но также часто выдается сообщение “Termina-
tion checking failed”. В этом случае надо помочь Агде
распознать завершаемость. Обычно проще всего
ввести в функцию дополнительный аргумент в виде
счетчика – натурального числа. Воспринимая нера-
венства, доказанные в теле функции для этого счет-
чика, Agda убеждается в завершаемости.

Доказательство завершаемости всегда неяв-
ное. Сравним на примере: на языке Agda можно
выразить высказывание “функция f коммутатив-
на”, но нет способа прямо выразить высказыва-
ние “функция f завершается” так, чтобы потом
использовать в программе какое-то доказатель-
ство p для этого высказывания.

5. ПРОГРАММА СПОСОБА КАРАЦУБЫ
НА ЯЗЫКЕ Agda

Функция способа Карацубы задана в модуле,
объявленном как module Pol.Karatsuba (R : Dec-
CommutativeRing).

Здесь коммутативное кольцо R с разрешимым
равенством является параметром – это область
коэффициентов. Подставляя различные вопло-
щения для R, программист автоматически на-
страивает все функции из этого модуля на вы-
бранную область коэффициентов.

Но в отличие от типа (Pol a) в Haskell-програм-
ме тип Pol в нашей Agda-программе в библиотеке
DoCon-A скрывает в себе машинно-проверяемое
условие определения представления многочлена:
свидетельство неравенства нулю коэффициентов
и свидетельство упорядоченности показателей
(раздел 2). Функции арифметики многочленов
строят эти свидетельства для итога действия, ис-
ходя из таких свидетельств для операндов. Есть и
другие отличия.

Главным доказательством для функции karat-
suba является доказательство ее равносильности
простейшему умножению:
(f g : Pol) → (karatsuba f g) =p (f *p g) (IV)

Здесь _=p_ равенство многочленов, _*p_ про-
стейшее умножение. Последние две сущности
взяты из модулей, посвященных многочленам.
Но мы сначала задаем функцию Карацубы в фор-
мате, включающем основное доказательство.
karatsuba-withProof : (f g : Pol) →

∃ (\h → h =p f *p g)
Выдается пара (h , eq), где h – произведение, eq –
доказательство равенства h =p (f *p g). Это доказа-
тельство внутреннее, оно задается в теле функции в
циклах, выражающих вычисления произведения.

Для вычисления произведения надо вызывать
не эту функцию, а функцию
karatsuba : Op2 Pol

karatsuba f = proj1 ∘ karatsuba-withProof f
(_°_ – функция композиции). Она выдает первую
часть итога вызова karatsuba-withProof. Доказа-
тельства различных свойств умножения способом
karatsuba теперь просто получить переносом со-
ответствующих доказательств для функции _*p_.
Например, переместительный закон:

karatsuba-comm : Commutative _=p_ karatsuba
karatsuba-comm f g =

let open EqReasoning
(h , h=fg ) = karatsuba-withProof f g
(h’ , h’=gf) = karatsuba-withProof g f

in
begin  polSetoid  h ≈ h=fg 

f *p g ≈ *p-comm f g   
g *p f ≈ =p-sym h’=gf 
h’

end

Дадим пояснения. Здесь h = karatsuba f g, h’ =
karatsuba g f, и требуется доказать h =p h’.

h = fg это доказательство равенства h =p (f *p g),
взятое из итога вызова karatsuba-withProof f g.
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h’=gf это доказательство равенства h’ =p (g *p f),
взятое из итога вызова karatsuba-withProof g f.
В силу доказательств h=fg и закона *p-comm пе-
рестановочности простейшего умножения, дока-
занного в библиотеке, выводится равенство h =p
(g *p f). Правая его часть равна h’ в силу равенства
h’= gf, которое применяется справа налево и за-
вершает доказательство.

В вызове (begin … end) в левой колонке записа-
на последовательность значений, в которой каж-
дое значение равно предыдущему. В каждой стро-
ке правой колонки записан вызов функции, кото-
рая выдает доказательство равенства значения в

левой колонке следующему значению. Замеча-
тельно, что (begin … end) это не конструкция язы-
ка, а вызовы функций begin_ и _end из стан-
дартной библиотеки, написанной на Агде (а приме-
нение функции может записываться префиксно,
инфиксно или постфикстно). Такова же функция
≈__, применяемая в правой колонке. Эти вызовы
позволяют наглядно записать композицию приме-
нений закона транзитивности равенства.

5.1. Функция splitPolAtDegree
Функция

splitPolAtDegree :

{n : N} {f : Pol} (hmF : HasMon f)

(n≤degF : n ≤ deg f hmF) →
SplitPolAtDegree n f

это главный шаг метода. Она воплощает рас-
щепление из шага EE алгоритма Kara из раздела
3.2. Она принимает натуральное n (в программе –
целая часть ), ненулевой многочлен f
степени не меньше n и выдает структуру, описы-
вающую разбиение f на старшую часть higher и
младшую часть lower – как описано в разделе 3.2.
Только некоторые аргументы и некоторые части
итога суть доказательства свойств этого разбие-
ния. В отдельном модуле дополнительно доказа-
ны свойства этого разбиения. Например:

• hmH : HasMon higher – свидетельство того,
что старшая часть ненулевая,

• splitEq : mons ≡ monsH ++ monsL – список
мономов f синтаксически равен (propositional
equality) соединению списка старших мономов и
списка младших мономов,

• f≡p-higher+lower : f ≡p higher +p lower –
f синтаксически равен сумме многочленов high-
er+lower (в смысле синтаксического равенства
списков мономов),

• xn|h : xn| h – свидетельство “xn делит higher”,
и выдается частное h0,

• f=xnh0+low : f = p (xn *p h0 +p lower)

Эти доказательства используются в мп-доказа-
тельстве теоремы (IV).

5.2. Функция karatsuba-withProof

Функция karatsuba-withProof разбирает случаи
нулевых аргументов, упорядочивает два аргумен-
та по степени и вызывает функцию

kara :

(f g : Pol) (hmF : HasMon f) (hmG : HasMon g) →
deg f hmF ≤ deg g hmG → (cnt : ) →
deg g hmG ≤ cnt → ∃ (\h → h =p f *p g)

kara f g _ _ _ 0 _ = f *p g , =p-refl {f *p g}

kara f g hmF hmG e≤e’ (suc cnt) e’≤1+cnt =
considerCases (length mons <? kThreshold)

(length mons’ <? kThreshold)

(e =? e’) (2 |? e’)

Функция kara это главный цикл метода. Она
принимает два многочлена, hmF и hmG суть сви-
детельства того, что они ненулевые, следующий
аргумент это свидетельство неравенства deg f ≤

. Последние два аргумента суть счетчик cnt
и свидетельство неравенства . Они

нужны для доказательства завершаемости функ-
ции.

При рекурсивном вызове функции kara счет-
чик уменьшается синтаксически от выражения
(suc cnt) к выражению cnt, а степень второго
многочлена уменьшается по меньшей мере на

(deg )/2f

N

≤ degg
≤degg cnt
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единицу. В начальном вызове cnt = deg g, а когда
значение deg g достигает нуля, функция выдает
итог. Поэтому Agda решает, что алгоритм завер-
шается.

Первое предложение разбирает случай нулево-
го счетчика. В нем выдается произведение, вычис-

ленное простейшим способом (а нам известно, что
в этом случае оба многочлена суть постоянные).
Поэтому вторая часть итога это доказательство
тождественного равенства (вида X =p X).

Второе предложение это выход на разбор слу-
чаев и шаг рекурсии. Вызывается функция

considerCases : Dec (length mons < kThreshold) →
Dec (length mons’ < kThreshold) →
Dec (e ≡ e’) → Dec (2 | e’) →
∃ (\h → h =p f *p g),

которая сначала проверяет, достаточно ли мономов в f и g (проверка занимает не более kThreshold ша-
гов). Если не достаточно много, то выполняется простейшее умножение f * p g. Если достаточно, то
проверяются условия e ≡ e’, 2 | e (второе условие это делимость на 2). По их итогам вызывается одна из
функций, воплощающих случаи (EE), (EO), (GE), (GO) из раздела 3.2. Например, случай (EE) вызы-
вается в третьем предложении:
considerCases

(no |mons|≮kTh) (no _) (yes e≡e’) (yes 2|e’) =
let 2|e = subst (2 |_) (sym e≡e’) 2|e’

2≤e = |f|≮kThreshold2≤deg-f {f} hmF
|mons|≮kTh

e≤1+cnt = subst (_≤ 1+cnt) (sym e≡e’)
e’≤1+cnt

 in

 caseEqualEvenDeg f g hmF hmG e≡e’ 2≤e 2|e
e≤1+cnt

– в обоих многочленах много мономов, e ≡ e’, e’ –
четное. Здесь сначала доказывается, что e тоже
делится на 2. Потом неравенство 2 ≤ e выводится
из того, что число мономов не меньше порога
(|mons| ≮ kTh). Потом неравенство e ≤ 1+cnt выво-
дится из неравенства e’ ≤ 1 + cnt, данного выше в
вызове kara. Наконец, функции caseEqualEven-
Deg кроме многочленов f и g даются еще эти по-
строенные доказательства 2 ≤ e, 2|e, e ≤ 1 + cnt.

Условие 2 ≤ e здесь нужно для возможности
дальнейшего разбиения многочлена f. Если оно
не выполнено, то из четности e следует e = 0 = e/2,
и разбиение не уменьшит степени многочлена, и
проверяльщик типов сообщит о неудаче доказа-
тельства завершаемости.

Функции для случаев (EO), (GE), (GO) разби-
рать не будем, а дадим лишь пояснения к функ-
ции caseEqualEvenDeg: 

caseEqualEvenDeg :

(u v : Pol) (hmU : HasMon u)

(hmV : HasMon v) →
let dU = deg u hmU; dV = deg v hmV

in

dU ≡ dV → 2 ≤ dU → 2 | dU → dU ≤ 1+cnt →
∃ (\h → h =p u *p v)

caseEqualEvenDeg u v hmU hmV E≡E’ 2≤E 2|E
 E≤1+cnt =

let

E = deg u hmU; E’ = deg v hmV

(k , E≡k*2) = 2|E

monE = mkMon 1# E – моном x^E
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monK = mkMon 1# k

…

…

in

eeDeg monE monK ss’ f1g1 f2g2 , eq

Выражение (k, E≡k*2) = 2|E это определение
отношения делимости, примененное к паре 2, E.
Оно включает в себя частное k и доказательство
равенства E ≡ k * 2.

Обозначения f1, g1, f2, g2, s, s’ – те же, что в фор-
муле (II) из раздела 3 – с заменой f -> u, g -> v :

, и так далее. В первой части пары
итога выдается значение

 (IIA)

Это формула (II) из раздела 3. Здесь + это сло-
жение многочленов, ‘-’ вычитание многочленов,
‘ ’ и ‘ ’ суть умножения на моном, a произ-
ведения f1g1, f2g2, ss’ вычисляются рекурсивным
применением функции kara.

Во второй части пары выдается доказательство
eq равенства H = u *p v, где _*p_ простейшее
умножение многочленов. Для получения доказа-
тельства eq используется то, что kara тоже возвра-
щает произведение в паре с доказательством, на-
пример:
(ss’ , ss’Eq) = kara s s’ hmS hmS’

(≤-reflexive degS≡degS’)
cnt degS’≤cnt,

где ss’Eq это доказательство равенства ss’ = p (s *p s’).
Равенство eq для H выводится из ss’Eq и из по-

добных же равенств для произведений путем за-
мены в (IIA) f1g1 на f1 *p g1, f2g2 на f2 *p g2, ss’ на s *p
s’ в силу соответствующих равенств и последую-
щего применения законов коммутативного коль-
ца (раскрытие скобок, приведение подобных чле-
нов и тому подобное). Все это формально распи-
сывается в функции caseEqualEvenDeg.

А для этих формальных построений необходи-
мы доказательства, которые надо подставлять в
аргументы рекурсивных вызовов функции kara.
Например, в вызов вычисления ss’ входит доказа-
тельство degS’ ≤ cnt неравенства deg s’ ≤ cnt. А в
вызове caseEqualEvenDeg есть доказательство E ≤
1+cnt : deg u ≤ suc cnt (suc это конструктор “следу-
ющий” для натуральных чисел). Оно нужно для
доказательства завершаемости. Это доказатель-
ство получается следующим образом. 2 ≤ E = deg
u ≤ suc cnt = 1 + cnt, поэтому E/2 ≤ cnt.

Имеем s’ = g1 +p g2, deg g1 = E/2, deg g2 < E/2.

= ∗ +1 2
Eu x f f

( )( )
= ∗ +

+ ∗ − + +
1 1

1 1 2 2 2 2

( )

(( ' ) )

E

K

H x f g

x ss f g f g f g

∗Ex ∗Kx

В модулях для аддитивной части арифметики
многочленов доказана лемма о том, что степень
суммы не больше максимума степеней слагае-
мых. Поэтому deg s’ ≤ E/2 ≤ cnt. И даже это рас-
суждение содержит пробелы, так что в программе
добавлены необходимые подробности.

В доказательстве встречаются такие определе-
ния значений, как f1*g1 = f1 *p g1. Эти символьные
выражения участвуют в доказательстве, но в силу
“ленивого” вычисления и устройства функции
они не вычисляются во время исполнения.

6. ИСПЫТАНИЕ НА ПРИМЕРАХ
Модуль Pol/KTest.agda библиотеки содер-

жит программу испытания на производитель-
ность функции karatsuba.

При целых коэффициентах и больших степе-
нях многочленов влияние распухания коэффици-
ентов в ходе вычисления может оказаться суще-
ственным. Поэтому во всех испытаниях областью
коэффициентов полагается кольцо R = /(b)
остатков по модулю b. Значение b = 99991 вы-
брано из того соображения, что, нулевых моно-
мов получается мало, и это дает более затратный
случай для нашего алгоритма, опирающегося на
разреженное представление многочлена.

Первое испытание – по худшему случаю, ко-
гда степень разреженности нулевая. Другие два

Z

Таблица 1.

kThreshold = 18

время[sec]

n p-p, pk-pk, deg p l(mons)

deg p, deg pk,

length 

p

length 

pk

9 0.3 0.2 512 513

10 1.3 0.8 1024 1025

11 5.1 2.5 2048 2049

12 21.1 7.7 4096 4097

13 84.2 25.0 8192 8193

14 349.6 78.0 16384 16385
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испытания – на случайных многочленах средней
степени разреженности.

Первое испытание таково.

Задается значение n : . Затем функция pk воз-
водит многочлен f = x + 1 в степень  двоичным
способом – путем применения умножения спо-
собом Карацубы n раз. Например, для n = 12
умножение применяется 12 раз, и получается
многочлен степени 4096.

Затем печатаются (1) степень pk, (2) многочлен
pk – pk, (3) количество мономов в pk, (4) сумма
коэффициентов pk в кольце R и измеряется время
исполнения.

Эти данные выбраны так, чтобы распечатка не
была большой и при этом все части многочлена
pk были вычислены. Такие ухищрения нужны от-
того, что вычисления выполняются “ленивым”
способом.

Части (1), (2), (3) служат еще для проверки
правильности (сама-то система Agda тоже может
содержать ошибки).

Тот же многочлен вычисляется в этом модуле
через простейшее умножение _*p_, он обозначен
p. Замена pk -> p в функции main даст испытание
для простейшего умножения.

Если в строке ‘check =’ заменить pk -p pk на
p -p pk, то будет проверено равенство двух спосо-
бов умножения на этом примере (хоть оно и дока-
зано в программе для общего случая, но ошибки
могут быть в самих системе Agda, компиляторах
и, наконец, в компьютере).

Арифметика коэффициентов воплощена в са-
мом общем виде. Библиотека содержит определе-
ние евклидова кольца (EuclideanDomain) и мо-
дуль Residue.Euclidean, в котором задана арифме-
тика кольца E/(b) остатков для произвольных
евклидова кольца E и элемента b в нем. В модуле
Int.II задано воплощение euclideanDomain струк-
туры евклидова кольца для целых чисел. Объяв-
ление
open import Int.II using ()

renaming (euclideanDomain to E)

вносит евклидову структуру для , обозначая ее
E. Далее, объявления

open Residue.Euclidean E b -Read -Show

using (Show0-r; Read-r; semiring-r;

decCommutativeRing-r)

renaming (EucResidue to R)

decCRing-r = decCommutativeRing-r b∤1

вносят структуры DecCommutativeRing и некото-
рые другие для области E/(b) остатков и дают имя
R для носителя этой области. Например, дей-
ствие умножения в области E/(b) можно теперь
получить, объявив

open DecCommutativeRing decCRing-r
using ()

renaming (_*_ to _*r_),

при этом оно получит имя *r.
Наконец, объявления
open import Pol.Karatsuba decCRing-r

open import Pol.Over-decComRing 

decCRing-r Show-r Read-r “x”

вносят в поле действия функцию karatsubа и
арифметику многочленов – обе для коэффициен-
тов из области R остатков.

Приведем таблицу испытания для системы
Agda-2.6.1, MAlonzo, ghc-8.8.3, Ubun-
tu-Linux 18.04 и персонального компьютера
частоты 3 гигагерц (табл. 1).

Во второй колонке (“p-p”) – время для про-
стейшего умножения, в третьей колонке (“pk-
pk”) – для функции karatsuba.

Обозначим
• ,
•  время вычисления p(n) из второй ко-

лонки этой таблицы,
•  время вычисления pk(n) из третьей

колонки,
•  время вычисления произведения

 для  (после того, как значение 
готово) простейшим способом и функцией karat-
suba соответственно.

Тогда ,
.

Получаем таблицу стоимости возведения в
квадрат многочлена степени  (табл. 2):

Отношения  пока-
зывают, как увеличивается время возведения в
квадрат при удвоении степени многочлена – со-
ответственно при простейшем умножении и при
применении функции karatsuba. В первом случае
это отношение равно приблизительно 4, для
функции karatsuba оно равно приблизительно 3.1.

N

2n

Z

Z Z

= + 1f x
,( )T p n

,( )kT p n

,( ) ( )kT n T n
∗m mf f = 2nm mf

= , + − ,( ) ( 1) ( )T n T p n T p n
= , + − ,( ) ( 1) ( )k k kT n T p n T p n

2n

+ , +( 1)/ ( ) ( 1)/ ( )k kT n T n T n T n
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Первое как раз соответствует стоимости 
вычисления произведения многочленов степени

, второе соответствует стоимости вычисления
.

Также программа испытывалась на случайных
многочленах одинаковой степени n над коэффи-
циентами из той же области R остатков. В табл. 3
p = f*g обозначает простейшее умножение, pk =
karatsuba f g:

Здесь колонка “pk” соответствует стоимости
вычисления приблизительно .

⋅ 2c k

k
.⋅ log 3 1c k

.⋅ log 3 1c n

Таблица 4 показывает испытание для разных
степеней m = deg f, n = deg g, в том числе для не-
четных m, при n = 9000.

Видно, что время вычисления в правой колон-
ке растет гораздо медленнее, чем в случае одина-
ковых степеней.

6.1. Сравнение с программой 
без доказательств на языке Haskell

Также были запрограммированы на языке
Haskell арифметика многочленов и способ Кара-
цубы для нее, со всеми теми же алгоритмами, ра-
зумеется – без доказательств в программах. Ко-
эффициенты считаются принадлежащими аб-
страктной области класса Num, что соответствует
сигнатуре коммутативного кольца (но соблюде-
ние законов кольца в данном случае лежит на
программисте). В примере испытания в качестве
коэффициентов берется та же область остатков
по модулю b = 99991, но она построена не под-
становкой в общую конструкцию с евклидовым
кольцом, а прямо запрограммирована для част-
ного случая целых чисел по модулю b.

В системе Glasgow Haskell 8.8.3 приме-
ры из вышеприведенной таблицы вычисляются
примерно в 4 раза быстрее. Множитель 2 проис-
ходит из того, что область /(b) задана более пря-
мо. Другой множитель 2 – из того, что, вообще,
Agda является языком несколько более высокого
уровня абстракции, к тому же логическим язы-
ком, и это влечет за собой некоторую плату в ча-
сти производительности.

7. ОБ ИЗДЕРЖКАХ ДОКАЗАТЕЛЬНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Сравним программы для способа Карацубы в
случае программирования на языке Haskell –
без доказательств и на языке Agda – с доказатель-
ствами в программе.

Нижеприводимые показатели даются только
для модуля Karatsuba при условии, что остальные
модули библиотеки уже скомпилированы (заме-
чание об особом способе компиляции приведено
в середине Введения), и – для систем Glasgow
Haskell 8.8.3 и Agda-2.6.1 - MAlonzo со-
ответственно.

Производительность программы на Агде в 2
раза ниже, а порядок роста стоимости вычисле-
ния такой же.

Объем исходной программы на Агде больше в
6 раз.

Программа на Агде собирается в исполняемую в
100 раз дольше (на машине в 3 гигагерц – 300 sec.).

Объектный код программы на Агде в 130 раз
больше.

Z

Таблица 2.

n T(n) Tk(n) Tk(n+1)/Tk(k)

9 1.0 0.6

10 3.8 1.7 2.8

11 16.0 5.2 3.1

12 63.1 17.3 3.3

13 265.4 53.0 3.1

Таблица 3.

n время[sec]

p pk

отношение 

T(pk) к 

предыдущему

1000 1.9 0.8

2000 8.1 2.5 3.1

4000 33.0 7.5 3.0

8000 136.5 22.8 3.0

16000 68.7 3.0

32000 219.4 3.2

Таблица 4

m время[sec]

p pk

100 1.5 2.3

201 2.9 3.2

…

1000 16.0 7.7

1009 32.7 11.5

4002 65.6 17.1

8003 133.2 25.5
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Его можно сократить в два раза за счет вставки
в исходную программу в критических местах обо-
значения @0 по удалению ненужного кода. Но мы
посчитали, что для данного примера выигрыш не
стоит даже небольшого усложнения программы,
ибо время сборки и производительность заметно
не меняются.

Такова на сегодня цена полностью адекватно-
го способа программирования символьных мате-
матических вычислений в системе Agda. И на
наш взгляд эта цена приемлема, ибо доказа-
тельств много, они – полные, а библиотека Do-
Con-A в настоящее время содержит много разных
определений понятий, лемм и алгоритмов.

Но: трудоемкость составления доказательств
велика.

Она может быть сильно сокращена за счет до-
бавления в библиотеку специальных доказывате-
лей для различных разделов алгебры и логики,
например, для доказательства равенств в комму-
тативных алгебрах, в конечных группах, и так да-
лее, отдельно для каждой особенной предметной
области.

На конференции в городе Bath в 2013 году не-
кий слушатель жаловался на то, что он, как ни ста-
рается, не может писать доказательства на Агде.

В последствии автор составил (пользуясь под-
сказками разработчиков системы Агда) перечень
главных практических советов, следуя которым
он сумел построить доказательства в системе Ag-
da для многих утверждений, вошедших в библио-
теку DoCon-A ([1], выпуск 3.2rc, руководство
manual.pdf из архива библиотеки, раздел 1.2), и
которых, похоже, достаточно для продолжения
проекта библиотеки.

8. О ДРУГИХ РАБОТАХ
ПО ДАННОМУ ПРЕДМЕТУ

Метод Карацубы для многочленов применяет-
ся в различных известных библиотеках научных
вычислений, например, в MAPLE. Но в этих биб-
лиотеках речь не идет о доказательной программе.

В диссертации [6] 2014 года среди некоторых
других замечательных методов и программ описа-
на разработка как раз доказательной программы
для способа Карацубы в системе Coq при под-
держке математической библиотеки MathComp.
Главные отличия от нашей разработки таковы.

• Выбрано плотное представление многочле-
на в виде списка коэффициентов (среди которых
возможны нули).

• При расщеплении многочлена степени  вы-
деляется многочлен степени  (целая часть).
Но для этого способа не приведено доказатель-
ства оценки сложности вычисления. Вывести эту
оценку предложено в упражнении 8.5 книги [5],
где это упражнение названо непростым.

n
[ /2]n

• Применен подход data refinement, который
годится, вообще, для многих методов вычисле-
ния.

Подход data refinement (в случае метода Кара-
цубы для многочленов) состоит в том, что снача-
ла, так же, как у нас, многочлен определяется в
виде зависимого типа. В нашем подходе данное
“многочлен” включает два доказательства (нача-
ло раздела 2), в подходе [6] это только доказатель-
ство неравенства нулю старшего коэффициента –
назовем этот тип CPol (обозначения CPol, CPol’,
toSimple, cKara, cKara’ введены здесь нами).

Потом программируются простейший алго-
ритм умножения многочленов и способ Карацу-
бы – с учетом зависимого типа для многочлена,
то есть с построением доказательств для старшего
коэффициента. Назовем последнюю программу
cKara. Потом программируется доказательство
равносильности этих двух функций. После этого
места наши подходы расходятся. Наша програм-
ма уже готова. А в подходе [6] делаются дополни-
тельные построения, описанные ниже.

Доказательная программа в системе Coq, дей-
ствующая над данными зависимых типов, может
иметь сильно меньшую производительность, чем
программа без доказательств на простых типах.
Поэтому вводится простой тип для многочлена –
не включающий доказательcтв, назовем его
CPol’. И программируются арифметические дей-
ствия и способ Карацубы для простого типа. Эта
программа (назовем ее cKara') свободна от дока-
зательств и приспособлена для быстрого испол-
нения.

Далее, программируется отображение toSimple:
CPol → CPol’, которое просто удаляет доказатель-
ство из данного типа CPol. Программируется до-
казательство того, что отображение toSimple яв-
ляется инъективным гомоморфизмом относи-
тельно сложения. Это доказательство весьма
простое. Так же просто программируется доказа-
тельство того, что отображение cKara равносиль-
но отображению cKara’ – в смысле коммутатив-
ности диаграммы (рис. 2).

Отсюда следует, что а) правильность програм-
мы cKara’ выведена из правильности программы
cKara, б) для быстрого вычисления можно приме-
нять функцию cKara’.

Это разумный подход. И он легко может быть
применен в нашей библиотеке. Но для нашей
библиотеки он пока что представляется излиш-
ним, так как в языке Agda программы по умолча-
нию выполняются “лениво”, и как описано в раз-
деле 4.2, даже наличие внутренних доказательств
не сказывается существенно на производитель-
ности исполняемого кода. Это подтверждается
таблицей затрат времени из раздела 6, сравнени-
ем по порядку роста стоимости вычисления и по
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производительности с программой, написанной
на языке Haskell (раздел 6.1), и примерами не-
которых других алгоритмов из библиотеки. К то-
му же отпадает необходимость повторного про-
граммирования метода.

Вообще же, что касается нашего подхода к
программированию алгебры: он состоит в стрем-
лении построить достаточно богатую библиотеку
доказательных программ научных вычислений на
основе минималистичного подхода, избегая вве-
дения различных излишних языков и парадигм.
Не знаем, что потребуется дальше, но пока ока-
зываются достаточными лишь язык Agda и биб-
лиотека, на нем же написанная. Главное же со-
держание проекта – выражение математических
построений, методов, алгоритмов и доказа-
тельств в математически адекватном виде, в боль-
шой общности, на подходящем функциональном
языке программирования, и с учетом производи-
тельности программ.

8.1. О важности мп-доказательств вообще

Система построения формальных машинно-
проверяемых доказательств помогает найти
ошибки в математических доказательствах. На-
пример, в начале работы [7] названы несколько
важных проблем, получивших сначала неверные
решения, и это подвигло автора статьи [7] к раз-
работке средств автоматической проверки дока-
зательств и автоматизированной поддержки по-
иска доказательств (proof assistant) [8].

Введение диссертации [6] также содержит вну-
шительный перечень важных примеров попыток
решения проблем, которые подвигают исследо-
вателей к применению системы автоматизиро-
ванной поддержки проверки и построения дока-
зательств.

Далее, имеется особый новый (но не совсем
полноценный) вид доказательств в математике: с
привлечением вычисления, делаемого какой-то
программой вычислительной алгебры. Естествен-
но, мп-доказательство необходимых свойств такой
программы делает целевое доказательство более
полноценным.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Написанная выше программа на языке Agda

умножения многочленов способом Карацубы для

разреженного представления и соответствующего
особого алгоритма (раздел 3.2) обладает необхо-
димой производительностью при исполнении,
сопровождается машинно-проверяемым доказа-
тельством правильности, и для ее алгоритма до-
казана (в Приложении 11) требуемая оценка сто-
имости вычисления.

Испытание программы на производитель-
ность на разных примерах описано в разделе 6.

В разделе 4.2 объяснено, почему наличие
“внутренних” доказательств в этой программе не
влияет существенно на производительность ис-
полняемого кода.

Исходный код программы имеет приемлемый
объем и компилируется за приемлемое время
(раздел 7).

Как и во всех системах доказательного про-
граммирования, существенной является пробле-
ма трудоемкости построения полных формаль-
ных доказательств.

Доказательная программа метода Карацубы
для многочленов воплощена на основе библиоте-
ки DoCon-A [1] доказательных программ вычис-
лительной алгебры.

10. БЛАГОДАРНОСТИ
Исследование частично поддержано Министер-

ством науки и высшего образования РФ, исследо-
вательский проект AAAA-A19-119020690043-9.

11. ПРИЛОЖЕНИЕ. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ

Обозначим  наибольшую из стоимостей
умножения способом Карацубы многочленов
степени не больше , когда стоимость выражена
числом простейших действий над мономами (см.
Введение).

Обозначим  логарифм по основанию 2. Бу-
дем доказывать оценку

 (E.I)

11.1. Случай плотного представления
и степени двойки

Этот особый случай разбираем для показа ос-
новного замысла доказательства. И вводим опре-
деления, которые будут также использоваться в
следующем разделе.

Здесь считаем, что представление многочле-
нов плотное и оба сомножителя имеют степень

 для некоторого натурального l.
Замысел доказательства для этого случая взят

из видео в Интернете.
“Кружок – группа A – алгоритм Карацубы”
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(А.С. Станкевич. Алгоритм Карацубы. Лекция на
кружке олимпиадной информатики ИТМО,
Санкт-Петербург) и преобразован здесь в следу-
ющее несколько более подробное рассуждение.

В данных обстоятельствах алгоритм Kara при-
меняет только шаг (EE), и считаем, что на этом
шаге степени  и  тоже равны , так как ис-
кусственно добавляется моном степени  с ну-
левым коэффициентом.

Обозначим  наибольшую стоимость умноже-
ния двух многочленов степени не больше 1 (при
наших допущениях ). Высказывание (E.I) по
определению означает, что существует постоян-
ная  такая, что для любого  выполнено не-
равенство

 (E.II)

Найдем такую постоянную . Определим так на-
зываемое нами дерево вычисления. Каждая верши-
на этого дерева соответствует вызову функции ka-
ra и она помечается значением степени аргументов
этого вызова. Эту степень назовем степенью верши-
ны. Таким образом корневая вершина имеет сте-
пень  и расположена на нулевом уровне дерева.

Уровнем вершины в дереве назовем количество
ребер на пути от корня к этой вершине. В частно-
сти, корень дерева находится на уровне 0.

Согласно формуле (II) раздела 3.1 вычисление
произведения двух многочленов степени  состо-
ит из трех умножений многочленов степени ,
одного прохода по списку мономов длины не бо-
лее  (splitPolAtDegree), умножения многочле-
на на  ценой не более  действий, умножения
многочлена на  ценой не более  действий, че-
тырех сложений многочленов, каждое ценой не
более . Поэтому

где  – постоянная – в наших допущениях она
равна 7 – так же, как и стоимость . Эти три
применения функции kara определяют три вер-
шины уровня 1 дерева вычисления, их степени
равны . И так далее, получается троичное де-
рево. -й уровень этого дерева содержит  вер-
шин, каждая степени .

Эти три вызова функции kara для каждой вер-
шины назовем управляющими действиями верши-
ны, а остальные действия для этой вершины на-
зовем пересчетными действиями вершины. Так,
для корневой вершины имеются три управляю-
щих действия для степени , а пересчетные
действия стоят вместе не больше .

Стоимость вычисления вызова в корне дерева
вычисления равна сумме стоимостей пересчет-
ных действий по всем вершинам этого дерева.
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Стоимость управляющих действий в эту сумму не
входит потому, что управляющее действие в вер-
шине, не являющейся листом, для степени 
только составляет три вызова функции kara для
степени . А стоимость вычисления этих вызо-
вов определяется под-деревьями, исходящими из
вершин этих вызовов. И это построение рекур-
сивно. Для наглядного показа правильности это-
го суждения рассмотрим пример вычисления
произведения многочленов степени 2:

Корневая вершина вызывает функции, соответ-
ствующие трем вершинам, помеченным как C(1).
Каждая из функций вершин, помеченных C(1),
затрачивает не более  шагов вычисления – это
только пересчетное действие стоимости не боль-
ше . Вызов в корневой вершине делает три
управляющих вызова, и это ничего не стоящие
передачи управления. Но еще он делает вычисле-
ния над итогами этих вызовов, и эти пересчетные
действия стоят не больше . Видно, что стои-
мость всего этого вычисления является суммой
стоимостей пересчетных действий по всем вер-
шинам.

Пересчетные действия корневой вершины
имеют стоимость не больше . Пересчетные
действия для каждой вершины уровня 1 имеют
стоимость не больше . Вообще, пересчетные
действия для каждой вершины уровня  имеют
стоимость не больше . Количество вершин
уровня  равно . Поэтому для стоимости 
всего вычисления верна оценка

 (10.I)

По формуле суммы геометрической прогрессии,
и ввиду равенства , правая часть равна

Подстановка  в это неравенство доказывает
утверждение (E.II).

11.2. Разреженное представление, общий случай
Построим дерево вычисления для алгоритма

Kara (раздел 3.2) для разреженного представления
в общем случае. Назовем степенью пары многочле-

m
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нов максимум из степеней этих многочленов. Обо-
значаем  применение функции kara к
многочленам f и , где d = . Если
аргументы f,  пропущены, то подразумеваются
любые многочлены, удовлетворяющие данному
условию.

Здесь ссылаемся на определения из раздела
11.1 и описание функций EE, GE, GO, EO из раз-
дела 3.2. Запишем вычисление по алгоритму Kara
в виде такого троичного дерева, в котором каждая
вершина соответствует вызову  некоторой
степени  и либо является листом, либо имеет три
“сына”, и степень каждого из сыновей не больше

. Назовем такое дерево правильным.
Правильное дерево строится следующим обра-

зом. Пусть в текущей вершине стоит вызов
. Если степень вершины равна нулю,

то это лист.
Разберем случай вершины ненулевой степени.
В случае EE непосредственно порождаются

три сына, каждый степени не больше d/2. Еще де-
лается пересчетное действие стоимости не боль-
ше  – как в разделе 11.1. По индукции, строится
правильное дерево для каждого из этих сыновей,
и все дерево получается правильным.

В случае GE вызывается . Это
порождает три вызова  степени не больше
d/2, и их вершины ставятся в дерево. При этом де-
лается пересчетное действие стоимости не боль-
ше , дополнительно к пересчетному действию
для , h'). По индукции, строятся пра-
вильные деревья для этих трех сыновей, и вместе
с текущей вершиной получается правильное де-
рево.

В случае GO в зависимости от итогов двух
сравнений степеней возможны четыре под-слу-
чая. В первом из них вызывается EE, в остальных
вызывается GE. Но в каждом из этих вызовов сте-
пень не больше d. Первый под-случай порождает
три сына, каждый степени не больше d/2. Каж-
дый из остальных под-случаев, согласно пункту
GE, порождает три сына, каждый степени не
больше d/2. При этом в каждом под-случае дела-
ются пересчетные действия. Нетрудно подобрать
такую постоянную , что стоимость пересчетных
действий во всех под-случаях не превосходит ве-
личины . Полученные три сына, каждый сте-
пени не больше d/2, добавляются к дереву. Как и
выше, к сыновьям применяется индуктивное по-
строение, и получается правильное дерево.

В случае EO вызывается , и как в преды-
дущем пункте, получается правильное дерево.
При этом делается пересчетное действие стоимо-
сти не больше  сверх того, что требует случай
GO.
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/2d
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7d
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Таким образом, построено правильное дерево
для вычисления по алгоритму Kara, и для каждой
его вершины стоимость пересчетных действий не
превосходит , где  степень вершины,

.
Назовем полученное дерево , а дерево из

раздела 11.1 назовем .

В дереве  на каждом уровне находится  вер-
шин, , и на одном уровне все пары мно-

гочленов имеют степень  (понятие уровня, –
или глубины вершины определено в разделе 11.1).

В дереве  вершины одного уровня  могут
иметь разные степени многочленов, и притом
разной четности. Ветки дерева могут иметь раз-
ную длину. Но (а) глубина дерева не превосходит
величины  – так как степень каждой
вершины по меньшей мере в два раза больше сте-
пени каждого ее сына, (б) по той же причине сте-
пень в каждой вершине уровня i не превосходит

, (в) количество вершин на уровне  не пре-
восходит .

Последнее свойство выполнено по той причи-
не, что, если не учитывать значения степеней в
вершинах, то дерево  получается из  обреза-
нием некоторых веток. А для любого уровня в де-
реве при обрезании какой-либо из веток, количе-
ство вершин на этом уровне не увеличивается.

Так же, как для дерева , стоимость вычисле-
ния по дереву  равна сумме стоимостей пере-
счетных действий уровней . Для дере-
ва  стоимость пересчетных действий уровня  не
превосходит . Ввиду свойств (а), (б), (в),
стоимость пересчетных действий уровня  для де-
рева  не превосходит . Поэтому рас-
суждение с суммой геометрической прогрессии,
как в разделе 11.1, доказывает неравенство

и оценку .

11.3. Об оценке по степени разреженности 
многочленов

Назовем длиной многочлена  (в разреженной
записи) количество  мономов в нем. И будем
учитывать неравенство .

Ниже приведены нестрогие наводящие рас-
суждения для вывода оценки средней стоимости
вычисления по алгоритму Kara (раздел 3.2) (для
разреженного представления).

Обозначим  множество многочленов
степени , имеющих длину . Рассмотрим функ-
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цию  средней стоимости вычисления по ал-
горитму Kara, когда сомножители берутся из
множества . На нашем опыте  быстро
уменьшается при уменьшении  от  до .
Приведем нестрогие соображения, объясняющие
это явление.

Рассмотрим частный случай, когда  является
степенью двойки. Усредненное распределение
мономов при выборе всех многочленов из множе-
ства  является равномерным на этом отрез-
ке, то есть в усредненных сомножителях для алго-
ритма Kara степени мономов распределены рав-
номерно на отрезке . Поэтому сделаем
допущение, что алгоритм в начале получает пару
таких усредненных многочленов. Степень свобо-
ды остается только в выборе ненулевых коэффи-
циентов при этих степенях. Поэтому выражение
“в среднем” ниже означает “в среднем по всем
наборам ненулевых коэффициентов при неиз-
менных степенях (в количестве  штук), заданных
изначально и расположенных равномерно на от-
резке ”.

Для этого частного случая дадим некоторое
нестрогое доказательство оценки

 (10.II)
Из этой оценки, например, следует, что a) при

длине меньше  порядок средней стоимости вы-
числения окажется не больше , тогда как b) при
наибольшей длине  стоимость в наихудшем
случае достигнет порядка не меньше n3/2 (второе
утверждение не доказано строго, оно взято из
итогов испытаний программы).

Из принятых допущений следует, что дерево
вычисления и степени многочленов в его верши-
нах в среднем получаются такие же, как в разделе
11.1 для плотных многочленов. Только записи
многочленов – разреженные и количество моно-
мов меньше. Рассмотрим дерево вычисления,
описанное в разделе 11.1, и вывод оценки (10.I),
который мы преобразуем в вывод оценки для вы-
бранного здесь случая.

Стоимость вычисления согласно дереву вы-
числения равна сумме стоимостей пересчетных
действий по всем вершинам. В корне дерева пере-
множаемые многочлены имеют длину .
Рассмотрим пересчетные действия в корневой
вершине.

Разделение списка мономов по степени n/2 в
нашем случае занимает s/2 шагов. Многочлены

, , , , полученные расщеплением, имеют
длину около s/2.

Произведение  имеет степень  и длину не
больше . Но здесь нам нужна верхняя оценка
длины, выраженная через . Это  – количе-
ство произведений мономов из  на мономы из .
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Поэтому умножение  монома на много-
член (из формулы Карацубы) имеет порядок сто-
имости не больше .

Другие умножения на моном в этой части тоже
стоят не больше  – по тем же причинам.

Еще есть 3–4 сложения/вычитания многочле-
нов длины не больше . Порядок их стоимо-
сти не больше .

Верхняя оценка в разделе 11.1 для пересчетных
действий в корне дерева – это . Соответствен-
но, в рассматриваемом здесь случае для пересчет-
ных действий в корне дерева получается верхняя
оценка

где  постоянная, не сильно отличающаяся от .
Дальше расщепление продолжается рекурсив-

но, развертывается троичное дерево вычисления,
как в разделе 11.1. На уровне  количество вершин
равно , каждая вершина имеет степень .
Длина перемножаемых многочленов в такой вер-
шине в среднем равна . Стоимость пересчет-
ных действий в ней в равномерной по  оценке не
больше  А в оценке в среднем через величи-
ну  она не больше 

Поэтому оценка (10.I) из раздела 11.1 в случае
оценки через длину  в среднем принимает вид

Уточнение этой оценки (по худшему случаю
или в среднем) для общего случая а также постро-
ение строго доказательства может быть предме-
том отдельного исследования.
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