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Методы компьютерной алгебры применяются для определения положений равновесия системы
двух тел, соединенных сферическим шарниром, движущихся в центральном ньютоновом силовом
поле по круговой орбите под действием гравитационного момента. Для определения равновесных
ориентаций связки двух тел проводилось преобразование системы тригонометрических уравнений,
определяющих равновесия, в алгебраическую систему уравнений, которая, в свою очередь, с при-
менением понятия результанта и символьных методов линейной алгебры была сведена к одному ал-
гебраическому уравнению 12 степени. Классификация областей с равным числом положений рав-
новесия выполнялась с использованием алгебраических методов построения дискриминантной ги-
перповерхности. Бифуркационные кривые, которые определяют границы областей с равным
числом положений равновесия в пространстве параметров, были получены с использованием сим-
вольных вычислений. Положения равновесия системы двух тел в зависимости от параметров задачи
определялись путем исследования числа действительных корней полученных алгебраических урав-
нений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе представлены результаты примене-
ния методов компьютерной алгебры для исследо-
вания положений равновесия системы двух тел
(спутник-стабилизатор), соединенных сфериче-
ским шарниром, движущейся в центральном
ньютоновом силовом поле по круговой орбите.

Тема исследования положений равновесия
связки тел на круговой орбите представляет прак-
тический интерес при проектировании пассив-
ных гравитационных систем ориентации спутни-
ков, которые могут функционировать на орбите
продолжительное время без расходования энер-
гии. Действие стабилизатора на спутник позволя-
ет получить новые положения равновесия систе-
мы двух тел. Подробное рассмотрение динамики
различных типов составных схем гравитацион-
ной системы ориентации спутник-стабилизатор
представлено в обзоре [1]. В работах [2] и [3] были

найдены равновесные ориентации связки тел в
плоскости орбиты в случае, когда сферический
шарнир расположен на пересечении главных
центральных осей инерции спутника и стабили-
затора и в случае, когда шарнир расположен на
линии пересечения двух плоскостей, образуемых
главными центральными осями инерции спутни-
ка и стабилизатора.

В работе [4] были найдены пространственные
равновесные ориентации системы спутник-ста-
билизатор с использованием методов компьютер-
ной и линейной алгебры. В статье [5] главное
внимание было уделено исследованию существо-
вания равновесных ориентаций системы двух тел
в случаях, когда одна из главных осей инерции
как первого, так и второго тела совпадает с нор-
малью к плоскости орбиты, радиусом вектором
или касательной к орбите. Для определения рав-
новесных ориентаций связки двух тел проводи-
лась декомпозиция системы 12 алгебраических
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уравнений на ряд подсистем. Для решения каж-
дой из подсистем алгебраических уравнений при-
менялись алгоритмы построения базисов Гребнера.

В работе [6] исходная система 12 алгебраиче-
ских уравнений, определяющая равновесия си-
стемы двух тел, была решена с применением ме-
тодов построения базисов Гребнера для такой
комбинации значений инерциальных и геомет-
рических параметров двух тел, при которой коэф-
фициенты алгебраической системы, определяю-
щей равновесные ориентации, зависят только от
одного параметра. Алгебраические методы опре-
деления положений равновесия системы двух
тел, изложенные в данной работе, ранее успешно
применялись авторами при анализе динамики
спутника-гиростата в работах [7, 8] и динамики
спутника с гравитационной системой ориента-
ции [9]. Примеры исследования полиномиаль-
ных систем в задачах механики с применением
символьных вычислений представлены в работах
[10–13].

В настоящей статье проведено исследование
равновесных ориентаций системы двух связан-
ных тел в случае, когда сферический шарнир распо-
ложен на линии пересечения двух плоскостей, об-
разуемых главными центральными осями инерции
спутника и стабилизатора. Для исследования рав-
новесных ориентаций применялся метод редукции
полиномов с использованием символьного вычис-
ления результанта. Классификация областей с рав-
ным числом положений равновесия выполнялась
с применением алгебраических методов построе-
ния дискриминантной гиперповерхности.

Системы компьютерной алгебры широко ис-
пользуются при решении задач небесной механи-
ки, в частности, при исследовании задачи трех тел
[14]. Так, с применением символьных вычисле-
ний были получены новые результаты при рас-

смотрении классической задачи трех тел с пере-
менными массами в работах [15–17].

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Рассмотрим задачу о движении системы двух

тел, соединенных сферическим шарниром, на
круговой орбите [4].

Для записи уравнений движения двух тел вве-
дем следующие правые декартовы системы коор-
динат (рис. 1):  – орбитальная система ко-
ординат. Ось  направлена вдоль радиуса-векто-
ра, соединяющего центр масс Земли  и центр масс
системы двух тел ; ось  направлена вдоль век-
тора линейной скорости центра масс , ось 
направлена по нормали к плоскости орбиты.

 – связанная с i-м телом система коорди-
нат (i = 1, 2); , ,  – главные центральные
оси инерции i-го тела. Ориентацию системы коор-
динат  относительно орбитальной системы ко-
ординат определим с использованием самолетных
углов тангажа , рыскания  и крена  [1]

(1)

Пусть  – координаты сферического
шарнира  в связанной с телом системе коорди-
нат ; , ,  – главные центральные мо-
менты инерции; ;  – мас-
са i-го тела;  – угловая скорость движения цен-
тра масс системы тел по круговой орбите.
Запишем выражение для кинетической энергии
системы в случае, когда  и равновесные
ориентации системы двух тел находятся в плоско-
сти, перпендикулярной к плоскости орбиты
( , , ). Тогда коор-
динаты сферического шарнира  в связанной с
каждым телом системе координат будут иметь
значения  и выражение для кинетической
энергии запишется в следующем виде:
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Рис. 1. Основные системы координат.
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(2)
Силовая функция, определяющая действие

гравитационного поля Земли на систему двух тел,
соединенных сферическим шарниром, запишет-
ся в виде [1]

(3)

Используя выражения для кинетической энер-
гии (2) и силовой функции (3), определяющей дей-
ствие гравитационного поля Земли на систему двух
тел, уравнения движения этой системы можно за-
писать в форме уравнений Лагранжа второго рода

(4)

Используя возможности символьного дифферен-
цирования в системе Wolfram Mathematica [18],
запишем уравнения (4) в форме обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка
по переменным  и 
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В уравнениях (5) точкой обозначено диффе-
ренцирование по времени .

3. ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Положив в уравнениях (5) ,  =
= const, получим при условиях  урав-
нения

(6)

позволяющие определить положения равновесия
системы двух тел, соединенных сферическим
шарниром, в орбитальной системе координат.
Тригонометрическую систему уравнений (6) от-
носительно двух неизвестных самолетных углов
β1 и β2, аналитически решить не удается.

Для решения системы (6) воспользуемся сле-
дующей универсальной заменой синусов и коси-
нусов углов β1 и β2 через их тангенсы:

(7)

Подставляя выражения (7) в уравнения систе-
мы (6) получим два уравнения от двух неизвест-
ных tg  и tg

(8)

Систему уравнений (8) можно упростить. Для
этого сначала умножим левую (правую) часть пер-
вого уравнения (8) на левую (правую) часть второ-
го уравнения, а затем разделим левую (правую)
часть первого уравнения (8) на левую (правую)
часть второго уравнения соответственно. В резуль-
тате, вводя обозначения  и , полу-
чим алгебраическую систему двух уравнений от-
носительно двух неизвестных  и 
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Здесь введены обозначения , d2 =
= .

Исключая из системы (9)  с использованием
понятия результанта, получим путем символьных
вычислений определителя матрицы результанта в
системе Mathematica алгебраическое уравнение
12 порядка относительно переменной , которое
после факторизации представляет собой произ-
ведение трех полиномов

(10)

где  и  – полиномы второго порядка и
имеют следующий вид: ;

.
 является полиномом 8 порядка
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коэффициенты которого представляют собой по-
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 и :

+ + + − − −
− − +

2 2 2
0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 2 2 2 2

= (( )( ( ) )

( )(1 )),

a b a t b a b d a b t a b t

a a b t t

− + ×
× + + − − −

− + − − +

1 1 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 2 2 2 2

= (( )

( ( )( ))

( 2 )( )(1 )),

a a a t b

a b d a b t a b t

d a b a b t t

+ + + − ×
× − + + − − +

2 2
2 1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2

= (( )( ( )

) ( 2 )( )(1 )),

a b a t b a b d a b

t a b t d a b a b t t

− + ×
× + + − − −

− − +

3 1 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 2 2 2 2

= (( )

( ( ) )

( )(1 )),

a a a t b

a b d a b t a b t

b a b t t

0 1 1 2 2= ,b a b d t

− +
+ − + − −

2
1 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1

=

( ) ( ) ,

b a b d t d d t

b a d t b a d t a b d

−2 1 1 2 2= .b a b d t

−1 1 1= ( )/d B A M
−2 2( )/B A M

1t

2t

2 1 2 2 2 3 2( ) = ( ) ( ) ( ) = 0,P t P t P t P t

1 2( )P t 2 2( )P t
+ 2

1 2 1 1 1 2 2 2( ) = ( )P t a b d b a t
+ − + −2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) = ( )P t a b a b d t a b t

3 2( )P t

+ + + +
+ + + + +

8 7 6 5
0 2 1 2 2 2 3 2

4 3 2
4 2 5 2 6 2 7 2 8 = 0,

p t p t p t p t

p t p t p t p t p

1a 2a 1b 2b
1d 2d

− −2 4 2 2 2 2
0 1 2 1 2 2 1= ( )( ),p d b a a a b

− − − +
+ − + − +

3 2 2 4 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 2 1 2

= 2 ( (2 2 2

2 2 )

p a b d d a a a a b

a b a b a b b b

+ − + − + − +4 2 2 2 2 4 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1( ) (( 2 )),d a a a a b b d d a a b

− − + −
− + − −

2 2 2 4 6 2 2 2 4 2
2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2 4 2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 1 2

= ( (6 ( 6 6 6

7 16 2

p b d a a a a a b a b

a a b a b a b b

− + − + +2 2 2 2 4 2 4 2 4
2 1 2 1 2 2 2 1 27 6 )a b b a b a b b b

+ − − +
+ − + − +

2 2 2 2 4
1 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 2 1 2

2 ( )(3 3

3 3 )

d d a b a a a

a b a b a b b b

+ − + − + − +2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 22 (3 6 3 6 )d d a a a a b a b a b b b

+ + − + +
+ − − + +

2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1

( ) ( )

2 ( )( 3 )

d a b a a b

d d a b a a b

+ − +2 2 2 2 2
1 2 1 2 1( 6 )),d d a a b

− − −
− + − +

2 2 4 6
3 2 2 1 1 2 2

2 2 2 4 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

= 2 ( (2 2

2 2 4

p a b d a a a

a a b a b a a b

+ − − +
+ − + + +

4 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 2

2 4 2 4 2 4 6
1 2 2 2 1 2 2

12 4 4

12 2 )

a b a b b a b b

a b a b b b b

+ − − + −
− + − − +

2 2 2 2 4 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

( )(3 3 3

2 9 2 3 )

d d a b a a a a b

a b a b b b b

+ − + −
− + − − +

2 2 2 4 2 2
1 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

(3 6 3

2 18 2 6 )

d d a a a a b

a b a b b b b

+ + − + + +2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 2( ) ( )d a b a a b b

+ − − + + +
+ − + + −

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 ( )( 3 3 )

( 6 6 )

d d a b a a b b

d d a a b b

− + + − +3 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 1 1 1(( ) 3 3 2 )),d a b a d b d d

− − + −
− + − −

2 2 6 8 2 4 2 6 2
4 1 1 2 2 1 2 1 2 1

2 4 2 6 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 2 1 2

= (

2 16 12

p d a a a a a b a b

a a b a b a a b b

− − − −
− − + +

4 2 2 2 2 4 4 4
2 1 2 1 2 2 2 2

2 2 4 2 2 4 2 6
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 36

2

a b b a a b a b

a b b a b b a b

+ + − +
+ − − − +

2 6 2 6 8
2 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2 4
1 2 1 1 2 2 1 2 2

16 )

2 ( )( )(

a b b b b

d d a b a b a a a

+ + + + − +2 2 2 2 2 2 2 2 4
2 1 1 2 2 2 1 2 28 )a b a b a b b b b

+ − − + +
+ + + − +

2 2 2 2 2 4 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

2 ( )( 2

16 2 )

d d a b a a a a b

a b a b b b b

+ + − + +
+ + + − +

2 2 2 2 2 2 4 2 2
2 1 1 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

( ) (

4 )

d a b a a a a b

a b a b b b b

+ − − + +
+ + + − +

2 2 2 2 2 4 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

2 ( )( 3

12 3 )

d d a b a a a a b

a b a b b b b

+ − + +
+ + + − −

2 2 2 2 4 2 2
1 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 4
1 2 2 2 1 2 2

(( 6

24 6 )

d d a a a a b

a b a b b b b



20

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2022

ГУТНИК, САРЫЧЕВ

 

По определению результанта каждому корню 
уравнения (11) соответствует один общий корень

 системы (9). Число действительных корней по-
лученного алгебраического уравнения четно и не
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превышает 8. Подставляя значение действитель-
ного корня  алгебраического уравнения (11) в
уравнения системы (9), найдем совпадающий ко-
рень  этих уравнений.

Можно показать, что каждому действительно-
му корню  уравнений (10) и (11) соответствуют 4
равновесных решения исходной системы (6). Так
как общее число действительных корней уравне-
ния (10) не превышает 11, то система двух связан-
ных тел спутник–стабилизатор в плоскости пер-
пендикулярной плоскости орбиты может иметь
не более 44 равновесных ориентаций в орбиталь-
ной системе координат.

Используя уравнения (9)–(11) для каждого на-
бора системных параметров, мы можем опреде-
лить все равновесные ориентации системы спут-
ник–стабилизатор в орбитальной системе коор-
динат.

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ЧИСЛА ПОЛОЖЕНИЙ 
РАВНОВЕСИЯ

Уравнения (9)–(11) позволяют определить все
равновесные ориентации системы спутник–ста-
билизатор, движущейся по круговой орбите при
заданных значениях параметров задачи , , ,

,  и .
Для исследования числа положений равнове-

сия системы спутник–стабилизатор определим в
пространстве 6 параметров области с одинаковым
числом вещественных корней уравнения (11).
Для выделения в пространстве параметров обла-
стей с одинаковым числом вещественных корней
построим дискриминантную гиперповерхность
полинома (11). Эта гиперповерхность содержит
компоненту коразмерности 1, которая является
границей областей с одинаковым числом веще-
ственных корней. Множество особых точек дис-
криминантной гиперповерхности в пространстве
параметров задается следующей системой алгеб-
раических уравнений:

(12)

Символ “штрих” обозначает дифференцирова-
ние по переменной .

Исключая переменную  из системы (12) пу-
тем символьного вычисления определителя мат-
рицы результанта уравнений (12) с использовани-
ем матричных функций системы Mathematica,
получим выражение для гиперповерхности, кото-
рое имеет очень громоздкий вид и в данной статье
не приводится.

Другим способом определить число действи-
тельных корней полинома можно путем вычисле-
ния -х субдискриминантов, используя теорему
Якоби [10, 19].

2t

1t

2t

1a 2a 1b
2b 1d 2d

3 2 3 2'( ) = 0, ( ) = 0.P t P t
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2t
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Рассмотрим более простой случай, когда a1 =
=  = b2 = a. Тогда, перейдя к новым пара-

метрам в уравнении (9) , d02 =

= , получим из уравнения (11) алгеб-
раическое уравнение 4 степени

(13)

где

Определим теперь условия существования
действительных корней уравнения (13). Для этого
вычислим дискриминант полинома , кото-
рый задает на плоскости ,  уравнение дис-
криминантной кривой. Границы областей с рав-
ным числом действительных корней на плоско-
сти параметров ,  определяются следующей
системой алгебраических уравнений:

(14)

Исключим переменную  из системы (14) путем
вычисления определителя результанта этих урав-
нений и получим уравнение дискриминантной
кривой в виде

=2 1a b

− 2
01 1 1= ( ))/d B A Ma

− 2
2 2( )/B A Ma

+ + + +4 3 2
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01d 02d

4 2 4 2
'( ) = 0, ( ) = 0.P t P t

2t

(15)

Здесь

Теперь мы должны проверить, как изменяется
число равновесных решений при пересечении од-
ной из кривых (15). Это можно сделать численно,
определив число действительных решений в од-
ной точке из каждой области, ограниченной кри-
выми (15) на плоскости .

Численный анализ показал, что только кривая
 разделяет области с различным

числом действительных корней уравнения (13).
При пересечении границ кривых заданными урав-
нениями  и  смены
числа действительных корней уравнения (13) не
происходит. На рис. 2 показаны области с одина-
ковым числом действительных решений уравне-
ния (13), равным 4 и 2, где существуют 16 и 8 рав-
новесных ориентаций системы двух связанных
тел соответственно. Границы этих областей зада-
ются уравнением . Кривые границ
областей на рис. 2 построены с использованием
функции  в системе Wolfram Mathe-
matica.

Таким образом, для случая a1 = a2 = ,
существуют только 16 и 8 равновесных ориента-
ций системы спутник-стабилизатор в орбиталь-
ной системе координат в плоскости, перпендику-
лярной плоскости орбиты.

Применение методов компьютерной алгебры
в данной работе позволило в достаточно простой
форме получить решение классической задачи
механики космического полета.
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