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В работе выводится квадратурная формула для прямого значения потенциала двойного слоя с не-
прерывной плотностью, заданной на замкнутой либо разомкнутой поверхности. Рассматриваются
потенциалы двойного слоя для уравнений Лапласа и Гельмгольца. Выведенная квадратурная фор-
мула может использоваться при численном решении краевых задач для уравнений Лапласа и Гельм-
гольца методом потенциалов и граничных интегральных уравнений. Предложенная квадратурная
формула дает значительно более высокую точность, чем стандартная квадратурная формула, что
подтверждается численными тестами, выполненными в системе компьютерных вычислений Mat-
lab. Трудоемкие аналитические выкладки в работе выполнены с использованием системы компью-
терной алгебры Symbolic Math Toolbox на базе Matlab.
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ВВЕДЕНИЕ
Потенциал двойного слоя используется при

численном решении краевых задач для уравне-
ний Лапласа и Гельмгольца методом интеграль-
ных уравнений в [1–3]. С помощью потенциалов
краевые задачи сводятся к интегральным уравне-
ниям. Для численного решения интегральных
уравнений нужно иметь квадратурные формулы,
которые с достаточной точностью вычисляют
прямые значения потенциалов на поверхности,
где задана плотность потенциала. В инженерных
расчетах используются стандартные квадратур-
ные формулы для потенциалов [4], но их точность
оставляет желать лучшего.

В двумерном случае улучшенная квадратурная
формула для потенциала простого слоя с плотно-
стью, заданной на разомкнутых кривых и имею-
щей степенные особенности на концах кривых,
построена в [5, 6]. Эта формула может применять-
ся при нахождении численных решений краевых
задач для уравнений Лапласа и Гельмгольца вне
разрезов и разомкнутых кривых на плоскости.
Такие задачи изучались в [7–12].

В трехмерном случае улучшенная квадратур-
ная формула для потенциала простого слоя пред-
ложена в [13], для потенциала двойного слоя в
[14], а для прямого значения нормальной произ-
водной потенциала простого слоя в [15]. В насто-
ящей работе выводится улучшенная квадратур-
ная формула для прямого значения потенциала
двойного слоя. Улучшенная формула дает значи-
тельно более высокую точность чем стандартная,
что подтверждается численными тестами.

В процессе получения улучшенной квадратур-
ной формулы одну из главных трудностей состав-
ляет вычисление так называемого канонического
интеграла. Для численных тестов, а также для
упрощения выкладок использовался программ-
ный пакет компьютерных вычислений Matlab
[16], поскольку он содержит эффективные алго-
ритмы выполнения численных расчетов и систе-
му компьютерной алгебры в виде расширения
Symbolic Math Toolbox [17], которая позволяет
выполнять аналитические преобразования и про-
верку результатов.

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Введем в пространстве декартову систему ко-

ординат . Пусть  – простая
гладкая замкнутая либо ограниченная разомкну-
тая поверхность класса C2, содержащая свои пре-
дельные точки. Если поверхность  замкнутая, то
она должна ограничивать объемно-односвязную
внутреннюю область. Предположим, что поверх-
ность  параметризована так, что на нее отобра-
жается прямоугольник:

(1)

Сфера, поверхность эллипсоида, гладкие поверх-
ности фигур вращения, поверхность тора и мно-
гие другие более сложные поверхности можно па-
раметризовать таким образом. Введем N точек 
с шагом h на отрезке  и B точек  на отрезке
[0, B] и рассмотрим разбиение прямоугольника

, который отображается на поверх-
ность 

Тем самым прямоугольник  разбива-
ется на  маленьких прямоугольничков и
через  обозначены серединки этих прямо-
угольничков.

Известно [18, Гл. 14, §1], что компоненты век-
тора нормали (не единичного) η(y) = (η1(y),

 в точке поверхности 
выражаются через определители второго порядка
формулами

(2)

Положим |η(y)| = .
Кроме того, известно [18, Гл. 14], что
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Потребуем, чтобы

(3)

Из условия (3) следует, что  ×
× (0, B)). Обозначим через ny единичную нормаль
в точке , т.е. . Производная
по нормали ny имеет вид

Обозначим  =

=  и
заметим, что

Потенциал двойного слоя для уравнения
Гельмгольца используется при решении краевых
задач методом интегральных уравнений. Пусть

. Прямое значение потенциала двой-
ного слоя в точке  имеет вид

(4)

где . Известно [19, §27.5], что прямое значе-
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ложениях является непрерывной на Γ функцией.
Пусть , тогда

для  и  +
+ H/2]. Так же как и в [13] можно показать, что при

 и 
выполняются оценки

Константы в оценках функций, обозначенных
как , не зависят от n, m и от расположе-
ния x в узлах Γ. Следовательно,

(5)

Таким образом, чтобы получить квадратурную
формулу для прямого значения потенциала двой-
ного слоя при , необходимо вы-
числить двойной интеграл в (5), который будем
называть каноническим интегралом.

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ КАНОНИЧЕСКОГО 
ИНТЕГРАЛА, КОГДА ТОЧКА  ЛЕЖИТ

В ОБЛАСТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

В данном случае интегрирование ведется по
прямоугольничку с центром в точке , кото-
рой отвечает точка  на поверхности Γ.
Применяя формулу Тейлора с центром в точке

, находим
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где  и  берутся в точке . Заметим,

что  согласно [18, Гл. 14, §1], по-

этому  и  в силу условия (3). Далее,
используя формулу Тейлора в точке  с оста-
точным членом в форме Пеано [18, Гл. 10, §5.3],
получаем

Производные по u и  берутся в точке . Лег-
ко проверить, что

следовательно
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Производные по  и  берутся в точке . Из
приведенных соотношений вытекает, что в рас-
сматриваемом случае канонический интеграл в
(5) приближенно равен следующему интегралу,
который обозначим через 

где , . Вычислим интеграл
 в явном виде. Перейдя к полярным коорди-

натам , , , мы
преобразуем выражение под интегралом в сумму
двух рациональных дробей. Применяя в получив-
шися двух интегралах замены  и  = ϕ

соответственно, а затем сделав замену 
мы приходим к табличным интегралам. В итоге
получается явное выражение для . Выкладки
были выполнены в системе компьютерной алгеб-
ры Symbolic Math Toolbox [17] на базе пакета про-
грамм для компьютерных вычислений Matlab [16].
Подробно процесс вывода интеграла  описан в
работе [15]. Явное выражение для  имеет вид
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3. ВЫЧИСЛЕНИЕ КАНОНИЧЕСКОГО 
ИНТЕГРАЛА, КОГДА ТОЧКА x НЕ ЛЕЖИТ

В ОБЛАСТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Пусть точка x не принадлежит кусочку поверх-
ности Γ, на котором изменяется точка ,
когда  и , H/2].
Разложим  по формуле Тейлора с центром
в точке , тогда для  получим

где

Здесь и далее все производные по  и  берутся в
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Производные по  и  берутся в точке ,
. Используя результаты из §1 главы 14 в

[18], можно показать, что .
По условию (3),  для всех возмож-

ных n, m, поэтому . Следовательно,

 и . Применяя формулу Тейлора в
точке  с остаточным членом в форме Пеа-
но, находим

Производные по  и  берутся в точке . Для
вычисления выражения

с учетом формул

отражающих ортогональность вектора нормали и
касательных векторов к поверхности (см. главу 14
в [18]), воспользуемся разложением по формуле

Тейлора в точке  с остаточным членом в
форме Пеано

тогда

где ,  и

Все производные по u,  берутся в точке .
Из приведенных соотношений вытекает, что в
рассматриваемом случае канонический интеграл
из (5) приближенно равен следующему интегра-
лу, который обозначим через 

(6)

Интеграл  вычислен в явном виде в работе
[14]. Выкладки были выполнены в системе ком-
пьютерной алгебры Symbolic Math Toolbox
[17] на базе пакета программ для компьютерных
вычислений Matlab [16].

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Сформулируем основной результат этой рабо-

ты в виде теоремы.
Теорема. Пусть  – простая гладкая замкнутая

поверхность класса C2, ограничивающая объемно-
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односвязную внутреннюю область, либо простая
гладкая ограниченная разомкнутая ориентирован-
ная поверхность класса C2, содержащая свои пре-
дельные точки. Пусть  допускает параметриза-

цию (1) со свойством (3), и . Тогда для
прямого значения потенциала двойного слоя (4) на 
при  и  имеет место квадра-
турная формула

(7)

где интеграл  вычислен в явном виде в пункте 2,
а интеграл  из (6) вычислен в явном виде в ра-
боте [14].

Если k = 0, то потенциал двойного слоя для
уравнения Гельмгольца переходит в потенциал
двойного слоя для уравнения Лапласа, соответ-
ственно, квадратурная формула (7) при k = 0 при-
нимает вид квадратурной формулы для прямого
значения гармонического потенциала двойного
слоя на поверхности .

5. СТАНДАРТНАЯ КВАДРАТУРНАЯ 
ФОРМУЛА

Квадратурная формула (7) является альтерна-
тивой стандартной квадратурной формуле для
прямого значения потенциала двойного слоя на
поверхности , используемой в инженерных рас-
четах [4, глава 2]. Стандартная квадратурная фор-
мула получается из формулы (5) заменой канони-
ческого интеграла при  на его прибли-
женное значение

(8)

и обнулением канонического интеграла по кусоч-
ку поверхности  с центром в точке .
Обнуление канонического интеграла в данном
случае можно обосновать следующим образом.
Этот интеграл приближенно равен интегралу от
той же функции по кусочку касательной плоско-
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сти, проведенной в точке x. Вектор нормали  к
поверхности в точке y можно приближенно заме-
нить на вектор нормали в точке , а он
является и вектором нормали к касательной
плоскости. На касательной плоскости вектор

 ортогонален вектору нормали в точке
x, поэтому их скалярное произведение тожде-
ственно равно нулю для всех y, а значит, и инте-
грал по кусочку касательной плоскости равен ну-
лю. Поскольку этот интеграл приближенно равен
каноническому интегралу по кусочку поверхно-
сти  с центром в точке , то можно
считать, что и последний интеграл приближенно
равен нулю.

6. ЧИСЛЕННЫЕ ТЕСТЫ

Тестирование улучшенной (7) и стандартной
(8) квадратурных формул проведено в случае, ко-
гда поверхность  является сферой единичного
радиуса, которая задана параметрически уравне-
ниями:

(9)

причем . Отметим, что в данном
случае  и  = 0
для всех . Иначе говоря,  на по-
люсах сферы при такой параметризации, но усло-
вия теоремы выполняются.

Согласно [19, гл. 5, §27, п. 7], прямое значение
потенциала двойного слоя на поверхности 
можно найти по формуле

Здесь поверхность  рассматривается как двусто-
ронняя, через  обозначена сторона, которую
мы видим, глядя навстречу вектору нормали ny, а

через  обозначена противоположная сторона.
В формуле берутся предельные значения потен-
циала двойного слоя на разных сторонах . Отме-
тим, что направление единичной нормали ny сов-
падает с направлением нормали , так как вектор
ny получается из  в результате нормировки.
Пусть теперь  – единичная сфера, заданная па-
раметризацией (9), тогда формулы (2) для норма-
ли  определяют внутреннюю нормаль на сфере,
а значит,  – внутренняя сторона единичной
сферы, а  – ее внешняя сторона.
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В тестах точное прямое значение потенциала
двойного слоя в узловых точках сравнивалось с
приближенными значениями, вычисленными по
квадратурным формулам – по улучшенной фор-
муле (7) в соответствии с Теоремой и по стандарт-
ной формуле (8). В каждой узловой точке вычис-
лялась абсолютная погрешность по обеим форму-
лам. Вычисления проводились для разных
значений M и N. Значения шагов определяются
формулами , . Если  = M =
= 25, то ; если , то h =
= ; если , то h = .
В таблице для каждого теста приводится макси-
мум абсолютной погрешности вычислений по
всем узловым точкам сферы. В первой строке таб-
лицы указаны значения N, M, в последующих
строках – максимальные погрешности для стан-
дартной и улучшенной квадратурных формул в
каждом тесте.

Для тестирования квадратурных формул в слу-
чае уравнений Лапласа и Гельмгольца были ис-
пользованы различные плотности в потенциале.
Для каждой заданной в текстах плотности извест-
но аналитическое выражение потенциала двой-
ного слоя и его прямого значения на единичной
сфере. При этом через  и  обозначаются азиму-
тальный и зенитный углы в сферических коорди-
натах с началом в центре сферы. В случае уравне-
ния Гельмгольца, значение k выбиралось равным
единице.

π= 2 /h N π= /H M /2N
= ≈ 0.13h H =/2 = 50N M

≈ 0.063H =/2 = 100N M ≈ 0.031H

ϕ ϑ

Тест 1. Плотность потенциала ,

Тест 2. Плотность потенциала  =
cos usinv,

Тест 3. Плотность потенциала μ(y(u, v)) =
= ,
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Таблица 1. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тестах 1–5

Номер 
теста

Квадратурная 
формула M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

1 стандартная 0.019 0.0097 0.0062

1 улучшенная 0.012 0.0063 0.0032

2 стандартная 0.019 0.0097 0.0049

2 улучшенная 0.00050 0.00014 3.8E-5

3 стандартная 0.011 0.0089 0.0062

3 улучшенная 0.011 0.0060 0.0031

4 стандартная 0.019 0.0097 0.0062

4 улучшенная 0.012 0.0063 0.0032

5 стандартная 0.011 0.0089 0.0062

5 улучшенная 0.012 0.0063 0.0032
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Тест 4. Плотность потенциала ,

Тест 5. Плотность потенциала μ(y(u, v)) =

= ,

Результаты расчетов в приведенных тестовых
примерах показывают, что улучшенная квадра-
турная формула имеет первый порядок сходимо-
сти, в то время как как стандартная формула схо-
дится медленнее. Погрешность вычислений по
улучшенной квадратурной формуле, предложен-
ной в Теореме, меньше, чем погрешность вычис-
лений по стандартной квадратурной формуле.
Тем самым, улучшенная квадратурная формула
обеспечивает более высокую точность вычислений
прямого значения потенциала двойного слоя.

Отметим, что в тестовых примерах погреш-
ность вычислений по улучшенной квадратурной
формуле возрастает к полюсам сферам, которые
являются особыми точками в силу выбранной па-
раметризации (9). Вычисления по улучшенной
квадратурной формуле в тесте 2 показывают бо-
лее высокую точность, так как плотность в потен-
циале двойного слоя и его прямое значение обра-
щаются в нуль на полюсах сферы.

Улучшенная квадратурная формула может
найти применение при численном решении гра-
ничных интегральных уравнений, возникающих

в процессе решения краевых задач для уравнений
Лапласа и Гельмгольца методом потенциалов.
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