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Представлен алгоритм вычисления решения задачи Коши для двумерного разностного уравнения с
постоянными коэффициентами в точке по коэффициентам разностного уравнения и начальным
данным задачи Коши, заданными в “полосе”, методами компьютерной алгебры. Для автоматиза-
ции процесса вычисления решения данной задачи был разработан алгоритм в среде MATLAB, где
входными данными являются матрица коэффициентов двумерного полиномиального разностного
уравнения, координаты матрицы начальных данных, регламентирующей структуру разностного
уравнения, координаты точки, задающей размерность матрицы начальных данных; матрица на-
чальных данных. Результатом работы алгоритма является решение задачи Коши, начальные данные
которой заданы в “полосе”, для двумерного разностного уравнения, представляющее собой значе-
ние функции в искомой точке.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Линейные разностные уравнения возникают в

различных областях математики, следовательно,
поиск решений таких уравнений является одной
из математических задач, имеющей многочис-
ленные приложения в различных областях науки
и техники. Например, разностные уравнения ча-
сто используются в моделях динамики с дискрет-
ным временем [1, 2], а также для приближенного
решения дифференциальных уравнений [3], в
комбинаторном анализе разностные уравнения в
сочетании с методом производящих функций да-
ют мощный аппарат исследования перечисли-
тельных задач (см., например, [4–6]). Алгоритм
вычисления производящей функции решения за-
дачи Коши для двумерного разностного уравне-
ния с постоянными коэффициентами по коэф-
фициентам разностного уравнения и начальным
данным задачи Коши представлен в работе [7].
В работе [8] представлен алгоритм вычисления
решения задачи Коши для двумерного разност-
ного уравнения с постоянными коэффициентами
в точке по коэффициентам разностного уравне-

ния и начальным данным задачи Коши. В данной
работе представлен алгоритм вычисления реше-
ния задачи Коши для двумерного разностного
уравнения с постоянными коэффициентами по
коэффициентам разностного уравнения и на-
чальным данным задачи Коши, которые заданы в
“полосе”.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим  – множество целых чисел,
 – двумерная целочисленная решетка и

 – подмножество этой решетки, состоящее из
точек с целыми неотрицательными координата-
ми. Пусть δ1 – оператор сдвига по переменной ,
т.е. , а  – оператор сдвига
по переменной , т.е. . Зада-
дим “полосу”,  в
положительном октанте целочисленной решет-
ки, число  будем называть шириной “поло-
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сы” . Рассмотрим разностный полиномиаль-
ный оператор с постоянными коэффициентами
вида

(1)

где  и b определяют размер схемы, Pj(δ1) =

= , .

Многочлен  называется

характеристическим. Степень  многочлена
 по переменной  будем называть поряд-

ком разностного оператора  и предпола-
гать, что .

Зафиксируем  такое, что , и

рассмотрим множество Πβ = {(x, y) ∈ :
 B – b, y > m – 1}. Обозначим

 и сформулируем следующую задачу:
найти решение разностного уравнения

(2)

удовлетворяющее условию

(3)

где  и  – заданные функции целочис-
ленных аргументов.

Задачу (2)–(3) назовем задачей Коши для по-
линомиального разностного оператора (1) и при-
ведем легко проверяемое условие ее разрешимо-
сти.

Известно (см. [9]), что задача (2)–(3) одно-
значно разрешима, если выполняется условие

(4)

Поставим задачу вычислить значение функ-
ции  в точке A с координатами , т.е.

.

3. ОПИСАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ
Решение задачи Коши (2)–(3) для двумерного

разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в точке  представляет собой
значение функции  в этой точке.

Алгоритм вычисления значения функции 
в заданной точке A c координатами  имеет
рекурсивный характер и сводится к вычислению
значений функции  на конечном подмно-
жестве точек .
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Начальные данные (3) задаются матрицей F
размерности , содержащей ко-
нечное подмножество значений начальных дан-
ных задачи Коши.

Коэффициенты двумерного разностного урав-
нения задаются матрицей , имеющей прямо-
угольный вид (размерность: ).

Проиллюстрируем процедуру задания функ-
ции начальных данных на примере.

Для разностного уравнения

(5)

и  матрица коэффициентов C имеет вид

а матрица начальных данных F размерности, на-
пример, 4 × 5 будет иметь вид

Здесь элементы, обозначенные , вычисляют-
ся при выполнении алгоритма. При этом, вычис-
лить элемент  не представляется возмож-
ным без вычисления элемента . Таким об-
разом, для нахождения неизвестных элементов
необходимо решить систему линейных разност-
ных уравнений вида (5) с использованием началь-
ных данных , где ,  и

, а именно:

Все, что нам известно, перенесем вправо и по-
лучим константы:
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Матрица полученной системы уравнений бу-
дет иметь вид:

Поскольку на всех диагоналях матрицы, па-
раллельных главной диагонали и на самой глав-
ной диагонали, элементы матрицы одинаковые,
то такая матрица является теплицевой [10].

Вернемся к входным данным. Входные данные
конечны и имеют вид:

1. точка ;
2. прямоугольная марица коэффициентов

, , , 
размера  из коэффициентов  по-
линомиального разностного оператора (1);

3. точка  с координатами , определяю-
щая координаты искомого значения функции

 и размерность матрицы начальных данных
;

4. матрица начальных данных ,
размера , где , для всех
остальных значений (x, y) значения .

Для технической реализации алгоритма целе-
сообразно отразить матрицы коэффициентов C и
начальных данных  зеркально отностельно го-
ризонтальной оси. Поскольку координаты эле-
ментов матрицы коэффициентов разностного
оператора и матрицы начальных данных в декар-
товой системе координат  не совпадают с их
координатами в зеркально отраженной матрице
(строка столбец), то следует перейти из декарто-
вой системы координат  в “матричную”

 по правилу: , где
, .

Например, элемент  матрицы коэффициен-
тов C, имеющий в декартовой системе координат
координаты  = (0, 0), в “матричной” систе-
ме координат будет иметь координаты  =
= (1, 1), а, например, элемент (1, 0) матрицы на-
чальных данных  в “матричной” системе коор-
динат будет иметь координаты (1, 2).

Далее необходимо будет проверить задачу Ко-
ши (2)–(3) на разрешимость, т.е. проверить, вы-
полняется ли условие (4) для коэффициентов раз-
ностного оператора (1).
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4. ПРИМЕР
Алгоритм был реализован в среде MatLab2014

32bit. Вычисления производились на машине In-
tel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit,
ОЗУ 4.00 Гб под управлением Windows 7 Корпо-
ративная SP1. Время счета для приведенного при-
мера составило менее 1 секунды.

В качестве примера рассмотрим задачу о рас-
пределении температуры в некотором образце.
Требуется оценить распределение температуры в
образце в течение некоторого времени, если зада-
ны начальное распределение температуры в об-
разце и изменение температуры на концах образ-
ца с течением времени. Для конкретизации задачи
положим, что требуется определить температуру че-
рез четыре временных шага и четыре шага по коор-
динате.

Зафиксируем , , , ,
.

Для полиномиального разностного оператора

(6)

задача Коши будет иметь вид

(7)

где Π = , Π(2, 1) =

=  и .
Зададим матрицу коэффициентов полиноми-

ального разностного оператора (6)

ββ = ( , )x m β = 2x = 1m = 3b
= 5B
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Рис. 1. Расположение элементов матрицы C в декар-
товой системе координат.
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Расположение элементов матрицы  в декарто-
вой системе координат представлено на рис. 1.

Поставим задачу: найти значения функции
 в точке  с координатами (4, 4), т.е. (4, 4).

Зададим матрицу начальных данных:

Распределение температуры в образце в началь-
ный момент времени, т.е. последняя строка матри-
цы , имеет форму, представленную на рис. 2.

Расположение элементов матрицы  в декар-
товой системе координат представлено на рис. 3.

1. Переход из декартовой системы координат в
“матричную” осуществляется путем отражения
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матриц начальных данных и коэффициентов зер-
кально относительно горизонтальной оси, поэто-
му точка  с координатами (2, 1) переходит в точ-
ку с координатами (2, 3) в “матричной” системе
координат.

Пусть  – количество столбцов матрицы ко-
эффициентов, а  – количество столбцов матри-
цы начальных данных. Тогда для рассматривае-
мого примера  и .

“Матричная” система координат для матрицы
коэффициентов разностного оператора (6) имеет
вид, представленный в табл. 1:

“Матричная” система координат для матрицы
начальных данных  имеет вид, представленный
в табл. 2:

В табл. 2 знак  – начальные данные. Точка 
имеет координаты [5, 5] в “матричной” системе
координат.

2. Проверка на разрешимость задачи Коши (7),
т.е. выполняется ли условие (4) для коэффициен-
тов полиномиального разностного оператора (6).
Так как

то условие (4) выполняется и задача Коши разре-
шима.

β

p
i

= 4p = 6i

F

× A

≥ + +21 01 11 3110 = = 5,c c c c

Рис. 2. Распределение температуры в образце в на-
чальный момент времени.
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Рис. 3. Расположение элементов матрицы F в декар-
товой системе координат.
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Таблица 1

Здесь  – элементы матрицы .
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3. Зеркальное отражение относительно гори-
зонтальной оси матрицы коэффициентов C и
матрицы начальных данных :

4. Последняя строка в матрице :

5. Получение общей Теплицевой матрицы [10,
11], размер которой зависит от искомого значе-
ния.

Для построения теплицевой матрицы необхо-
димы два вектора  и . Пусть матрица

 – несимметричная Теплицева матрица раз-
мера  (в рассматриваемом
примере 3 × 3), построенная на основе правила,
что элементы вектора  – ее первый стол-
бец, а элементы вектора  – ее первая строка,
причем первые элементы векторов  и 
совпадают. В случае, если количество элементов в
векторах  и  меньше , то век-
тор меньшего размера дополняется нулями. Эле-
менты векторов  и  берутся из вектора

. В вектор  попадают элементы, начиная
с  в порядке уменьшения номера элемента,

т.е. , а в вектор

F
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 попадают элементы, начиная  в по-
рядке увеличения номера элемента, т.е. rowc =
=  = (10 1). Поскольку длина вектора 
меньше , то дополним его нулем:  =
= (10 1 0). Таким образом, матрица  имеет вид

6. Решение системы линейных уравнений с це-
лью нахождения значений , которые могут
потребоваться для вычисления искомого значе-
ния в точке .

Количество неизвестных для каждого значе-
ния  (т.е. номера строки матрицы  в декарто-
вой системе координат), показывающего номер
“слоя”, на каждом шаге алгоритма одинаково.
Поэтому размер матрицы Теплица остается по-
стоянным. На каждом шаге алгоритма происхо-
дит запись найденных значений функции 
в матрицу начальных данных .

На рис. 4 представлено итоговое распределе-
ние температуры в образце в течение четырех вре-
менных шагов.

7. Переход к декартовой системе координат
 = F[5, 5].

Output: значение функции  в искомой
точке  равно 0.19.

Входными данными для работы алгоритма в
этом случае будут:

1. ;
2. матрица коэффициентов

3. 
4. матрица начальных данных

crow β 21=c c

( )21 31c c crow
( )− + 1i p crow

1neizv
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Рис. 4. Изменение температуры в образце в течение 4
временных шагов (пунктиром выделено множество
начальных данных).
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Алгоритм 1: Пример оформления алгоритма
Input: Точка β, матрица коэффициентов C, точка A, матрица начальных данных F.

Output: Значение функции  в точке  с координатами .
begin

 количество столбцов матрицы 
 количество столбцов матрицы 
 количество строк матрицы 

 теплицевая матрица размера 

 количество строк в матрице 

 координаты точки  в “матричной” системе координат

 координаты точки  в “матричной” системе координат

if 
then

return Ошибка ввода матрицы C

 матрица , зеркально отраженная относительно горизонтальной оси

 матрица , зеркально отраженная относительно горизонтальной оси

 последняя строка в матрице 

while  do

for  from  to  do

for  from  to  do

for  from 0 to  do

for  from  to v do

return 

( , )f x y A ( , )A Ax y

:=i F
:=p C
:=w C

1 :=neizv ( ) ( )− + × − +1 1i p i p

:=v 1neizv

β1 := β

1 :=A A

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )β β ≤ β − β β1 1 1 1 11 , 2 1 ,: 1 , 2C C C

:=workC C

:=workF F

:=a workC

β1:= (2)e

− −:= ( ( 1),1)ccolumn zeros i p

:= 1col
≥ 1e

( ) := ( )ccolumn col a e

+:= 1col col
−:= 1e e

− −:= ( , ( 1))crow zeros l i p

β1:= (2)e
:= 1r

h β1(2) l

( ) = ( )crow r a e

+:= 1r r
+:= 1e e

1 := ( , )c cneizv toeplitz column row

k β1(1) 1(1)A

v:= ( ,1)b zeros
i −v 1

− − + +:= (( ( 1)) : ,(1 ) : )workP F k w k i i p

�:=work workP P C

+ −( ( 1) = ( ( ( )))workb i sum sum P
−
�

1:=elements neizv b
s 1

− +( , 1 ) := ( )workF k e s elements s

( ),A Af x y



56

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 4  2022

АПАНОВИЧ и др.

БЛАГОДАРНОСТИ

Работа поддержана Красноярским математиче-
ским центром, финансируемым Минобрнауки РФ в
рамках мероприятий по созданию и развитию регио-
нальных НОМЦ (Соглашение 075-02-2022-876).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Даджион Д., Мерсеро Р. Цифровая обработка мно-
гомерных сигналов. М.: Мир, 1988.

2. Изерман Р. Цифровые системы управления. М.:
Мир, 1984. 541 с.

3. Рябенький В.С. Введение в вычислительную мате-
матику: учеб. пособие, изд. 2-е, исправл. М. : ФИЗ-
МАТЛИТ, 2000. 296 с.

4. Стенли Р. Перечислительная комбинаторика: Пер.
с англ. М.: Мир, 1990. 440 с.

5. Стенли Р. Перечислительная комбинаторика. Де-
ревья, производящие функции и симметрические
функции: Пер. с англ. М.: Мир, 2005. 767 с.

6. Ляпин А.П. Последовательности Риордана и дву-
мерные разностные уравнения // Журн. СФУ. Сер.
Матем. и физ. 2009. Т. 2. Вып. 2. С. 210–220.

7. Кытманов А.А., Ляпин А.П., Садыков Т.М. Алго-
ритм вычисления рациональной производящей
функции решения задачи Коши двумерного раз-
ностного уравнения с постоянными коэффициен-
тами // Программирование. 2017. Вып. 2. С. 54–62.

8. Апанович М.С., Ляпин А.П., Шадрин К.В. Примене-
ние методов компьютерной алгебры для вычисле-
ния решения задачи Коши для двумерного раз-
ностного уравнения в точке // Программирование.
2021. Вып. 1. С. 1–5.

9. Рогозина М.С. Разрешимость разностной задачи
Коши для многослойных неявных разностных
схем // Вестник СибГАУ. Математика, механика,
информатика. 2014. Т. 55. № 3. С. 126–130.

10. Иохвидов И.С. Ганкелевы и теплицевы матрицы.
М.: Наука, 1974. 264 с.

11. Апанович М.С., Ляпин А.П., Шадрин К.В. Вычисле-
ние последовательности главных миноров тепли-
цевой ленточной матрицы // Прикладная матема-
тика и физика. 2020. Т. 52. № 1. С. 5–10.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


