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С использованием методов компьютерной алгебры проведено исследование положений равнове-
сия спутника, движущегося по круговой орбите под действием гравитационного и постоянного мо-
ментов. Основное внимание уделено исследованию положений равновесия для случаев, когда век-
тор постоянного момента параллелен плоскостям, образуемым главными центральными осями
инерции спутника. С использованием методов построения базисов Гребнера проведена редукция
системы шести алгебраических уравнений, определяющих равновесные ориентации спутника, к
одному алгебраическому уравнению шестого порядка от одной неизвестной. Проведена классифи-
кация областей с равным числом положений равновесия с применением алгебраических методов
построения дискриминантных гиперповерхностей. Построены бифуркационные кривые в про-
странстве параметров задачи, которые задают границы областей с равным числом положений рав-
новесия спутника. Выполнен сравнительный анализ влияния выбора порядка переменных при по-
строении базисов Гребнера для решения рассматриваемой задачи. С использованием предложен-
ного подхода показано, что спутник с неравными главными центральными моментами инерции
при действии постоянного момента имеет на круговой орбите не более 24 положений равновесия.

DOI: 10.31857/S0132347423020103, EDN: MFVDTU

1. ВВЕДЕНИЕ
В работе представлены результаты примене-

ния методов компьютерной алгебры для исследо-
вания положений равновесия спутника, на кото-
рый кроме гравитационного момента действует
постоянный в связанной со спутником системе
координат момент (далее постоянный момент),
обусловленный, например, истечением газа или
рабочего тела из его корпуса. Влияние на спутник
постоянного момента изменяет его ориентацию и
может вывести систему из заданного положения
равновесия.

Исследование движения спутника в централь-
ном ньютоновом силовом поле по круговой орби-
те под действием гравитационного и постоянного
моментов представляет практический интерес
для создания систем управления ориентацией ис-
кусственных спутников Земли. Важным свой-

ством гравитационных систем ориентации явля-
ется возможность функционировать на орбите
продолжительное время без расходования энер-
гии и рабочего тела.

Задаче определения положений равновесия
спутника под действием гравитационного и по-
стоянного моментов посвящено много работ.
В [1] была показана возможность существования
положений равновесия спутника под действием
гравитационного и постоянного моментов для
некоторых частных случаев.

Общий случай задачи был впервые изучен в
[2], где представлены результаты символьно-чис-
ленного исследования положений равновесия
спутника, подверженного действию гравитаци-
онного и постоянного моментов. Показано, что
равновесия спутника определяются действитель-
ными корнями алгебраического уравнения ше-
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стой степени и возможно существование не более
24 положений равновесия в орбитальной системе
координат. Алгебраическое уравнение, определя-
ющее равновесия спутника, было получено с ис-
пользованием понятия результанта.

В [3] с использованием подхода работы [2] был
проведен детальный анализ эволюции областей
существования различного числа положений рав-
новесия спутника в пространстве параметров за-
дачи. В [4, 5] была показана возможность примене-
ния методов компьютерной алгебры для исследова-
ния свойств системы нелинейных алгебраических
уравнений, определяющих положения равновесия
спутника, подверженного действию гравитаци-
онного и постоянного моментов. С использова-
нием алгоритмов построения базисов Гребнера
[6, 7] и понятия результанта было получено более
простое по сравнению с [2] алгебраическое урав-
нение, определяющее положения равновесия
спутника.

В настоящей статье проводится подробное ис-
следование положений равновесия спутника, ко-
гда вектор постоянного момента параллелен
плоскостям, образуемым главными центральны-
ми осями инерции спутника с применением ал-
гебраических методов, которые ранее успешно
использовались для изучения положений равно-
весия спутника-гиростата в [8, 9], равновесий
спутника при влиянии аэродинамического мо-
мента [10] и динамики движения связки двух тел
[11, 12]. Рассмотрение более простых случаев по
сравнению с общим случаем [2] позволяет полу-
чить более простые решения задачи, позволяющие
качественно оценить действие постоянного мо-
мента на равновесные ориентации спутника и бо-
лее наглядно продемонстрировать возможности
применения методов компьютерной алгебры для
решения задач механики космического полета.

Для исследования применялась система ком-
пьютерной алгебры Wolfram Mathematica 12.1
[13, 14]. Системы компьютерной алгебры широко
используются при решении задач небесной меха-
ники, в частности, при исследовании задачи ди-
намики многих тел. Так, с применением сим-
вольных вычислений были получены новые ре-
зультаты при рассмотрении классической задачи
трех тел с переменными массами в общем случае
и поиске положений равновесия в ограниченной
задаче четырех тел в работах [15–18].

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим движение спутника – твердого те-
ла относительно центра масс на круговой орбите
под действием гравитационного момента. Пусть
на спутник, кроме гравитационного момента,
действует постоянный момент, обусловленный,
например, истечением газа из корпуса спутника.

Для записи уравнений движения введем две пра-
вые прямоугольные системы координат с началом
в центре масс O спутника. Орбитальную систему
координат , ось  которой направлена
вдоль радиуса–вектора, соединяющего центры
масс Земли и спутника, ось  направлена вдоль
вектора линейной скорости центра масс O спут-
ника. Тогда ось  будет направлена вдоль нор-
мали к плоскости орбиты. Связанную со спутни-
ком систему координат ; здесь , ,  –
главные центральные оси инерции спутника.

Определим ориентацию системы координат
 относительно орбитальной системы коор-

динат с использованием самолетных углов танга-
жа , рыскания  и крена . Направляющие коси-
нусы осей  в орбитальной системе коор-
динат выражаются через самолетные углы с
помощью соотношений [19]:

(1)

При малых колебаниях спутника углу тангажа
соответствует поворот вокруг оси , углу рыс-
кания – поворот вокруг оси , углу крена – по-
ворот вокруг оси .

Тогда уравнения движения спутника относи-
тельно центра масс запишутся в виде [19]:

(2)

(3)

В уравнениях (2), (3)  – главные централь-
ные моменты инерции спутника;  и , ,  –
проекции абсолютной угловой скорости и проек-
ции вектора постоянного момента спутника на
оси ;  – угловая скорость движения
центра масс спутника по круговой орбите. Точкой
обозначено дифференцирование по времени .

OXYZ OZ
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α β γ
, ,Ox Oy Oz

α β11 = cos( , ) = cos cos ,a x X

α γ − α β γ12 = cos( , ) = sin sin cos sin cos ,a y X

α γ + α β γ13 = cos( , ) = sin cos cos sin sin ,a z X

β21 = cos( , ) = sin ,a x Y

β γ22 = cos( , ) = cos cos ,a y Y

− β γ23 = cos( , ) = cos sin ,a z Y
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3. ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ
СПУТНИКА

Введем обозначения  b = (A –

– C),  и положим в уравнениях (2)
и (3) , ,  =
= const, тогда получим при  уравнения

(4)

позволяющие определить положения равновесия
спутника в орбитальной системе координат. С уче-
том (1) систему (4) можно рассматривать как систе-
му трех уравнений с неизвестными ,  и . Ис-
следовать решения такой тригонометрической
системы не представляется возможным.

Другой более удобный для исследования спо-
соб замыкания уравнений (4) заключается в до-
бавлении условий ортогональности направляю-
щих косинусов

(5)

Уравнения (4) и (5) образуют замкнутую алгеб-
раическую систему уравнений относительно ше-
сти направляющих косинусов, определяющих
положения равновесия спутника. Для этой систе-
мы уравнений ставится следующая задача: при за-
данных a, b, c определить все девять направляю-
щих косинусов, т.е. все положения равновесия
спутника в орбитальной системе координат. По-
сле нахождения шести направляющих косинусов

,  оставшиеся направляющие
косинусы , с учетом того, что каждый
элемент направляющих косинусов равен своему
алгебраическому дополнению, можно опреде-
лить из условий ортогональности.

Решения системы уравнений (4), (5) исследо-
вались в научной литературе. Так в работах [2, 3],
было показано, что равновесия спутника опреде-
ляются действительными корнями алгебраиче-
ского уравнения шестой степени. Алгебраиче-
ское уравнение, определяющее равновесия спут-
ника было получено с использованием понятия
результанта. В явном и довольно сложном виде
эти уравнения, определяющие положения равно-
весия, были получены в работах [4, 5].

Основное внимание в данной работе уделено
символьным методам исследования положений
равновесия в случаях, когда вектор постоянного
момента находится в одной из плоскостей, обра-
зуемых главными центральными осями инерции

= ω −2
0/ ( ),a a C B ω2

0/b

ω −2
0= / ( )c c B A

α α0= = const β β0= = const γ = γ0 
≠ ≠   A B C

− −22 23 32 333 = 0,a a a a a

− −23 21 33 313 = 0,a a a a b

− −21 22 31 323 = 0,a a a a c

α0 β0 γ0

+ + −2 2 2
21 22 23 1 = 0,a a a

+ + −2 2 2
31 32 33 1 = 0,a a a

+ +21 31 22 32 23 33 = 0.a a a a a a

21 22 23, ,a a a 31 32 33, ,a a a
11 12 13, ,a a a

спутника: 1) a = 0, , , 2) , ,
, 3) , , .

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛОЖЕНИЙ 
РАВНОВЕСИЯ СПУТНИКА C 

ПРИМЕНЕНИЕМ АЛГОРИТМОВ 
ПОСТРОЕНИЯ БАЗИСОВ ГРЕБНЕРА

4.1. Положения равновесия для случая a = 0

Начнем с рассмотрения первого случая a = 0,
, , когда вектор постоянного момента

находится в плоскости . Для нахождения ре-
шения алгебраической системы (4), (5) применя-
лись алгоритмы построения базисов Гребнера [6,
7]. Метод построения базиса Гребнера представ-
ляет собой алгоритмическую процедуру для пол-
ного приведения задачи в случае системы поли-
номов от многих переменных к рассмотрению
полинома от одной переменной. Алгоритмы по-
строения базиса Гребнера реализованы в боль-
шинстве современных систем компьютерной ал-
гебры. Исследование проводилось с использова-
нием реализованного в системе компьютерной
алгебры Mathematica 12.1 [13, 14] пакета построе-
ния базисов Гребнера GroebnerBasis[]. По-
строим базис Гребнера для 6 полиномов fi, кото-
рые представляют собой левые части уравнений
системы (4), (5) с 6 направляющими косинусами

 , используя лексикографи-
ческое упорядочение по переменным направляю-
щим косинусам:
GroebnerBasis[{f1,f2,f3,f4,f5,f6},{a21,a22,a23,a31,a32,a33}].
Следует отметить, что при изменении лексико-
графического порядка в списке переменных в ба-
зисе Гребнера полином от одной неизвестной по
переменной  имеет более простой вид, чем по
переменной . Выпишем из построенного бази-
са Гребнера, состоящего из 36 полиномов, поли-
ном, который зависит только от одной перемен-
ной 

(6)

где

≠ 0b ≠ 0c ≠ 0a = 0b
≠ 0c ≠ 0a ≠ 0b = 0c

≠ 0b ≠ 0c
Oyz

ija ( = 2,3, = 1,2,3)i j

23a
33a

33=x a

+ + + +
+ + +

6 5 4 3
0 1 2 3

2
4 5 6

( ) =

= 0,

P x p x p x p x p x

p x p x p

3
0 = 9 4096,p

− 3
1 = 9 8192p

+2 2
2 = 9 256(25 144),p b

−2 2 2
3 = 3456 ( 150),p b b c

+4 2
4 = 144 (25 144),p b b

− 6 2
5 = 288 ,p b c
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При построении базиса Гребнера, используя
другой лексикографический порядок в списке
переменных

GroebnerBasis[{f1,f2,f3,f4,f5,f6},{a31,a32,a33,a21,
a22,a23}] получим базис, состоящий из 28 поли-
номов. Выпишем из построенного базиса Гребне-
ра полином, который зависит только от одной пе-
ременной 

(7)

где

Полином (7) имеет более простой вид по сравне-
нию с (6) и именно его будем использовать для
исследования равновесных решений системы (4),
(5). В работе [4] было показано, что каждому дей-
ствительному корню уравнения (6) или (7) соот-
ветствуют четыре равновесных решения исход-
ной системы (4), (5). Отсюда следует, что спутник
на круговой орбите под действием гравитацион-
ного и постоянного момента в случае a = 0, ,

, может иметь не более 24 положений равно-
весия.

При исследовании положений равновесия
спутника ставится задача определения на плоско-
сти параметров b, c областей с одинаковым чис-
лом вещественных корней уравнения (7). Для вы-
деления в пространстве параметров областей с
одинаковым числом вещественных корней постро-
им дискриминантную гиперповерхность полинома
(7). Эта гиперповерхность содержит компоненту
коразмерности 1, которая является границей обла-
стей с одинаковым числом вещественных корней.
Множество особых точек дискриминантной кри-
вой на плоскости параметров b, c задается следу-
ющей системой алгебраических уравнений:

(8)
Символом “штрих” обозначено дифференциро-
вание по переменной y. Исключим переменную 
из системы уравнений (8) путем вычисления
определителя матрицы результанта этих уравне-
ний с помощью символьных матричных функций

8 4
6 = .p b c

23=y a

+ + + +
+ + +

6 5 4 3
1 0 1 2 3

2
4 5 6

( ) =

= 0,

P y p y p y p y p y

p y p y p

0 = 4096,p

−1 = 8192p

+2
2 = 256(17 16),p b

−2 2 2
3 = 128 ( 34),p b b c

+4 2
4 = 16 (17 16),p b b

− 6 2
5 = 32 ,p b c

8 4
6 = .p b c

≠ 0b
≠ 0c

1 1'( ) = 0, ( ) = 0.P y P y

y

системы Wolfram Mathematica и получим в ре-
зультате алгебраическое уравнение дискрими-
нантной гиперповерхности в виде

(9)

где

Теперь мы должны проверить как изменяется
число равновесий при пересечении кривой (9).
Это можно сделать численно, определив число
действительных решений в одной точке из каж-
дой области, ограниченной кривой (9) на плоско-
сти . Другим способом определить число дей-
ствительных корней полинома можно путем вы-
числения i-х субдискриминантов, используя
работы [20, 21].

Области в пространстве параметров, где суще-
ствуют положения равновесия, как было показа-
но в работе [2], ограничены следующими нера-
венствами:

(10)

На рис. 1 показаны области с одинаковым числом
действительных решений уравнения (7), равным
6, 4 и 2, где существуют 24, 16 и 8 равновесных
ориентаций спутника соответственно. В работе
[5] было показано, что каждому корню уравнения
(7) соответствуют 4 равновесные ориентации.
Границы этих областей задаются уравнением

. Области изменения параметров 
ограничены в данном случае квадратом 

. Кривые границ областей на рис. 1 по-
строены с использованием функции  в
системе Wolfram Mathematica.

4.2. Положения равновесия для случая 
Рассмотрим теперь следующий случай, когда

вектор постоянного момента лежит в плоскости
 и , , . Построим базис Гребне-
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части системы (4), (5) для случая . Выполне-
ние алгоритма с лексикографическим упорядоче-
нием по переменным позволяет получить в по-
строенном базисе полином, который зависит
только от одной переменной 

(11)

где

Полином (11) с точностью до замены парамет-
ра  на  совпадает с (7). Поэтому и уравнение
дискриминантной гиперповерхности для поли-
нома (11) совпадает с точностью до обозначений с
уравнением (9) и области с одинаковым числом
действительных решений уравнения (11) имеют
такой же вид как показано на рис. 1.

4.3. Положения равновесия для случая 
В последнем случае, когда вектор постоянного

момента лежит в плоскости  и  ( ,
), построим базис Гребнера для полиномов,

представляющих собой левые части системы (4),
(5). Вычисляя базис Гребнера с опцией лексико-
графического упорядочения по переменным для
системы полиномов, представляющих собой ле-
вые части уравнений (4), (5) для случая , по-
лучим в результате полином, зависящий только
от одной переменной , который имеет вид

(12)

где
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Алгебраическое уравнение дискриминантной ги-
перповерхности уравнения (12) имеет вид

(13)

где

График уравнения (13) на плоскости a, b, где ука-
заны границы областей с одинаковым числом
действительных решений, имеет такой же вид,
как на рис. 1.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведено исследование положений

равновесия спутника, движущегося по круговой
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Рис. 1. Области с равным числом положений равно-
весия.
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орбите при влиянии постоянного момента с при-
менением методов построения базиса Гребнера.
Метод построения базиса Гребнера является уни-
версальным методом, применяемым для решения
систем алгебраических уравнений. Существен-
ным ограничением для применения данного ме-
тода является экспоненциальная сложность алго-
ритмов вычисления базиса Гребнера. В нашем
случае время построения базиса Гребнера в си-
стеме Wolfram Mathematica 12.1 на персональном
компьютере с 8 Гигабайт оперативной памяти и
процессором Intel Core i7 2.8 ГГц составило всего
около 0.1 сек. Анализ полиномов, входящих в ба-
зис Гребнера, позволяет провести детальное ис-
следование влияния постоянного момента на по-
ложения равновесия спутника.

На основании полученных в данной работе с
использованием методов компьютерной алгебры
результатов можно сделать вывод, что число по-
ложений равновесия спутника в случаях, когда
вектор постоянного момента параллелен плоско-
сти, образуемой любыми двумя главными цен-
тральными осями инерции спутника, увеличива-
ются от нуля до 8, далее до 16 и далее до 24 с шагом
8 при последовательном уменьшении величины
вектора постоянного момента. Применение ме-
тодов компьютерной алгебры позволяет в доста-
точно простой форме получить решение задачи
механики космического полета.
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