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При расчете оптических приборов в рамках геометризованной теории Максвелла используются
широко известные формализмы общей теории относительности и дифференциальной геометрии.
В частности, для подобных вычислений требуется знать аналитический вид уравнений геодезиче-
ских. Что приводит к необходимости вычислять большое количество однообразных математиче-
ских выражений. Одним из предназначений средств компьютерной алгебры является облегчение
работы исследователя путем автоматизации громоздких символьных расчетов. Таким образом, ис-
пользование систем компьютерной алгебры представляется вполне очевидным действием. В работе
рассмотрено несколько свободных реализаций символьных вычислений для аппарата общей тео-
рии относительности. В конце статьи приводится практический пример символьных расчетов для
геометризованной теории Максвелла.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Геометрический подход к уравнениям Макс-

велла прошел несколько этапов в своем развитии.
Первоначальный интерес был вызван общей тео-
рией относительности. Это работы Л.И. Ман-
дельштама, И.Е. Тамма [1–3], В. Гордона [4].
В отсутствии практических приложений интерес
к данной теме угас. Новая вспышка интереса воз-
никла во время золотого века теории относитель-
ности (1960–1975 гг.). Это работы Е. Плебаньско-
го [5], Ф. де Феличе [6]. Впрочем, следует заме-
тить, что и в этот период не удалось определиться
с приложениями данной теории.

Новая вспышка интереса к геометрическому
подходу проявилась в середине 2000-х годов на
фоне интереса к метаматериалам [7]. Это работы
Д.Б. Пендри [8, 9] и У. Леонгардта [10, 11]. Эти ра-
боты породили целое направление – трансфор-
мационную оптику [12].

Геометризация материальных уравнений
Максвелла позволяет изменить взгляд на прямую
и обратную задачу оптики. Нахождение траекто-
рии лучей по параметрам среды можно назвать

прямой задачей оптики, а нахождение парамет-
ров среды по заданным траекториям лучей – об-
ратной. Естественно, что обратная задача слож-
нее прямой. В геометризованной максвелловской
оптике эти задачи меняются местами. Прямая за-
дача – нахождение диэлектрической и магнитной
проницаемости по заданной эффективной гео-
метрии (по траекториям лучей), обратная – на-
хождение эффективной геометрии по диэлектри-
ческой и магнитной проницаемости. Сложность
обеих задач сопоставимая.

Геометризация заключается в построении ин-
дуцированной (электромагнитной) метрики. При
этом индуцированная метрика должна быть свя-
занна с метрикой лабораторного пространства.
В прямой задаче геометризованной оптики (соот-
ветствующей обратной задаче при обычном под-
ходе) задается траектория в лабораторной системе
координат, далее по этим траекториям задаются
геодезические в индуцированной (электромаг-
нитной) системе координат. По уравнениям гео-
дезических строится метрика в индуцированной
системе координат. Такого типа задачи характе-
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ризуются большим количеством несложных опе-
раций. Ручные вычисления не только выматыва-
ющие, но и подвержены накапливающимся
ошибкам. Поэтому естественно выглядит жела-
ние переложить эти вычисления на плечи систе-
мы компьютерной алгебры.

1.1. Структура статьи

В разделе 3 описываются основные положения
методики геометризации уравнений Максвелла.
Выбор конкретной библиотеки для символьных
преобразований описано в разделе 3. Процесс
применения средств компьютерной алгебры для
исследования в рамках геометризованной теории
Максвелла представлен в разделе 4.

2. МЕТОДИКА ГЕОМЕТРИЗАЦИИ 
УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

Под геометризацией уравнений Максвелла мы
понимаем эффективную геометризацию. То есть
мы устанавливаем соответствие между уравнени-
ем Максвелла в среде (в плоском пространстве
Минковского) и вакуумным уравнением Макс-
велла в эффективном римановом пространстве.
Мы не считаем, что электромагнитное поле ис-
кривляет пространство, но устанавливаем соот-
ветствие между средой и метрикой [13–15].

Это позволяет рассматривать траектории лу-
чей как геодезические в римановом простран-
стве. Задавая же вначале пути распространения
лучей и восстанавливая по геодезическим метри-
ку, мы можем решать обратную задачу оптики.

Входными данными для задачи перевода мате-
риальных уравнений Максвелла в вакуумные
уравнения Максвелла в искривленном простран-
стве являются параметры среды: диэлектрическая

 и магнитная  проницаемости, показатель пре-
ломления среды . В связи со спецификой гео-
метризации на основе квадратичной метрики [1, 2]
реально используется только показатель прелом-
ления.

Вид эффективного метрического тензора 
подбирается из соображений симметрии задачи
[2, 3]. Сам метрический тензор зависит от пара-
метров среды.

Имея эффективный метрический тензор, можно
решить геометризованные уравнения Максвелла и
получить искомые траектории распространения
электромагнитных волн. В рамках статьи упростим
задачу и будем использовать приближение гео-
метрической оптики. В этом случае лучи будут
распространяться по геодезическим:

ε j
i μ j

i

ijn

αβg

α β γ
α
βγ+ Γ

2d d d = 0,
d d d
x x x
t t t

где  – координаты геодезической, а  –
символы Кристоффеля второго рода:

где  – обратный метрический тензор, опреде-
ляемый тождеством , где  – дельта-
символ Кронекера.

Для случая изотропной среды метрический
тензор имеет следующий вид [1, 5]:

(1)

Поскольку в методе геометризации на основе
квадратичной метрики диэлектрическая и маг-
нитная проницаемость равны [5], то дополни-
тельно запишем:

(2)
Из уравнения (2) видно, что стандартная геомет-
ризация уравнений Максвелла подходит для ис-
следования оптических задач в приближениях гео-
метрической оптики и приближении эйконала.

Таким образом можно отметить, что исследо-
вание в рамках геометризованной теории Макс-
велла подразумевает операции с тензорами в ри-
мановом пространстве. Каждое такое действие
достаточно простое, но количество таких мани-
пуляций просто огромно. И это может привести
исследователя в состояние уныния. И только воз-
можность использования средств компьютерной
алгебры сможет примирить его с таким подходом.

3. БИБЛИОТЕКИ СИСТЕМЫ 
КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ SymPy 

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ИСКРИВЛЕННЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

Нами было рассмотрено несколько вариантов
библиотек для работы с формализмом общей тео-
рии относительности, который мы применяем
для геометризации уравнений Максвелла. Ранее
для таких вычислений мы применяли систему
компьютерной алгебры Cadabra [16, 17]. Однако в
данном исследовании нам было интересно рас-
смотреть библиотеки для системы компьютерной
алгебры SymPy [18]. Заметим, что мы рассматри-
ваем преимущественно свободнораспространяе-
мые программные продукты, и предпочитаем не
использовать проприетарные системы компью-
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терной алгебры, как многие другие исследователи
[19].

Основной сложностью при выводе системы
уравнений, задающих геодезическую кривую, яв-
ляется вычисление символов Кристоффеля .
Задача несколько облегчается тем, что использу-
ется диагональный метрический тензор, однако
все равно остается сложной в вычислительном
плане. Поэтому разумно вычислить символы
Кристоффеля с помощью системы компьютер-
ной алгебры.

Все вычисления будут проводиться с помощью
библиотеки символьной алгебры SymPy [20] и
оболочки Jupyter Notebook или Jupyter Lab [21].

Мы выделили две библиотеки SymPy: Einstein-
Py и gravipy.

3.1. EinsteinPy
Модуль [22] представлялся нам крайне пер-

спективным. Однако при попытке задать метрику
с помощью стандартной символьной матрицы
SymPy мы столкнулись с ошибкой, которая за-

ключалась в невозможности задать дробь .

Так, вместо дроби в метрике (1) появляется арте-
факт, имеющий вид выражения . Кроме того,
библиотека EinsteinPy позиционируется как мо-
дуль для численных расчетов и символьные вы-
числения являются не главной ее задачей.

То есть при всей привлекательности данная
библиотека оказалась просто непригодной для
символьных вычислений (численные расчеты на
базе этой библиотеки мы не рассматривали).

3.2. Gravipy
Так как использовать встроенные средства

SymPy оказалось невозможным из-за указанной
выше ошибки, авторы попытались найти альтер-
нативу, которая работала бы в рамках SymPy. Та-
кой альтернативой оказался небольшой модуль
gravipy [23], в зависимостях которого указана
только библиотека SymPy и, опционально, обо-
лочка JupyterLab. Сам модуль фактически состо-
ит из одного файла. Авторы работы использовали
версию 0.2.0. Последнее изменение датируется
сентябрем 2019 года.

При отсутствии альтернативы мы решили ис-
пользовать именно эту библиотеку.

Из-за минимальных зависимостей и компакт-
ности, модуль можно удобно использовать без
установки. Для этого следует в директории с Jupy-
ter-блокнотом, в котором проходят вычисления,
создать каталог gravipy и в него поместить файлы
__init__.py и tensorial.py из каталога
gravipy с официального репозитория [23]. По-

α
βγΓ

ε μ
1

ε μ1

сле чего можно пользоваться модулем импорти-
руя его в Jupyter-блокноте обычным способом.

4. ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ 
СИСТЕМЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ 

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 
МАКСВЕЛЛА

Проведем необходимые вычисления.
Вначале импортируем SymPy и gravipy:
import sympy as sp
from gravipy.tensorial import *
Настроим отображение формул, включив ко-

дировку юникод, отображение формул в окруже-
нии equation и их рендеринг с помощью math-
jax.

sp.init_printing(use_unicode=True,
↪ latex_mode='equation' ,
↪ use_latex='mathjax' )
Далее определим необходимые символы:
# Координаты пространство-времени
t, x, y, z = symbols(' t, x, y, z ' )
# Характеристики среды, как функции
epsilon = sp.Function(' epsilon ' )(x, y,
↪ z)
mu = sp.Function(' mu ' )(x, y, z)
n = sp.Function(' n ' )(x, y, z)

Для работы модуля gravipy также необходимо от-
дельно задать координатный 4-вектор

# Создаем координатный 4-вектор
X = Coordinates('X' , [t, x, y, z])
Для создания метрики необходимо вначале

определить символьную матрицу, а затем преоб-
разовать ее в метрический тензор. Матрицу зада-
ем с помощью функции diag, которая импорти-
руется из SymPy автоматически при импорте мо-
дуля gravipy

# Metric = diag(1 / epsilon /
↪ sp.sqrt(mu), -sp.sqrt(mu),
↪ sp.sqrt(mu), -sp.sqrt(mu))
Metric = diag(1 / n / sp.sqrt(n),
↪ -sp.sqrt(n), -sp.sqrt(n),
↪ -sp.sqrt(n))
После задания вспомогательной матрицы

можно задать уже метрический тензор, для чего
помимо матрицы Metric нужно передать еще
координатный объект X.

g = MetricTensor('g' , X, Metric)
Для отображения метрики следует выполнить

ячейку с кодом g(All,All) в результате чего
получим следующую матрицу1:
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После создания метрического тензора, сразу
же можно вычислить символы Кристоффеля. Де-
лается это с помощью функции Christoffel,
которой требуется передать метрический тензор:

Gamma = Christoffel(’Gamma’, g)
для распечатки результата также посчитаем в от-
дельной ячейке выражение Gamma(All, All,
All). Получим список из четырех матриц (срезу
компонентного представления символа Кри-
стоффеля):

1 Здесь := ( , , )n n x y z
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Функция Geodesic позволяет вычислить
уравнения геодезической линии на основе метри-
ки. Символы Кристоффеля вычисляются ею ав-
томатически и отдельно передавать их в качестве
аргументов не требуется.

w = Geodesic(’w’, g, t)
Результат выполнения функции выглядит крайне
громоздко. Нет необходимости приводить здесь
этот вывод.

При вычислениях функция Geodesic авто-
матически использует параметризацию по пара-
метру t, однако не отождествляет этот параметр с
координатой времени и поэтому не производит

замены  и . Параметризацию можно

отключить вызовом следующей функции:
Parametrization.deactivate(t)
# выводит сообщение о том включена ли
↪ автоматизация или нет
Parametrization.info()
Однако на работе функции Geodesic эта на-

стройка не сказывается, из-за чего требуется про-
извести некоторые дополнительные преобразо-
вания уже вручную.
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Прежде всего подставим  и  во все

уравнения. Первое уравнение принимает наибо-
лее простой вид:

(3)

а оставшиеся три уравнения будут иметь сле-
дующий вид:

В каждом из этих трех уравнений в качестве ле-
вой части выступает выражение (3), что дает воз-
можность заменить его на ноль. В результате по-
лучаем систему из трех уравнений следующего
вида:

(4)

В свою очередь данную систему уравнений
второго порядка можно преобразовать в систему
ОДУ первого порядка из шести уравнений с по-
мощью следующей замены переменных:

Тогда уравнения (4) приводятся к виду:
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Следует отметить, что аналогичная замена по-
лучается при решении уравнения эйконала [24]
методом характеристик [25–28].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье приведён алгоритм расчёта характери-
стик оптических приборов в рамках геометризо-
ванной теории Максвелла. Одним из основных
этапов расчётов является получение уравнения
геодезической и преобразование его в систему
обыкновенных дифференциальных уравнений,
пригодную для дальнейших вычислений. По-
скольку данная задача требует от исследователя
крайне кропотливых вычислений, то для её реше-
ния используется система компьютерной алгеб-
ры. В статье даётся сравнительный обзор не-
скольких систем компьютерной алгебры, предна-
значенных для решения задач общей теории
относительности. На примере одного такого па-
кета демонстрируются основные операции при
практическом исследовании в рамках геометри-
зованной теории Максвелла.
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