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Статья посвящена некоторым адаптивным методам для вариационных неравенств с относительно
гладкими и относительно сильно монотонными операторами. Отталкиваясь от недавно предложен-
ного проксимального варианта экстраградиентного метода для такого класса задач, мы детально ис-
следуем метод с адаптивно подбираемыми значениями параметров. Доказана оценка скорости схо-
димости этого метода. Результат обобщен на класс вариационных неравенств с относительно силь-
но монотонными -обобщенно гладкими операторами вариационного неравенства. Для задачи
гребневой регрессии и вариационного неравенства, связанного с параллелепипедно-симплексны-
ми играми, выполнены численные эксперименты, демонстрирующие эффективность предложен-
ной методики адаптивного подбора параметров в ходе реализации алгоритма.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Свойства относительной гладкости и относи-
тельной сильной монотонности для вариацион-
ных неравенств были введены довольно недавно в
[1] и [2] соответственно как аналоги свойств L-
гладкости и относительной сильной выпуклости
для минимизационных задач. В данной работе,
отправляясь от неадаптивного варианта прокси-
мального зеркального метода из [2], для относи-
тельно гладких относительно сильно монотон-
ных операторов детально исследован адаптивный
алгоритм такого типа, анонсированный ранее в
трудах конференции “OPTIMA-2022” [3]. Более
того, по аналогии с [1] рассмотрены и аналоги та-
кого подхода на классе вариационных неравенств
с относительно сильно монотонными и -обоб-

щенно гладкими операторами, получены оценки
качества выдаваемого решения, описывающие
влияние на него параметра .

Будем рассматривать задачу нахождения ре-
шения  (также называемого слабым решением)
вариационного неравенства

(1.1)

где Q – выпуклое замкнутое подмножество ,
. Предположим, что удовлетворяющее

(1.1) решение  существует.
Всюду далее будем предполагать, что нам до-

ступна некоторая выпуклая (вообще говоря, не
сильно выпуклая) дифференцируемая прокс-
функция d, порождающая расстояние, а также со-

δ

δ

δ

*x

∈
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ответствующая ей дивергенция (расхождение)
Брэгмана

(1.2)
В работе [4] выделен класс гладких задач относи-
тельно произвольной дивергенции Брэгмана (по-
рожденной необязательно сильно выпуклыми d)
и рассмотрен ряд примеров. Напомним следую-
щий аналог понятия относительной сильной вы-
пуклости функции [5] для вариационных нера-
венств [2].

Определение 1. Оператор g называется относи-
тельно -сильно монотонным, где , если для
всяких  верно неравенство

(1.3)
Поясним на следующем примере, почему от-

носительная сильная монотонность оператора
вводится именно согласно (1.3).

Пример 1. Если  – относительно
-сильно выпуклая дифференцируемая функция

(1.4)

то

(1.5)

После сложения двух последних неравенств получа-
ем 

Таким образом, неравенство (1.3) верно при g(x) =
= , где  – градиент f в точке x.

Относительно сильно выпуклые функционалы
возникают в самых разных ситуациях [5]. Рассмот-
рение таких задач на ограниченных допустимых
множествах естественно приводит к вариацион-
ным неравенствам с соответствующим предполо-
жением относительной сильной монотонности
оператора.

Пример 2. Параллелепипедно-симплексные игры.
Рассмотрим задачу централизованного решения ва-
риационного неравенства, связанного с параллеле-
пипедно-симплексными играми (box-simplex games)
[2] следующего вида:

(1.6)

где  – положительно определенная матри-
ца, а , где  – стандартный единичный сим-
плекс в пространстве . Параллелепипедно-сим-
плексные игры обобщают задачу -регрессии с парал-
лелепипедными ограничениями, имеющую следующий
вид:

− − ∇ − ( , ) := ( ) ( ) ( ), .V y x d y d x d x y x

μ μ > 0
∈,x y Q
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×∈ R
n nA

∈ Δnz Δn

R
n

∞

, где .
Приведенная задача эквивалентна задаче (1.1)

решения вариационного неравенства, если выбрать
для 

(1.7)

Оператор  монотонен, поскольку исходная седло-
вая задача (1.6) является выпуклой по y (при любом
z) и вогнутой по z (при любом y).

Рассмотрим оператор , его относительно
сильно монотонное приближение вида

(1.8)

где  – некоторые фиксированные пара-
метры с достаточно малыми положительными
значениями, а согласно [2] прокс-функция в (1.2) мо-
жет быть выбрана следующим образом:

где  и (⋅)2 действуют покомпонентно, ||A||∞ :=
:= .

Ясно, что введенный в (1.8) оператор в получен-
ной задаче решения вариационного неравенства –

 – сильно монотонный относительно вы-
бранной указанным выше способом прокс-функции
d. Поэтому к этой задаче можно непосредственно
применить алгоритм 1, что и будет сделано далее в
разделе экспериментов.

В качестве еще одного примера рассмотрим за-
дачу централизованной распределенной мини-
мизации эмпирического риска в предположении
схожести слагаемых [6].

Пример 3. Минимизация эмпирического риска.
Рассмотрим задачу централизованной распреде-

ленной минимизации эмпирического риска в предпо-
ложении схожести слагаемых [6],

(1.9)

в предположении, что исходные данные представля-
ют из себя набор из  выборок размера , каждая из
которых хранится на одном из  серверов. При этом
для достаточно большого  все  есть -сильно вы-
пуклые и L-гладкие (удовлетворяют условию Лип-
шица градиента с константой L > 0) функционалы,
которые можно считать статистически схожими

∞
∈ −

−
[ 1,1]

|| || ,min
ny

Ay b

∞|| || := max | |k kx x ∈1 2= ( , , , ) n
nx x x x R

:= ( , )x y z

+ − ˆ( ) := ( , ) .g x A z c b Ay

ĝ
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[6]. Такая схожесть может быть описана в виде
предположения [6] о том, что для всякого 

при всяком j для некоторого достаточно малого
. Здесь и далее  для евклидовой

нормы . При этом предполагается, что суще-
ствует центральный сервер (ему соответствует
функционал ), на который передается информа-
ция о градиентах  в текущей точке, но не переда-
ется информация о значениях . В [6] показано,
что при таком допущении можно ввести прокс-
функцию

(1.10)

и для соответствующей дивергенции Брэгмана
 функция  бу-

дет относительно 1-гладкой и относительно

-сильно выпуклой, т.е. для всяких 

верны неравенства

Это означает, что при  для задач миними-
зации эмпирического риска (целевой функционал L-
гладкий и -сильно выпуклый) можно улучшить
оценку

сложности неускоренного градиентного метода до

используя, по-прежнему, только информацию пер-
вого порядка.

Отметим, что при сопоставимых значениях па-
раметров  и  (этого ввиду малости  возможно
добиться, к примеру, регуляризацией задачи) такая
оценка близка к следующей оценке сложности уско-
ренных методов:

При этом на каждой итерации метода, выполняе-
мой центральным узлом, доступна информация о
градиенте целевого функционала F, но не доступна
информация о значении функционала F. Доступ-
ность информации о градиенте позволяет рассмат-
ривать поставленную задачу минимизации эмпири-
ческого риска как задачу отыскания решения вари-

x

∇ − ∇ ≤ γ2 2
2|| ( ) ( )|| ,jF x f x
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≤2

2 21
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A Ax
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2
d x f x x

− − ∇ − ( , ) = ( ) ( ) ( ),V y x d y d x d x y x F

μ
μ + γ2

∈,x y Q

≤ + ∇ −  +( ) ( ) ( ), ( , ),F y F x F x y x V y x

μ≥ + ∇ −  +
μ + γ

( ) ( ) ( ), ( , ).
2

F y F x F x y x V y x

γ ! L

μ

 
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1logLO
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11 log ,O

γ μ γ

 γ+ μ ε 
11 log .O

ационного неравенства с относительно гладким и
относительно сильно монотонным оператором

. Такой подход позволяет, в частности,
предложить метод с полной адаптивной настрой-
кой на параметр гладкости задачи (1.9), чего не
удалось добиться для метода в [6].

Статья состоит из введения, заключения и трех
основных разделов. В разделе 2 рассматривается
адаптивный алгоритм 1 для вариационных нера-
венств с относительно гладким и относительно
сильно монотонным оператором. Показано, что
увеличение количества отрешиваний вспомога-
тельных подзадач, вызванное адаптивностью, не-
критично влияет на количество итераций. Раздел 3
содержит обобщение результатов раздела 2 на
случай, когда оператор вариационного неравен-
ства удовлетворяет условию -обобщенной глад-
кости [1]. В разделе 4 приведены численные экспе-
рименты, демонстрирующие работоспособность
адаптивного подбора параметров для алгоритма 1.

2. АДАПТИВНЫЙ МЕТОД 
ДЛЯ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ

С ОТНОСИТЕЛЬНО ГЛАДКИМ СИЛЬНО 
МОНОТОННЫМ ОПЕРАТОРОМ

В этом разделе, отталкиваясь от недавно пред-
ложенного в работе [2] метода, мы рассмотрим
анонсированный в [3] алгоритм 1 без использова-
ния техники рестартов в случае относительно
гладкого сильно монотонного оператора. Напом-
ним, что оператор  называется L-гладким, если
при любых  справедливо следующее не-
равенство

(2.1)

где  – это дивергенция Брэгмана.

Алгоритм 1. Адаптивный метод первого порядка
для вариационных неравенств с относительно
сильно монотонными операторами

Require: 

1: 

2: for  do

3: Найти наименьшее целое  такое, что

(2.2)

где , и

(2.3)

∇=g F

δ

g
∈, ,x y z Q

 − −  ≤ +( ) ( ), ( , ) ( , ),g y g z x z LV x z LV z y

⋅ ⋅(, )V

∈ μ ⋅ ⋅ ⋅0 0, > 0, > 0, ( ), (, ).x Q L d V

∈0 = argmin ( ).u Qz d u

≥ 0k

≥ 0ki

( )
+

+ +
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≤ +
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1 1

( ) ( ),
( , ) ( , ) ,
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1
1 = 2 ki

k kL L

∈ +

 + 
 1
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y Q k
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(2.4)

4: end for
Ensure: zk.

Теорема 1. Пусть g – -относительно сильно
монотонный оператор и  – точное решение вари-
ационного неравенства (1.1). Тогда для алгоритма 1
верно следующее неравенство:

(2.5)

Если, кроме этого, , то имеет место нера-
венство

(2.6)

Доказательство. Для wk и , в (2.3) и
(2.4) имеем

(2.7)

и

(2.8)

После сложения (2.7) и (2.8) получим

Используя неравенство (2.2), имеем

следовательно

Таким образом,
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или

Далее, по рекурсии

Учитывая, что , получаем

Замечание 1. Предложенный подход позволяет
настраиваться на подходящие локальные парамет-
ры  ( ) на итерациях алгоритма 1. Однако
при этом возможно увеличение числа обращений к
вспомогательной подпрограмме п. 3 листинга. Тем
не менее можно показать, что такое увеличение
некритично. Действительно, ясно, что при условии

 имеем . Тогда  (где
ik – количество вспомогательных шагов п. 3 ли-
стинга алгоритма 1 на k-й итерации). Далее, мы

получаем , откуда

(2.9)

С другой стороны,

(2.10)

откуда получаем

(2.11)

Это означает, что среднее количество обращений к
п. 3 листинга алгоритма 1 сопоставимо с общим ко-
личеством итераций N. Если вместо  мож-
но допустить лишь  для некоторой C > 0, то
это приведет лишь к изменению констант в рас-
суждениях выше, а принципиальный вывод сохра-
нится.

Для примера 1 замечание 2 означает, что адап-
тивность не может привести к резкому росту чис-
ла коммуникаций центрального узла сети с пери-
ферийными.

3. ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТА НА ЗАДАЧИ 
С δ-ОБОБЩеННЫМ УСЛОВИЕМ 

ГЛАДКОСТИ ОПЕРАТОРА 
ВАРИАЦИОННОГО НЕРАВЕНСТВА

В этом разделе мы детально обоснуем анонси-
рованные в [3] теоретические результаты для двух
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вариантов алгоритма 1 в случае, когда оператор g
удовлетворяет следующему условию обобщенной
гладкости:

(3.1)

для некоторого фиксированного  при произ-
вольных . Параметр  указывает на воз-
можность применения рассматриваемых подходов
на классе задач с обобщенным свойством относи-
тельной гладкости для вариационного неравен-
ства. Например, такое обобщение позволяет при-
менять рассматриваемую в этой статье методику к
вариационным неравенствам с некоторыми ти-
пами нелипшициевых операторов и седловым
задачам с некоторыми типами обобщенно глад-
ких функционалов. Более подробно мотивирую-
щие примеры приведены в статье [1] и докладе на
конференции [3].

Рассмотрим следующий алгоритм 2 и докажем
для него следующий результат, анонсированный
в [3].

Алгоритм 2. Адаптивный метод для вариационных
неравенств с -обобщенно гладкими и относи-
тельно сильно монотонными операторами

Require: 

1: .
2: for  do

3: Найти наименьшее целое  такое, что

(3.2)

где , и

(3.3)

(3.4)

4: end for
Ensure: zk.

Теорема 2. Пусть g – -относительно сильно
монотонный оператор и  – точное решение вари-
ационного неравенства (1.1). Тогда для алгоритма 2
справедливо следующее неравенство:

 − −  ≤ + + δ( ) ( ), ( , ) ( , )g y g z x z LV x z LV z y

δ > 0
∈, ,x y z Q δ
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(3.5)

Доказательство. Для wk и  при всяких 
из (3.3) и (3.4) получаем, что

(3.6)

и

(3.7)

После сложения (3.6) и (3.7) получим

Используя неравенство (3.2), получим

следовательно

Таким образом,

или

Далее, применяя рекурсию по  в последнем не-
равенстве, приходим к требуемому неравенству
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Рассмотрим еще одну вариацию алгоритма 1
для вариационных неравенств с -обобщенно
гладкими операторами. За счет модификации
критерия выхода из итерации этот подход позво-
ляет улучшить оценку качества выдаваемого ме-
тодом решения в части влияния на него значения
параметра .

Алгоритм 3. Вариант адаптивного метода для вари-
ационных неравенств с -обобщенно гладкими и
относительно сильно монотонными операторами

Require: 
1: 
2: for  do

3: Найти наименьшее целое  такое, что

(3.8)

где , и

(3.9)

(3.10)

4: end for
Ensure: zk.

Для алгоритма 3 докажем следующий резуль-
тат, анонсированный в [3].

Теорема 3. Пусть g μ-относительно сильно мо-
нотонный оператор и  – точное решение вариа-
ционного неравенства (1.1). Тогда для алгоритма 3
справедливо следующее неравенство:

(3.11)
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Если, кроме этого, , то имеет место нера-
венство

(3.12)

Доказательство. Для wk и  при всяких 
из (3.9) и (3.10) получаем, что

(3.13)

и

(3.14)

После сложения (3.13) и (3.14) получим

Используя неравенство (3.8), получим

или

откуда

Далее, если , то для всякого натураль-
ного i верно , получаем

что и требовалось.

4. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
В данном разделе для иллюстрации работоспо-

собности предложенной выше методики приве-
дем результаты вычислительных экспериментов
по применению алгоритма 1 к различным зада-
чам.
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Программы для проведения экспериментов
были реализованы на Python 3.4, все эксперимен-
ты проводились на компьютере с процессором
Intel(R) Core(TM) i7-8550U CPU (1.80GHz, 4 яд-
ра, 8 потоков). Оперативная память компьютера
составляла 8 ГБ.

1) Первой была рассмотрена задача решения
вариационного неравенства, связанная с парал-
лелепипедно-симплексными играми и описан-
ная в примере 2. Фигурирующие в постановке за-
дачи данные были сгенерированы случайно сле-
дующим образом: , Bij есть независимые
случайные величины с равномерным распределе-
нием вероятностей на [0, 0.001],  – с рав-
номерным распределением вероятностей на [0, 1].

К задаче размерности n = 200 с парами коэф-
фициентов  и , 
были применены алгоритм 1, соответствующий
неадаптивный вариант [2] и обычный экстрагра-
диентный метод. Начальная точка выбиралась
случайным образом, была одинаковой для всех
запусков и имела компоненты с равномерным
распределением вероятностей на [0, 1].

Результаты сравнения алгоритмов показаны
на рис. 1. В качестве метрики качества для по-
строения кривых сходимости используется зазор,
определенный как

и вычисляемый приблизительно с использовани-
ем реализации солвера SLSQP из библиотеки
scipy. Из рис. 1 видно, что предлагаемый адаптив-
ный алгоритм сходится заметно быстрее как сво-
его неадаптивного варианта алгоритма 1 с посто-
янным шагом, так и классического экстрагради-
ентного метода.

2) Далее, рассмотрена распределенная центра-
лизованная задача гребневой регрессии [7], име-
ющая структуру (1.9) для

(4.1)

для некоторого . Таким образом, каждый
агент j владеет в качестве локальных данных мат-
рицей  и вектором . Данные были
сгенерированы случайно в соответствии со следу-
ющими законами:  для каждого 
имеет компоненты с экспоненциальным распре-
делением вероятностей с коэффициентом мас-
штаба 1 (в данном случае ) и со стандартным
распределением Коши (тогда параметр схожести
слагаемых  в (4.1)), а элементы  – с
равномерным распределением вероятностей на
[0, 1]. В качестве множества  выберем евклидов
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∈ R, nb c

−μ μ 2= = 10z y
−μ 2= 10z

−μ 6= 10y
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−
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Q

-шар в  с центром в  и радиусом 1. Вслед
за [6] выберем в качестве прокс-функции

где  оценивает сверху спектральную норму раз-
ности  (ее наибольшее собствен-
ное значение) [6].

Алгоритм 1, так же как соответствующий ему
неадаптивный вариант с постоянным шагом и
метод зеркального спуска [6], который имеет сле-
дующий вид:

(4.2)

в качестве начальной точки имел x0 =

= , а коэффициенты в задаче
были зафиксированы в следующих значениях:

 .
Результаты сравнения алгоритмов представле-

ны на рис. 2. Построенные кривые сходимости
отображают изменение значения целевой функ-

ции  с увеличением числа ите-

раций алгоритма 1. Из рис. 2 могут быть сделаны
следующие наблюдения. Во-первых, среди под-
ходов, основанных на сведении задачи распреде-
ленной оптимизации к задаче решения вариаци-
онного неравенства, адаптивный алгоритм 1 схо-
дится за существенно меньшее число итераций,
чем его неадаптивный вариант. Во-вторых, оба

2 R
n ∈ R0 n
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Рис. 1. Результаты эксперимента по сравнению c ал-
горитмом 1 (Alg. 1) с соответствующим неадаптив-
ным (EG) и классическим экстраградиентным (CEG)
методами для задачи (1.1), (1.8) с  (сплошная
линия) и  (пунктир).
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соответствующих алгоритма уступают в эффек-
тивности подходу, решающему непосредственно
исходную задачу оптимизации: можно видеть, что
метод зеркального спуска наиболее эффективен
среди подходов, примененных к рассмотренной за-
даче. Заметим также, что в наших экспериментах
выбор параметра  меньший, чем то предписано
теоретической оценкой схожести функционалов,
приводил к хорошей сходимости именно иссле-
дуемого нами алгоритма 1 для вариационных не-
равенств. При этом оказалось, что наблюдалась
расходимость соответствующего ему неадаптив-
ного метода и метода зеркального спуска (4.2).
Представляется, что отмеченные факты интерес-
но исследовать дополнительно. На данный мо-
мент основной задачей была демонстрация пре-
имуществ адаптивного подбора шага в алгоритме
1 по сравнению с известным ранее его неадаптив-
ным вариантом [2].

γ

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследован адаптивный метод (алго-

ритм 1) решения вариационных неравенств с от-
носительно гладкими и относительно сильно мо-
нотонными операторами. Получена оценка ско-
рости сходимости рассматриваемого метода с
использованием адаптивно подбираемых пара-
метров. В частности, это дает возможность при-
менять подход и полученные результаты к доста-
точно популярному классу выпукло-вогнутых
седловых задач вида (  и  – выпуклые замкну-
тые множества)

с соответствующими предположениями о гладко-
сти функционала f:

,  и норма ||⋅||2 евклидова.
Алгоритм 1 позволяет реализовать адаптивную на-
стройку на все параметры гладкости  > 0.

При этом показано (замечание 1), что допол-
нительные процедуры адаптивного подбора пара-
метров в исследованных выше алгоритмах не
приводят к резкому росту сложности метода. Рас-
смотрено приложение к адаптивному методу для
задач централизованной распределенной опти-
мизации (задача минимизации эмпирического
риска из примера 1) со схожестью слагаемых.

Также исследована более общая ситуация, ко-
гда оператор вариационного неравенства удовле-
творяет условию -обобщенной гладкости [1] (в
статье [1] рассматривался случай класса только
монотонных операторов). В этой связи рассмот-
рен алгоритм 2, получен соответствующий ре-
зультат о сходимости и описано влияние парамет-
ра  на качество выдаваемого решения. Проведе-
ны численные эксперименты по реализации
алгоритма 1 для решения следующих задач: рас-
пределенная централизованная задача гребневой
регрессии со схожестью функций-слагаемых и за-
дача решения вариационного неравенства, связан-
ного с параллелепипедно-симплексными играми.
Представляется, что выполненные эксперименты
продемонстрировали достаточно хорошую эффек-
тивность алгоритма 1.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа над разделом 2 выполнена при частичной
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xQ yQ

∈ ∈
( , )maxmin

x yx Q y Q
f x y

∇ − ∇ ≤ −1 2 2 1 2 2|| ( , ) ( , )|| || || ,x x xxf x y f x y L x x

∇ − ∇ ≤ −1 2 2 1 2 2|| ( , ) ( , )|| || || ,x x xyf x y f x y L y y

∇ − ∇ ≤ −1 2 2 1 2 2|| ( , ) ( , )|| || || ,y y xyf x y f x y L x x

∇ − ∇ ≤ −1 2 2 1 2 2|| ( , ) ( , )|| || || ,y y yyf x y f x y L y y

∀ ∈1 2, , xx x x Q ∈1 2, , yy y y Q

, ,xx xy yyL L L

δ

δ

Рис. 2. Результаты эксперимента по сравнению алго-
ритма 1 (Alg. 1) с соответствующим неадаптивным
методом (EG) и методом зеркального спуска (MD)

для задачи (1.9), (4.1) с   (сверху) и

  (снизу).
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The article is devoted to some adaptive methods for variational inequalities with relatively smooth and rela-
tively strongly monotone operators. Based on the recently proposed proximal version of the extragradient
method for this class of problems, we study in detail the method with adaptively selected parameter values.
An estimate for the rate of convergence of this method is proved. The result is generalized to a class of varia-
tional inequalities with relatively strongly monotone δ-generalized smooth variational inequality operators.
For the problem of ridge regression and variational inequality associated with box-simplex games, numerical
experiments were performed demonstrating the effectiveness of the proposed method of adaptive selection of
parameters during the running of the algorithm.
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