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Поиск равновесия в двухстадийной модели транспортных потоков сводится к решению специаль-
ной негладкой задачи выпуклой оптимизации с двумя группами разных переменных. Для числен-
ного решения данной задачи в статье предложено использовать ускоренный блочно-покомпонент-
ный метод Нестерова–Стиха со специальным выбором вероятностей блоков на каждой итерации
(одного из двух). Теоретические оценки сложности такого подхода могут заметно улучшать оценки
используемых ранее подходов. Однако в общем случае не гарантируют более быстрой сходимости.
В статье проведены численные эксперименты с предложенными алгоритмами.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Многостадийная модель транспортных пото-

ков является основой любого современного паке-
та транспортного моделирования крупных мега-
полисов [1, 2]. В основе таких (многостадийных)
моделей лежат задачи выпуклой оптимизации
(блоки), последовательное решение (прогонка)
которых (по циклу) приближает к искомому рав-
новесному распределению [1–3]. Альтернатив-
ный путь – попробовать найти такую общую за-
дачу выпуклой оптимизации, решение которой
давало бы искомое равновесие [3]. Альтернатив-
ный путь, по-видимому, впервые был предложен в
1976 году С.П. Эванс [4]. А в современном варианте
обоснован в работах А.В. Гасникова и Ю.Е. Несте-
рова с соавторами [5, 6].

Современные численные методы решения за-
дачи выпуклой оптимизации, возникающей при
альтернативном подходе базируются на сочета-
ниях ускоренного универсального метода Нестеро-
ва (по группе переменных, отвечающих затратам на
ребрах/дорогах) и метода балансировки Брэгмана–
Шелейховского по матрице корреспонденций.
Этот подход вполне успешно работает на практике
[7, 8]. Однако, метод совершенно контринтуитивен
(“не физичен”) по своей сути. В реальной жизни в
медленном времени меняется матрица корреспон-
денций, а в быстром времени под эти изменения
подстраиваются затраты на ребрах [6]. В числен-
ном методе все происходит ровно наоборот.

В настоящей статье предложен “физичный”
численный метод решения той же самой задачи, в
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котором блок балансировки Брэгмана–Шелей-
ховского заменяется блоком ускоренного метода
Нестерова. Точнее говоря, для решения задачи
предлагается использовать специальную версию
ускоренного блочно-покомпонентного метода
Нестерова–Стиха [9] со специальным способом
выбора вероятностей блоков (одного из двух).1

Отметим, что исходная задача выпуклой опти-
мизации не является гладкой, поэтому, предвари-
тельно потребуется либо ее сгладить, т.е. рассмат-
ривать, так называемые, стохастические равнове-
сия в блоке равновесного распределения потоков
по путям [10], либо использовать универсальный
вариант метода Нестерова–Стиха [11], который
сам настраивается на гладкость задачи.

2. ДВУХСТАДИЙНАЯ МОДЕЛЬ И min min 
ЗАДАЧА ВЫПУКЛОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
Данный раздел не является оригинальным во

многом базируется на существующей литературе,
в частности, на [7, 12].

Основные определения и обозначения. Будем
рассматривать замкнутую транспортную систему,
описываемую графом , где  – множе-
ство вершин ( ), а  – множество ребер
( ). Обозначим ребра графа через .
Транспортный граф G считается известным.

Часть вершин  (origin) являются источ-
никами корреспонденций, а часть стоками кор-
респонденций  (destination). Точнее говоря,
вводится множество пар (источник, сток) корре-
спонденций . Сами корреспонден-
ции будем обозначать через , где . Как

правило  [5]. Не ограничивая общности,
будем далее считать, что . Множе-
ство пар OD считается известным. Корреспон-
денции – не известны! Однако известны (заданы)
характеристики источников и стоков корреспон-
денций. То есть известны величины , 

(1)

Заметим, что . Условие (8)
будем также для краткости записывать в виде

.
Обозначим через  – функцию затрат (на-

пример, временных) на проезд по ребру (участку
дороги) e, если поток автомобилей на этом участ-

1 Отметим, что хотя статья Нестерова–Стиха вышла в 2017
году, впервые этот метод был доложен ими на конферен-
ции, посвященной 80-летию Б.Т. Поляка в мае 2015 года.
Это важно в контексте приоритета Нестерова–Стиха, по-
скольку почти в то же время, но чуть позже появились
близкие работы [11, 13].
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∈ ( , )d l w
τ ( )e ef

ке fe. Функции  считаются заданными, на-
пример, таким образом: [3, 14, 15]

(2)

где  – время прохождения ребра e, когда участок
свободный (определяется разрешенной скоро-
стью на данном участке), а  – пропускная способ-
ность ребра e (определяется полосностью: [пропуск-
ная способность]  [число полос] * [2000 авт/час] и
характерстиками перекрестков). Считается, что
эти характеристики известны [16]. Параметр

 – BPR-функции [15], но допускается и
 – модель стабильной динамики [3, 5, 14,

17, 18]. Параметр  также считается задан-
ным.

Полезно также ввести  – (временные) затра-
ты на прохождения ребра e. Согласно вышенапи-
санному . По этим затратам 
можно определить затраты на перемещение из
источника  в сток  j по кратчайшему пути:

(3)

где p – путь (без самопересечений – циклов) на
графе (набор ребер),  – множество всевозмож-
ных путей на графе, стартующих из источника  и
заканчивающихся в стоке , , если ребро 
принадлежит пути p и  – иначе.

Далее также будет полезен вектор  –
вектор распределения потоков по путям, где P =
= . Заметим, что  или в

матричном виде , где .
Энтропийная модель расчета матрицы корре-

спонденций.
Под энтропийной моделью расчета матрицы

корреспонденций  понимается описанный
далее (см. задачу (4)) способ вычисления набора
корреспонденций  по известной матри-
це затрат . Этот способ заключается в
решении задачи энтропийно-линейного про-
граммирования (ЭЛП), которую можно пони-
мать, как энтропийно-регуляризованную транс-
портную задачу

(4)

где параметр  считается известным [3, 14, 19, 20].
Относительно выбора этого параметра, см. [3, 5].
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Модели равновесного распределения транспорт-
ных потоков по путям.

Матрица корреспонденций  порож-
дает (вообще говоря, неоднозначно) некий век-
тор распределения потоков по путям x. Неодно-
значность заключается в том, что балансовые
ограничения, которые возникают на :

как правило, не определяют вектор x однозначно.
Вектор x, в свою очередь, порождает вектор пото-
ков на ребрах, , который, в свою очередь,
порождает вектор (временных) затрат на ребрах

. На основе последнего вектора
уже можно рассчитать матрицу затрат на кратчай-
ших путях . Собственно, модель
равновесного распределения потоков это форма-
лизация принципа Нэша–Вардропа о том, что в
равновесии каждый водитель выбирает для себя
кратчайший путь [3, 14, 15]. Другими словами, ес-
ли для заданной корреспонденции  из-
вестно, что (условие комплиментарности)

Задача поиска равновесия сводится, таким обра-
зом, к поиску такого вектора , который
бы порождал такие затраты , что
выполняется условие комплиментарности. В на-
писанном выше виде искать равновесный вектор

 представляется сложной задачей, сводя-
щейся к решению системы нелинейных уравне-
ний. Однако, в данном случае (рассматривается
потенциальная игра загрузки) можно свести по-
иск равновесия к решению задачи выпуклой оп-
тимизации

(5)

Решение задачи дает модель вычисления вектора
потока на ребрах при заданной матрице корре-
спонденций  [3, 5, 14, 15].

Отметим, что подобно (4) можно искать не
равновесия Нэша–Вардропа, а стохастические
равновесия. Это приводит к дополнительному
энтропийному слагаемому в (5) [3, 5, 10, 14]

(6)

Хотя в данной статье планируется все-таки рабо-
тать с равновесиями Нэша–Вардропа, регуляри-
зованная задача (6) нам понадобится, для того,
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z dz x x d

чтобы сгладить итоговую задачу выпуклой опти-
мизации, отвечающую двухстадийной модели.

В дальнейшем нам понадобится (двойствен-
ная) переформулировка задач (5), (6). Введем

(выпуклые) функции , и обозна-

чим сопряженные к ним функции через  =
= . Например, для BPR-
функции (2) , при

 и  при  [5]. Тогда (дета-
ли см. в [3, 5])

(7)

Здесь  означает область определения функ-
ции .

Примечательно, что задача (5) имеет самосто-
ятельный и вполне содержательный вывод [17].
А именно, с одной стороны,  или fe =

=  (уравнение состояния транс-

портного потока: чем больше поток по ребру, тем
больше времени требуется на прохождение реб-
ра), с другой стороны принцип Нэша–Вардропа
(условие комплиментарности), по сути означает,
следующее , где  означает
субдифференциал. Осталось заметить, что прин-
цип Ферма (в субдифференциальной форме) для
задачи (7) как раз и соответствует двум выписан-
ным соотношениям.

Аналогично можно построить двойственную
задачу и к задаче (6) (см. также (11))

(8)

где .

Теорема 1. Функция  имеет константу
Липшица градиента в 2-норме равную , где  –
число ребер в самом длинном пути из Pij.

Кроме того, 
Доказательство. Первое утверждение следует

из [10]. Второе из [21].
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Двухстадийная модель. Стандартный способ
поиска равновесий в многостадийных транспорт-
ных моделях предполагает последовательную
прогонку (отрешивание) двух блоков (двух задач)
(4) и (5). Из решения (4) находим зависимость
d(T), а из решения (5) находим зависимость

. Неподвижная точка такой прогон-
ки и будет искомым равновесием. На практике
именно такая процедура обычно и реализуется
[1–3]. Однако, чтобы такая процедура сходилась
на практике часто необходимо достаточно удачно
выбрать точку старта. Более надежный числен-
ный способ поиска равновесия в двухстадийной
модели заключается в том, чтобы посмотреть на
задачи (4) и (5) (точнее, лучше использовать
двойственное представление (7)), и попытаться
объединить эти две задачи оптимизации в одну
седловую задачу, учитывая их структуры (здесь
для краткости соответствующие композитные
члены в функционалах задач (4) и (7) были обо-
значены  и , ну а общая часть (зависящая от пе-
ременных  и ) обозначена через ):

Совместное решение этих двух задач можно найти
из решения седловой (выпукло-вогнутой) задачи

которую, в свою очередь, можно переписать как
(теорема фон Неймана–Сиона–Какутани)

И уже для последней седловой задачи можно по-
строить двойственную по части переменных d.
В результате получается задача (вогнутой) опти-
мизации с двумя блоками переменных:  и блок
двойственных переменных для d (множители
Лагранжа к ограничениям ). Действи-
тельно, возникающую седловую задачу

можно переписать в виде

Вспомогательную задачу минимизации можно
представить через двойственную к ней:
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Обратим внимание, что добавленное по d ограни-
чение  тавтологично, поскольку
следует из . Тем не менее, удобнее его до-
бавить, чтобы при взятии min получалась равно-
мерно гладкая функция (типа softmax), а не сумма
экспонент, имеющая неограниченные константы
гладкости [3]. Множители  и  являются двой-
ственными множителями (множителями Лагран-
жа) к ограничениям  (см. (1)), которые за-
носятся в функционал (ограничения  = 1;

 не заносятся в функционал). Заметим, что
если  – решение задачи (9), то2

 – также будет
решением задачи, т.е. решение задачи (9) не
единственное [3]. Заметим также, что, зная ,
можно посчитать матрицу корреспонденций [3]:

(10)

Записывая в обратном порядке цепочку ра-
венств (7), получаем, что прямая задача для двой-
ственной задачи (9) имеет вид

(11)

Для решения (двойственной) задачи выпуклой
оптимизации (но, вообще говоря, негладкой, по-
скольку функции  – негладкие) можно ис-
пользовать субградиентные методы. А именно,
субградиент (далее обозначаем (супер-)субгради-
ент таким же символом, как и градиент ) целе-
вого функционала по  (стоящего под миниму-
мом) (9) можно посчитать по формуле Демьяно-
ва–Данскина (см., например, [3]):

2 Здесь Cλ и Cμ – произвольные числа.
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(12)

где, как и ранее,  – обратная функция к .

3. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ ПОИСКА РАВНОВЕСИЯ 

В ДВУХСТАДИЙНОЙ МОДЕЛИ

Перепишем задачу (9) (убрав знак минус) в не-
много более компактном виде

(13)

где через  мы обозначили двойственную
функцию со знаком минус.

Данная задача имеет ярко выраженную блоч-
ную min min структуру. В частности, задача

(14)

по блоку переменных  может быть довольно
эффективно решена методом альтернированных
направлений [22] (балансировка Брэгмана–Ше-
лейховского–Синхорна) или его ускоренным ва-
риантом [23] с достаточно высокой точностью
[24]. При этом по  задача негладкая и ее предла-
гается решать (см., например, [8]) универсаль-
ным ускоренным методом Нестерова [25, 26], ко-
торый сам настраивается на гладкость задачи.
При таком подходе число итераций определяется,
по сути, только гладкостью (Липшицевостью) за-
дачи (13). А стоимость итерации определяется со-
гласно (12) сложностью метода альтернированных
направлений (с учетом возможностей теплого стар-
та метода) и (параллельным!) вычислением (с по-
мощью алгоритма Дейкстры или Беллмана–Фор-
да) субградиента по . Такой подход эффективен,
если сложность метода альтернированных на-
правлений меньше сложности вычисления суб-
градиента по  [3]. Однако такой метод, как уже
отмечалось во введении, контринтуитивен, по-
скольку не соответствует реальному процессу
формирования равновесия в двухстадийной мо-
дели “в жизни” [6].

Альтернативным способом решения задачи (13)
является двойственное сглаживание (по Ю.Е. Не-
стерову [21]) функций  =
=  – см. теорему 1. Итак,
рассмотрим задачу
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(15)

Теорема 2. Решение выпуклой задачи (15) с точ-
ностью  по функции будет решением выпуклой
задачи (9) с точностью  по функции, если

Более того, первое слагаемое (softmax) целевой
функции в (15) имеет константу Липшица в 2-нор-
ме по  равную  ( ) и констан-
ту Липшица градиента в 2-норме по  равную

. При это по  аналогичные
константы будут равны, соответственно, 2 и 1/γ.

Доказательство. Первое утверждение следует
из теоремы и свойства функции softmax – кон-
станта Липишица в -норме равна , см. также
раздел 2.2.7 [3]. Второе утверждение следует из
Замечания 1.4.4 [3] и [21, 23].

Теорема 2 дает инструмент для использования
ускоренного композитного3 блочно-покомпо-
нентного метода [9, 11, 13] с двумя блоками (  и

) или тремя блоками ( ,  и ). Строго гово-
ря, методы, приведенные во всех трех работах, не
являются композитными. Однако нужное обоб-
щение получается стандартным образом [26]. От-
метим, что у всех методов из перечисленных статей
есть гиперпараметр, который разумно выбирать та-
ким образом, чтобы вероятности выбора соответ-
ствующих блоков были пропорциональны отвеча-
ющим этим блокам константам Липшица градиен-
та целевой функции по группе переменных,
входящих в блок. Такой способ выбора вероятно-
стей приводит к полному расщеплению оракульных
сложностей по блокам [27]. В теоретическом плане
это может привести к существенному сокраще-
нию объема вычислений по сравнению с кон-
тринтуитивным подходом.4

3 Композитом будут все слагаемые в (15) кроме первого не-
тривиального слагаемого – softmax. Для ряда конкретных
функций  (в том числе, порожденной BPR-функция-
ми затрат) композитность важна, потому что  может
иметь неограниченную константу Липшица производной.

4 Тут сложно говорить точно, потому что сложность универ-
сального ускоренного метода варьируется от сходимости
обычного ускоренного метода в гладком случае (оптими-
стичный сценарий) до скорости сходимости субградиент-
ного метода в негладком случае (пессимистичный сцена-
рий) [26]. В частности, при пессимистичном сценарии

число вычислений  пропорционально , в то вре-
мя как в новом подходе аналогичных по сложности вычис-

лений  потребуется , где ε – же-
лаемая по функции точность решения задачи.
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Недостатком нового подхода является возник-
новение дополнительного фактора  в

оценке сложности числа вызовов оракула .
Для сетей типа Манхэттенских этот множитель
может быть порядка корня из числа ребер графа
транспортной сети, что может нивелировать вы-
игрыш от возможно лучшей зависимости оценки
сложности от . Также вычисление  хотя и
сопоставимо в теории по сложности со сложно-
стью вычисления  [10], но требует во многом
самостоятельной реализации, т.е. тут сложнее вос-
пользоваться готовыми пакетами [3]. Зато, как не-
сложно проверить, новый подход будет соответ-
ствовать реальной хронологии событий, то есть бу-
дет “физичным” (“интуитивно” более понятным).

Перечисленные недостатки могут быть устра-
нены, если, следуя [11], решать исходную задачу
(15) универсальным ускоренным блочно-поком-
понентным методом. Строго говоря, теоретиче-
ского обоснования такого метода на данный мо-
мент не известно, однако по аналогии с универ-
сальным ускоренным методом Нестерова можно
написать и соответствующую блочно-покомпо-
нентную версию [9, 11, 13]. Полученный в резуль-
тате метод остается “физичным”, но наследует
хорошее свойство адаптивной настройки на па-
раметры гладкости от “нефизичного” метода.

В заключение этого раздела отметим, что все пе-
речисленные подходы по своей структуре являются
прямо-двойственными. Это означает, что существу-
ет эффективный способ вычисления d и f  по гене-
рируемым последовательностям точек  [3, 8].

Подробнее о рассмотренных методах и их ра-
боте на практике будет написано в следующем
разделе.

4. ОСНОВНЫЕ АЛГОРИТМЫ
И СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ИХ РАБОТЫ

Для проведения сравнительного анализа были
рассмотрены и имплементированы несколько
различных алгоритмов оптимизации, а именно:

 USTM [28] – ускоренный метод подобных
треугольников;

 USTM + Sinkhorn(балансировка Брэгмана–
Шелейховского–Синхорна, описанная выше)
[29] – ускоренный метод подобных треугольни-
ков для функции  (14) и отрешивание задачи
по  и  с помощью алгоритма Синхорна;

 ACRCD* [30] – ускоренный, адаптивный по-
компонентный метод оптимизации.

Стоит отметить, что, классический USTM, хотя
ранее и не применялся в таком виде для поиска рав-
новесий в транспортной сети, ввиду своей естествен-
ности был взят именно в качестве “бейзлайна”.

Алгоритм USTM

Листинг алгоритма USTM (Universal Method of
Similar Triangles) для минимизации произвольной
выпуклой, непрерывной по Липшицу функции 
приведен в Алгоритме 1. При этом мы использо-
вали следующие обозначения

Алгоритм 1. Универсальный метод подобных тре-
угольников

Input: , стартовая точка t0, точность 

1:  , , 
2:  repeat

3:  
4:  while true do

5:   

6:  

7:  

8:  

9:  if 

 then

10:  break
11:  else

12:
13:  end if
14:  end shile
15:  
16: until Критерий остановки не выполнен

В этой статье алгоритмом USTM обозначается
Алгоритм 1, примененный к функции .
Градиент функции  по переменной t вы-
числяется по формуле (12), градиент по перемен-
ным  вычисляется напрямую.

Алгоритм USTM-Sinkhorn
Алгоритмом USTM-Sinkhorn мы называем Ал-

горитм 1, примененный к функции . Основ-
ное отличие USTM-Sinkhorn от классического
USTM – использование Алгоритма 2 (Синхорна)
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для решения задачи по  и . Градиент функции
 при этом считается так же по формуле (12),

куда в качестве  и  подставляются значения,
найденные “Синхорном”.

Алгоритм 2. Алгоритм Синхорна

1:  
2:  
3: repeat
4: if k mod 2 = 0 then

5:  

6:  
7: else

8:  

9:  
10: end if
11: 
12: until Критерий остановки не выполнен

Одна итерация алгоритма Синхорна имеет
арифметическую сложность, примерно равную
арифметической сложности вычисления гради-
ентов двойственной функции по  и .

Алгоритм ACRCD*
Опишем вариант ускоренного покомпонент-

ного метода (Accelerated by Coupling Randomized
Coordinate Descent – ACRCD) на базе специаль-
ного каплинга покомпонентных вариантов ПГМ
(Grad) и МЗС (Mirr) ( ), см. Алгоритм 3.

Определим

где  – евклидова проекция вектора  на
множество Q,  – градиент по -му блоку пере-
менных (компонент),  – константа Липшица
градиента ,  – количество блоков пере-
менных. В нашем случае n = 2, блоками перемен-
ных являются  и .

В ACRCD* количество вычислений градиен-
тов по каждому блоку обратно пропорционально
гладкости функции по этому блоку переменных.
Так как функция  негладкая по блоку пе-
ременных  и гладкая по , при правильной
инициализации констант  метод будет делать
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больше вычислений градиентов по , чем по 
(см Раздел 5), что противоположно поведению
алгоритма USTM + Sinkhorn, и в то же время со-
гласуется с механизмом установления равновесия
в реальной жизни: потоки на путях f (и времена
проезда ) меняются чаще, чем корреспонденции

 (и “привлекательности” районов ).

Алгоритм 3. ACRCD*

Input: , , , стартовая
точка .

1: , .

 2: 
3: repeat

 4:  

5:  
6:  Выбрать  с вероятностью

7: 

8:  

9:  
10: until Критерий остановки не выполнен

Численные эксперименты
Для сравнения эффективности на практике,

перечисленные алгоритмы применялись к задаче
поиска равновесия двухстадийной модели на
транспортных сетях городов Anaheim и Sioux-Falls
[16]. Параметр  энтропийной модели (формула
(4) и последующие) был принят равным 10, что по
порядку соответствует типично используемым на
практике значениям (это важно, потому что ско-
рость сходимости алгоритма Синхорна сильно за-
висит от величины этого параметра). Например, в
таком случае энтропийная модель эквивалентна
гравитационной модели расчета матрицы корре-
спонденций с функцией тяготения 
[31], если затраты на межрайонные перемещения

 выражены в минутах.
Для оценки сходимости алгоритмов использо-

валась следующая метрика:

(16)

где  – оптимальные значения  и  с мини-

мальной нормой (в экспериментах использова-

t λ μ,

t
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лись значения  и , полученные на последней
итерации), а gap – зазор двойственности – опре-
деляется как разность значений прямой (11) и
двойственной (13) функций:

Такая метрика позволяет учесть оба признака
неоптимальности решения: нарушение ограни-
чений и разницу между значением функции в те-
кущей точке и ее оптимальным значением, кото-
рая оценивается сверху зазором двойственности.

Введение масштабирующего множителя  у

слагаемого, равного норме невязки по ограниче-
ниям, позволяет сравнивать между собой невязки
по значению функции и по нарушению ограниче-
ний. Обоснованием такого выбора множителя
является прямодвойственный анализ метода гра-
диентного спуска, см (4.13) в [32].

Результаты экспериментов приведены на рис. 1, 2,
также доступен код вычислительных экспери-
ментов [33].

По рис. 1 видно, что алгоритм USTM + Sink-
horn показал наилучший результат, хотя ему тре-
буются дополнительные итерации, а алгоритм
ACRCD*, хоть и обладает нужной “физично-
стью”, но даже не показывает себя лучше “бейзла-
на”. Тест в данном случае проводился на крупном
графе “Anaheim”, для дополнительной проверки
результатов мы провели еще один тест (рис. 2) на

λ μ

λ μ + λ μgap( , , ) = ( , ) ( , , ).t P f d D t

λ 
 μ 

*
2

*

маленьком графе “Sioux-Falls”. Результаты ожи-
даемо подтвердились.

Доминирование алгоритма USTM + Sinkhorn
мы связываем с тем, что в результате минимиза-
ции  по переменным  получается бо-
лее гладкая функция  (общее свойство
min min задач). Оказалось, что в транспортной за-
даче положительный эффект от сглаживания с
лихвой окупает дополнительные затраты на отре-
шивание подзадачи по  алгоритмом Синхор-
на, хотя этот результат нельзя было предсказать
без проведения вычислительных экспериментов.

5. ПРИЛОЖЕНИЕ. О РАСЩЕПЛЕНИИ 
ОРАКУЛЬНЫХ СЛОЖНОСТЕЙ ДЛЯ 

НЕГЛАДКО-ГЛАДКИХ ВЫПУКЛЫХ ЗАДАЧ 
СО СТРУКТУРОЙ min min

Побочным продуктом исследований, прове-
денных в данной работе, является новый способ
решения задач выпуклой оптимизации вида5 (для
наглядности изложение и точности ссылок на ли-

5 Важно заметить, что выпуклость задачи понимается в дан-
ной статье как выпуклость по совокупности всех перемен-
ных, а не просто как выпуклость отдельно по блокам. По-
следнего может быть недостаточно для того, чтобы исход-
ная задача была выпуклой, и к ней можно было применять
обсуждаемые численные методы. Хорошо известными
примерами таких задачи (выпуклых по блокам, но не вы-
пуклых в целом) являются задач, возникающие в рекомен-
дательных системах, например, matrix factorization.

λ μ( , , )D t λ μ,
λ μ( , , )D t

λ μ,

Рис. 1. Сравнение алгоритмов (Транспортная задача, граф “Anaheim”).
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Рис. 2. Сравнение алгоритмов (Транспортная задача, граф “Sioux-Falls”).
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Рис. 3. Сравнение алгоритмов на задаче минимизации функции (18).
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тературу рассмотрим задачу без ограничений и
композитных членов)

(17)

Если функция f обладает Липшицевым градиентом
 по  с константой  в 2-норме и Липшицевым

градиентом  по  с константой  в 2-норме, то
можно решить задачу (17) с (ожидаемой) точно-

стью  по функции за  вычислений 

и  вычислений , где  – расстоя-

ние от точки старта до решения в -норме [27].
В частности, один из способов получения данно-
го результата – это использование ускоренных
блочно-покомпонентных методов линейки [9, 11,
13], в которых при выборе параметра метода рав-
ным 1/2 ожидаемое число итераций будет рав-

няться , а вероятности выбора

блока  или  будут равняться, соответственно,

 и . Откуда и получается приве-

денный выше результат о расщеплении оракуль-
ных сложностей по блокам. Несложно проверить,
что данные оценки уже невозможно дальше улуч-
шить [27].

Если, скажем, по блоку переменных  у нас есть
только Липшицевость с константой  в 2-норме,
то используя стандартный прием [25] (см. также [11]
по части адаптации к блочно-покомпонентным ме-
тодам) погружения негладкой задачи в класс глад-

ких задач за счет выбора  и условия на :

, где  – число вычислений

 , получаем, что , что также соот-

ветствует нижним оценкам [34]. Отметим, что в
[11] выписано более грубое условие  =
= ε/2, которое, на самом деле, можно переписать
так, как это было сделано в данной работе выше.

Таким образом, если в задаче (17) выпуклая це-
левая функция  негладкая по , но гладкая
по  с оракулом , который сильно дешевле,
чем оракул , то описанное расщепление ора-

кульных сложностей:  вычислений  и

min min ( , ).
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 вычислений , дает заметное ускорение
по сравнению со стандартным подходом, класси-
фицирующим задачу как негладкую и требующим

 вычислений  и .

К сожалению, на рассмотренной в данной ста-
тье задаче поиска равновесия в двухстадийной
транспортной модели описанный эффект рас-
щепления не проявляется в полной мере, потому
что не верно предположение: “оракул , силь-
но дешевле, чем оракул ”. В нашем случае по-
лучается ровно наоборот. Однако, ситуация мо-
жет поменяться, если для вычисления  можно
эффективно (эффективнее, чем для вычисления

) использовать GPU/CPU параллелизацию.

Описанный выше подход с изначально задан-
ными  и  можно строго теоретически обосно-
вать. Проблемы начинаются при обосновании
адаптивных (универсальных) версий данного
подхода, в которых по блоку  метод должен сам
настраиваться на текущий уровень гладкости це-
левой функции по этому блоку переменных. Воз-
никновение проблемы обусловлено зависимо-
стью вероятностей выбора блоков от адаптивно
меняющихся параметров  и . При этом инте-
ресно заметить, что проблема связана именно с
выбранным классом ускоренных блочно-поком-
понентных методов, обеспечивающих расщепле-
ние оракульных сложностей. Для других поком-
понентных методов адаптивная настройка на
константы Липшица градиента по блокам вполне
возможна [35]. В данной работе, рассматривались
различные практические способы решения отме-
ченной теоретической проблемы. В перспективе
интересно было бы попробовать получить здесь и
теоретическое обосновании полноценной воз-
можности использования конструкции универ-
сальных методов.

Дополнительно, для демонстрации эффектив-
ности покомпонентного метода на описанном
классе задач была введена тестовая задача мини-
мизации функции

(18)

где  – симметричная положительно полу-
определенная матрица,  – k-й столбец матрицы

.
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Выбором размерность переменных ,
 достигалась разница сложности вычисле-

ния градиентов по разным блокам переменных.
Задача решалась при достаточно маленьком

 и небольшом максимальном собствен-

ном числе матрицы B, , а все сингу-
лярные числа матрицы A были равны нулю. В та-
ком случае, по переменной  задача менее глад-
кая, то есть имеет большую константу Липшица
градиента ( ). В то
же время, из-за существенного различия в размер-
ности переменных  и , вычисление градиента по

 требует намного меньше арифметических опера-
ций. В этом случае применение ACRCD* позволяет
“расщепить” оракульные сложности, делая меньше
вычислений градиента по “дорогому”, но гладкому
блоку переменных  при решении в целом “не-
гладкой” задачи (по совокупности переменных).

Для сравнения запускались описанные выше
алгоритмы ACRCD* [30] и USTM [28]. В качестве
метрики, оценивающей качество приближенного
решения, использовалась обратная норма гради-
ента:

(19)

Графики сходимости изображены на рис. 2.
Для ACRCD* приведены значения метрики в за-
висимости от количества обращений к каждому
из оракулов для визуализации расщепления ора-
кульной сложности. Сходимость по норме гради-
ента существенно немонотонная, поэтому для
удобства визуализации траетории сходимости
ACRCD* были сглажены: точки, изображенные
на графике, соответствуют значениям метрики,
усредненным по соседним 30 итерациям.

Результаты экспериментов показали что метод
эффективен на данной задаче – достичь одного и
того же значения метрики можно за значительно
меньшее количество обращений к “дорогому”
оракулу. Это означает что с помощью данного ме-
тода для описанных задач достигается общее
ускорение по времени работы алгоритма.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассматривается задача поис-

ка равновесия в двухстадийной модели транс-
портных потоков. Задача поиска равновесия сво-
дится к задаче выпуклой минимизации со струк-
турой min min, где целевая функция обладает
существенно разными свойствами по разным
группам переменных. Теоретическое исследова-
ние показало, что наиболее эффективные методы

∈ R
10x

∈ R
200y

−γ 3= 10
−λ 1

max( ) = 10B

x

λ + γ λmax max= ( ) 1/ , = ( )x yL B L B

x y
x

y

−∇ 1( , ) .f x y

решения задач такого типа со структурой (в том
числе новые, предложенные в данной статье) мо-
гут существенно улучшать эффективность стан-
дартных (универсальных) ускоренных процедур.
Однако применительно к задаче поиска равнове-
сий в двухстадийной модели, из-за того, что ора-
кул по негладкому блоку переменных сильно до-
роже оракула по гладкому блоку, получается, что
эффект от расщепления оракульных сложностей
проявляется не так ярко, как потенциально мог
бы проявляться в целом на рассматриваемом
классе min min задач. Поэтому ключевую роль иг-
рают именно численные эксперименты, которые
показали, что алгоритм ACRCD*, хоть и является
“физичным” в контексте транспортной задачи,
однако работает хуже, чем обычный USTM и
USTM-Sinkhorn! Принципиальная возможность
уменьшения времени вычислений при решении
гладко-негладких задач продемонстрирована на
синтетическом примере.
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On Accelerated Coordinate Descent Methods for Searching Equilibria
in Two-Stage Transportation Equilibrium Traffic Flow Distribution Model

N. A. Iltyakova, M. A. Obozova, I. M. Dyshlevskia, D. V. Yarmoshika,b,
M. B. Kubentaevaa, A. V. Gasnikova,b,c, and E. V. Gasnikovaa

aMoscow Institute of Physics and Technology
 Institutskiy per., 9, Moscow region, Dolgoprudny, 141701 Russia

bInstitute for Information Transmission Problems of the RAS (Kharkevich Institute)
Bolshoi Karetny lane, 19, build. 1, Moscow, 127051 Russia

cCaucasian Mathematical Center of the Adyghe State University
 st. Pervomaiskaya, 208, Maykop, Republic of Adygea, 385016 Russia

The search for equilibrium in a two-stage traffic f low model reduces to the solution of a special nonsmooth
convex optimization problem with two groups of different variables. For numerical solution of this problem,
the paper proposes to use the accelerated block-coordinate Nesterov-Stich method with a special choice of
block probabilities at each iteration. Theoretical estimates of the complexity of this approach can markedly
improve the estimates of previously used approaches. However, in the general case they do not guarantee fast-
er convergence. Numerical experiments with the proposed algorithms are carried out in the paper.
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