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Приведены явные приближенные формулы для интегральных характеристик рассеяния, примени-
мые для малых трехмерных рассеивателей сложной формы. На нескольких примерах выполнено
сравнение результатов приближенного подхода с точными результатами, полученными с помощью
метода диаграммных уравнений. Для широкого диапазона параметров задачи показано, что точ-
ность вычислений, контролируемая посредством вычисления баланса потоков мощностей для па-
дающей и рассеянной волн (проверка выполнения “оптической теоремы”) вполне достаточна для
практики.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование рассеяния электромагнитных

волн на малых, по сравнению с длиной волны, ча-
стицах имеет большое теоретическое и практиче-
ское значение [1–6]. В частности, моделирование
взаимодействия излучения с малыми частицами
играет решающую роль в оптике наноразмерных
плазмонных частиц [3, 5, 6]. В настоящее время от-
мечается возрастание интереса к данной пробле-
матике в связи с необходимостью исследования
разнообразных сред искусственного происхожде-
ния (метаматериалов) [7]. Вплоть до настоящего
момента, практически единственной математиче-
ской моделью взаимодействия электромагнитных
волн с малыми частицами является приближение
Рэлея [8]. Данный подход основан на решении
вспомогательной электростатической задачи, ко-
гда волновое число предполагается равным нулю,
а первичное поле считается постоянным. Для не-
которых частных случаев рассеяния на шарах и
эллипсоидах, когда решение вспомогательной
электростатической задачи можно получить в яв-
ном виде, в том числе для двухслойного эллипсо-
ида [1], многослойного конфокального [8] и не-
конфокального эллипсоидов [9], данный подход

изложен достаточно подробно. Известно, что по-
добный традиционный подход обладает опреде-
ленными недостатками. Например, использова-
ние дипольного приближения приводит к невы-
полнению оптической теоремы [10]. Необходимо
также отметить, что решение задачи в электроста-
тическом приближении в общем случае само по
себе довольно сложно. Как показано в [11], суще-
ствующие методы ее решения имеют ряд принци-
пиальных ограничений на форму частицы.

В данной работе предложен новый подход к
анализу рассеяния электромагнитных волн на ма-
лых частицах. Подход базируется на использова-
нии метода диаграммных уравнений (МДУ), кото-
рый был предложен в работе [12] (см. также [13]). В
работе [14] была продемонстрирована высокая
скорость сходимости МДУ, в частности, при ре-
шении задачи о рассеянии волн сплюснутым сфе-
роидом скорость сходимости МДУ практически
не меняется даже при увеличении отношения
осей сфероида до 40 : 1.

Установленная в указанных выше работах вы-
сокая скорость сходимости МДУ была использо-
вана при построении нового подхода к анализу
рассеяния на тонких цилиндрах. Действительно,
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как показали расчеты [15–17], для решения дву-
мерной задачи рассеяния на идеально проводя-
щих цилиндрах, характерный поперечный размер
которых сопоставим с длиной волны первичного
поля, достаточно учесть, в зависимости от поля-
ризации падающего поля, от одного до трех слага-
емых в разложении диаграммы рассеяния. Это
дало возможность получить явные формулы для
интегральных характеристик рассеяния, приме-
нимые для цилиндрических рассеивателей слож-
ной формы поперечного сечения (в частности,
для цилиндров, контур поперечного сечения ко-
торых имеет изломы) и обладающие существенно
большей точностью, чем приближение Рэлея.

Цель данной работы – распространить пред-
ложенный в [15–17] подход на решение трехмер-
ных векторных задач рассеяния.

1. ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО 
РЕШЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ МДУ

Рассмотрим рассеяние плоской волны на иде-
ально проводящем теле вращения. В этом случае
на поверхности  выполняется граничное условие

(1)

где  – внешняя нормаль к ,  –
вектор полного (падающего  и рассеянного

) электрического поля. В сферической систе-
ме координат уравнение поверхности  имеет вид

(2)

Полагаем, что в дальней зоне (при ) для
компонент рассеянного поля и  выполня-
ются асимптотические соотношения вида

(3)

где  и  – диаграммы электрического и маг-
нитного полей соответственно. Для  и  ис-
пользовались следующие разложения [18, 19]:

(4)

(5)

где

(6)

Согласно МДУ [18, 19], коэффициенты  и
 при решении задачи дифракции на идеально

проводящем теле удовлетворяют следующей си-
стеме линейных алгебраических уравнений:

(7)

Выражения для  приведены в Приложении.
В данной работе рассмотрен случай, когда па-

дающее поле является плоской волной. При этом

(8)

где

(9)

В (8) поляризация падающей волны определяется
векторами  и :

(10)

(11)
Рассматривали два случая. В первом случае

 и, следовательно, вектор электриче-
ского поля перпендикулярен оси z:

(12)

Во втором случае  – вектор элек-
трического поля параллелен оси z:

(13)
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В качестве критерия достоверности результа-
тов расчетов проверяли точность выполнения оп-
тической теоремы [1]. Как известно, для непогло-
щающего рассеивателя, в том случае, когда пада-
ющее поле является плоской волной, оптическая
теорема может быть записана в виде [20–23]:

(14)

В качестве количественной меры выполнения
оптической теоремы можно использовать норми-
рованную величину  определяемую соотно-
шением:

(15)

Как показывает анализ системы уравнений
(7), первые три слагаемых в разложениях диа-
граммы (4), (5) имеют одинаковый порядок ма-
лости по параметру . Поэтому для получения
корректных результатов необходимо учитывать
первые три слагаемых в разложениях (4), (5). Чис-
ленные расчеты продемонстрировали справедли-
вость данного положения. Выражения для коэф-
фициентов разложения диаграммы в рассматри-
ваемом приближении имеют вид

(16)
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Выражения (16)–(21) полностью определяют
приближенное решение задачи и дают возмож-
ность вычислить все характеристики рассеяния.
Подчеркнем, что полученные явные выражения
для коэффициентов разложения диаграммы рас-
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но произвольной формы [18].
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2. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Рассмотрим результаты использования полу-

ченных выше приближенных выражений на не-
скольких примерах. Будем характеризовать точ-
ность расчета интегральных характеристик вели-
чиной  вычисляемой по формуле

(22)

где  – приближенное значение нормирован-
ного сечения рассеяния, определяемое соотно-
шениями (16)–(21),  – точное значение, по-
лученное с помощью МДУ. При расчете  поря-
док системы (7) выбирали таким образом, чтобы
нормированная погрешность выполнения опти-
ческой теоремы не превышала  На рис. 1а
представлены зависимости относительной по-
грешности расчета нормированного сечения рас-
сеяния  от нормированного волнового
числа  для идеально проводящего сфероида
при   Поверхность рассматриваемо-
го сфероида в декартовой системе координат за-
дается соотношением

(23)

При расчете нормированного сечения рассея-
ния в дипольном приближении для рассматрива-
емой поляризации использовали следующее вы-
ражение [24]:
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Приведенные на рис. 1б результаты показывают,
что для данной поляризации приближенное ре-
шение, построенное с помощью МДУ, дает не-
сколько более точный, чем в предыдущем случае
(см. рис. 1а), результат: из сопоставления кривых
на обоих рисунках, видно, что погрешность вы-
числения нормированного сечения рассеяния
для второй поляризации приблизительно вдвое
меньше.

На рис. 2а представлены результаты расчета за-
висимость погрешности нормированного сечения
рассеяния  от нормированного волнового
числа  для идеально проводящего вытянутого
суперэллипсоида при   Поверхности
суперэллипсоида определялась соотношением

(27)

На рис. 2б представлены соответствующие ре-
зультаты, полученные для сплюснутого суперэл-
липсоида.

Представленные на рис. 2а результаты показы-
вают, что предложенные в данной статье прибли-
женные формулы дают вполне удовлетворитель-
ную точность расчета полного поперечника рас-
сеяния даже для достаточно больших значений
параметра суперэллиптичности. Отметим, что
для суперэллипсоидов явные формулы для тензо-
ра поляризуемости отсутствуют. Компоненты
тензора поляризуемости могут быть получены
только с помощью численных методов, что, в
принципе, является довольно сложной пробле-
мой, сопоставимой по трудоемкости с решением
исходной задачи дифракции [8, 11].

Для большого числа практических приложе-
ний характерные нормированные значения раз-
меров сфероида составляют  [4, 5].
Как показывают представленные выше результа-
ты, предлагаемый в данной работе подход облада-
ет достаточно высокой точностью в указанном
диапазоне параметров задачи.

Выше уже отмечалось, что использование ди-
польного приближения не дает необходимой точ-
ности выполнения энергетического баланса. Как
указано в работе [10], при использовании рэлеев-
ского приближения в рассматриваемом случае
имеем

(28)

и, следовательно, оптическая теорема не выпол-
няется. Предложенный в данной работе подход
свободен от указанного недостатка. На рис. 3, 4
представлены результаты расчета, демонстриру-
ющие точность выполнения оптической теоремы
для рассмотренных выше случаев. Представлен-
ные на данных рисунках результаты показывают,
что в рассмотренных примерах относительная
погрешность выполнения оптической теоремы
близка к относительной погрешности расчета
полного сечения рассеяния.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрено рассеяние электромагнитной

волны на малых идеально проводящих телах вра-
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2 2 2
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�

Рис. 1. Зависимость относительной погрешности

расчета нормированного сечения рассеяния  от
нормированного волнового числа  для идеально
проводящего сфероида при  (а) и  (б),

 Кривые 1–4 получены с помощью “прибли-
женного” МДУ, при  кривые 1'–3 ' – расчеты в
дипольном (рэлеевском) приближении; с/а = 1 (1),
2 (2,2'), 4 (3,3') и 8 (4,4').
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щения. Установлено, для расчета характеристик
рассеяния тел, размеры которых сопоставимы с
длиной волны первичного поля, достаточно
учесть первые три слагаемых в разложении диа-
граммы рассеяния по векторному сферическому
базису. Проанализирована точность полученных
приближенных решений в зависимости от поля-

ризации падающего поля и формы частицы. Та-
ким образом, показано, что высокая скорость
сходимости МДУ дала возможность получить яв-
ные формулы для интегральных характеристик
рассеяния, применимые для трехмерных рассеи-
вателей сложной формы. Отметим, что в отличие
от работ [6, 25] приведенные нами выражения по-
лучены из строго обоснованных уравнений для
диаграммы направленности рассеянного поля.
На нескольких примерах выполнено сравнение
результатов приближенного подхода с точными

Рис. 2. Зависимость погрешности расчета  нор-
мированного сечения рассеяния от нормированного
волнового числа kc для идеально проводящего супер-
эллипсоида при θ0 = 0, ϕ0 = 0. Кривые, помеченные
звездочками – результаты, полученные с помощью
“приближенного” МДУ, при N = 1. Кривые построе-
ны при c/a = 2 (а) и 0.5 (б), q = 2 (1), 4 (2), 6 (3) и 8 (4).
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Рис. 3. Зависимость нормированной погрешности
выполнения оптической теоремы Δопт от нормиро-
ванного волнового числа kc для идеально проводяще-
го сфероида при θ0 = 0 (а) и θ0 = π/2 (б), ϕ0 = 0. Ре-
зультаты получены с помощью “приближенного”
МДУ, при N = 1, кривые построены при  с/а = 1 (1),
2 (2), 4 (3) и 8 (4).
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данными, полученными с помощью МДУ. Для
широкого диапазона параметров задачи показа-
но, что точность вычислений, контролируемая
посредством вычисления баланса потоков мощ-
ностей для падающей и рассеянной волн (провер-
ка выполнения “оптической теоремы”) вполне
достаточна для практики.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 16-02-00247 А).

ПРИЛОЖЕНИЕ
Приведем соотношения для элементов матриц

 использованные при расчетах (подробный
вывод данных соотношений приведен в работах
[18, 19]):

(П.1)

(П.2)

(П.3)

(П.4)

(П.5)

(П.6)

(П.7)

при

(П.8)

(П.9)

где  – уравнение поверхности  в сфе-
рических координатах.

(П.10)

(П.11)

 – сферические функции Бесселя,  – присо-
единенные функции Лежандра [26], черта означа-
ет знак комплексного сопряжения.
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