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ВВЕДЕНИЕ
При решении задач дифракции монохроматиче-

ских волн в электродинамике и акустике применя-
ются различные математические методы – как точ-
ные: разделение переменных, интегрирование в
плоскости комплексной переменной, метод соб-
ственных колебаний, так и приближенные: вариа-
ционные, низкочастотная и высокочастотная
асимптотики [1]. Данная работа посвящена во-
просам применения волновой теории катастроф
для асимптотического решения задач дифракции.
Волновая теория катастроф позволяет описывать
волновые процессы, в которых происходит фоку-
сировка каустического типа и классифицировать
структурно устойчивые типы таких фокусировок.
Каустическая фокусировка возникает как при ди-
фракции и распространении электромагнитных
волн в регулярных средах [2, 3], так при распро-
странении излучения в метаматериалах и нели-
нейных средах [4, 5].

На плоскости помимо гладкой каустики (A2)
устойчивой является двухпараметрическая осо-
бенность типа “клюв” (A3) [2]. В трехмерном про-
странстве это одномерная фокусировка (ката-
строфа коранга один) “ласточкин хвост” (A4) и
двумерные фокусировки (катастрофы коранга
два) – гиперболическая  и эллиптическая ом-

билики  Размерность пространства, в кото-
ром катастрофа устойчива, называется коразмер-
ностью катастрофы. Поэтому особенности A4, 

 – это катастрофы коразмерности три. В четы-
рехмерном пространстве к ним в качестве струк-
турно-устойчивых особенностей добавляются ка-

тастрофы A5 – “бабочка” и D5 – параболическая
омбилика. Обычно катастрофы образуют классы,
обозначаемые буквами. Класс A это каспоидные
катастрофы, а класс D – омбилические [3, 6]. Ин-
декс у символа катастрофы называется кратно-
стью и показывает, сколько лучей сливается в
особой точке. Очевидно, что чем выше кратность,
т.е. чем больше лучей сливаются в особой точке,
тем сильнее фокусировка.

Согласно теории катастроф фазовая функция
в окрестности особенности может быть представ-
лена в виде универсальной деформации – суммы
отрезков полиномов: нормальной формы и воз-
мущений. Число возмущений равно размерности
пространства, в котором катастрофа устойчива,
т.е. коразмерности. Однако существует еще один
параметр, который может присутствовать в самой
нормальной форме. Это функциональный мо-
дуль. Его непрерывное изменение в определен-
ных пределах не влияет на тип особенности. Са-
мая простая модальная катастрофа без ограниче-
ний – это особенность P8, структурно-устойчивая
в шестимерном пространстве. Она описывает
трехмерную фокусировку и содержит один функ-
циональный модуль. Особенности, не содержа-
щие функциональные модули, называются про-
стыми, а содержащие один функциональный мо-
дуль – унимодальными, два – бимодальными и
т.д. Самая простая унимодальная катастрофа, ко-
торая описывает двумерную фокусировку это
особенность X9. Она структурно устойчива в се-
мимерном пространстве. Все катастрофы, опи-
сывающие одномерную фокусировку, являются
простыми.
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Следует отметить, что, хотя вероятность появ-
ления особенности более высокой коразмерно-
сти в пространстве меньшей размерности крайне
мала, сечения такой особенности появляются
очень часто и требуют адекватного математиче-
ского описания [7, 8].

1. ВОЛНОВАЯ ТЕОРИЯ
КРАЕВЫХ КАТАСТРОФ

Обобщением волновой теории катастроф явля-
ется волновая теория краевых катастроф, в рамках
которой рассматриваются совместные фокусиров-
ки не только первичных лучевых семейств, но и
вторичных лучевых семейств, порожденных пер-
вичными лучами на кромках. Такие сложные фо-
кусировки возникают в задачах дифракции элек-
тромагнитных волн на проводящих телах с остры-
ми кромками, а также при распространении
радиоимпульсов в диспергирующих средах (на-
пример, в холодной плазме – ионосфере Земли).
В первом случае источниками вторичных крае-
вых лучей являются кромки тел, а во втором – ко-
нец или начало радиоимпульса. Простейшими
краевыми катастрофами [6, 9] являются две каспо-
идные серии BN + 1 и CN + 1. Серия B соответствует
случаю, когда фокусируется только первичное по-
ле, образуя каспоидную катастрофу серии AN. При
этом первичное лучевое семейство имеет ограни-
чение, а каустика (огибающая) этого семейства
точку обрыва. Краевые лучи в этом случае не фоку-
сируются (что обозначается как A1). Серия С соот-
ветствует случаю, когда, наоборот, фокусируются
только краевые лучи и образованное ими поле
(каспоидная катастрофа серии AN), а первичное
лучевое не формирует каустики, но имеется гра-
ница свет–тень (обозначается как A1). Самая из-
вестная краевая катастрофа – это особенность B2
или С2, что одно и то же, поскольку в данном слу-
чае фокусировки отсутствуют и имеет место лишь
граница свет–тень. Такой случай соответствует
дифракции Френеля.

Первая простейшая краевая катастрофа, кото-
рая описывает фокусировку как первичного, так
и вторичного лучевых семейств – это особенность
F4. Оба лучевых семейства образуют каустику A2,
причем для первичного лучевого семейства каусти-
ка имеет обрыв. Особенность F4 простая. Она струк-
турно-устойчива в трехмерном пространстве. Учи-
тывая изложенное выше, всякую краевую катастро-
фу можно записать как разложение по основным
катастрофам. Например, особенность BN + 1 это (AN,
A1), особенность СN + 1 = (A1, AN,), а F4 = (A2, A2).
Символы у индексов, стоящих в разложении, это
кратности особенностей первичного и вторично-
го лучевых семейств и для особенностей, рас-
смотренных выше, их сумма равна индексу сим-
вола катастрофы [6, 9, 10].

Для применения теории катастроф к задачам
дифракции и распространения волн необходимо в
зависимости от типа особенности выбрать вид
асимптотического решения (равномерную асимп-
тотику), рассчитать специальные функции вол-
новых катастроф (СВК) [3, 11] и установить связь
между параметрами универсальной деформации
и реальными параметрами физической задачи.
Метод седловых точек, теоретически наиболее
универсальный, имеет ограниченное применение
[9], поскольку требует решения задачи “при-
стрелки”, сложной в вычислительном отноше-
нии. В работе на конкретном примере нами раз-
вивается метод локальной асимптотики, являю-
щийся альтернативным методу седловых точек
[12–14].

2. ДИФРАКЦИЯ СКАЛЯРНОЙ ВОЛНЫ
НА ПРОВОДЯЩЕМ ЭКРАНЕ

С ГЛАДКОЙ КРОМКОЙ

В качестве задачи, на примере которой проил-
люстрируем применение теории краевых ката-
строф, рассмотрим дифракцию скалярной волны
на идеально проводящем экране в однородной
среде [15]. Предполагается, что волна падает на
экран из области X < 0, а уравнение границы экра-
на имеет вид

(1)

Равномерное асимптотическое решение в об-
ласти X > 0 можно представить в виде интеграла
Грина–Кирхгофа [16]:

(2)

в котором

(3)

– поле падающей волны в плоскости экрана,
 – поверхность экрана, 

 – волновое число,

(4)

c – скорость света, ω – круговая частота, а C –
диаграмма гюйгенсовых источников излучения.
Сделаем в (2) замену переменных:
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Теперь вместо (1) уравнение границы имеет вид:
 а фазовую функцию интеграла (2) можно

записать как

(6)

Фазовая функция Φ порождает два лучевых се-
мейства (рис. 1): семейство геометрооптических
(ГО) лучей, определенное равенствами:

(7)

и семейство краевых лучей, для которого

(8)

где  

Так как семейство краевых лучей (8) однопа-
раметрическое, то все его каустические особен-
ности принадлежат каспоидной серии  Пусть,
например,  где  – аналитическая
функция. Тогда (1) уравнение волнового фронта
краевых лучей. Поэтому для семейства краевых
лучей справедливы те же результаты, что и для
ГО-лучей в двумерном случае [16]. Если ГО-поле
при X > 0 не имеет каустик, то возникают сечения
особенностей типа  В частности,
когда на экран нормально падает плоская волна,
то центр особенности  оказывается на беско-
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нечности. Если   то уравнение

каустики имеет вид

(9)

Если теперь

(10)

то при  возникает особенность  – “ба-
бочка” [17]. При  она переходит в каустиче-
ское острие, а при  она трансформируется
в характерную структуру с тремя точками заост-
рения. При  каустика уже не будет полуку-
бической параболой. Приближенно при малых Y
ее уравнение имеет вид

(11)

Если, наконец,

(12)

то возникает особенность  – “звезда”.
Возможны два принципиально различных

случая: когда каустика краевых лучей лежит в об-
ласти “света” ГО-лучей (граница экрана вогнутая
кривая) и когда каустика краевых лучей лежит в
области ГО-тени (граница экрана выпуклая кри-
вая). В первом случае вклад краевых лучей на фо-
не сильного ГО-поля может быть незначителен, в
то время как во втором случае он будет определя-
ющим.

Если ГО-лучи фокусируются в области X > 0,
то возникают также каустики ГО-лучей, которые
совместно с границами “свет–тень” и каустика-
ми краевых лучей образуют единые структуры.
Это особенности серий F и K. Причем особенно-
сти     отвечают одномерным кас-
поидным фокусировкам ГО-лучей, а особенно-
сти      – двумерным омбили-
ческим катастрофам [9]. Подробное описание
краевых волновых катастроф также приведено в
информационной системе “Волновые катастро-
фы в радиофизике, акустике и квантовой механи-
ке” (wavecat.rosnou.ru) [18].

Приведем два примера. Пусть

(13)

что соответствует волне с искривленным фазо-
вым фронтом, падающей под углом к плоскости
параболического экрана. Краевые лучи образуют
каустическую поверхность (9) с линией заостре-
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Рис. 1. Дифракция волны на проводящем экране.
Геометрия задачи.
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ния:    В точке, где гра-

ница “свет–тень” пересекает линию заострения,
имеем

(14)

При  в этой точке возникает особен-
ность  При  каустическую по-
верхность краевых лучей пересекает каустическая
ГО-поверхность, которая также имеет линию за-
острения.

Существует луч, который принадлежит одновре-
менно как семейству ГО-лучей, так и семейству
краевых лучей, причем на этом луче находится точ-
ка, которая является точкой острия как ГО-, так и
краевой каустики. Поэтому эта точка является цен-
тральной точкой особенности 

В случае  равномерная асимптотика по-
ля в окрестности особой точки определяется фор-
мулой [9]

(15)

где  – СВК каспоидного типа  – инте-
грал Т. Пирси [19].

(16)

а краевая СВК особенности С4 имеет вид

(17)

Тогда методом локальной асимптотики находим
[9, 12, 13]:
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где  – амплитуда ГО-поля без учета влияния
экрана.

Рассмотрим теперь случай, когда и ГО-, и кра-
евые лучи образуют структурно-связанные кау-
стики типа “каустическое острие”. Равномерная
асимптотика поля в окрестности особой точки
выражается через СВК особенности  и функ-
цию Пирси [19]. Краевая СВК имеет вид

(19)

При  и 

(20)

где  – интеграл Френеля:

(21)

На рис. 2а и 2б приведен пример амплитудной и
фазовой структур СВК особенности  в коор-
динатах ( ) [18]. При этом знак в нормальной
форме “+”,   a = −1.

На рис. 2а хорошо видна интерференционная
квазипериодическая структура, характеризующая-
ся системой убывающих по амплитуде максиму-
мов и нулей (минимумов), образующих нерегуляр-
ную решетку. Вблизи границы свет–тень распола-
гается главный максимум, а непосредственно в его
окрестности между первым и вторым рядом – ми-
нимум с нулем амплитуды. На рис. 2б минимумам
соответствуют точки дислокации фазы СВК, по-
скольку в таких точках фаза не определена. Из
этих точек, как из узлов, выходят линии фазы
всех возможных значений, от 0 до 2π.

Равномерная асимптотика  в случае ка-
тастрофы  состоит из шести слагаемых

(22)

Фаза  и коэффициенты универсальной деформа-
ции по-прежнему определяются формулами (18):
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  а λ3, λ4 и
функциональный модуль  локально равны:

(23)

( ) ( )1 4,2 2 4λ λ ,K C= ( ) ( )2 4,2 3 4λ λ ,K C=
fa

( )
( )

1 2

3 3
1

1 4 1
4 1 2

1
1

1

2 ;

18 ;
4

2 .o
f f

k X Y
a

ak Z
a

a a

−

−

 λ ≈ + δ ρ 

 λ ≈ ρ δ + ρ 

≈ = − ρ δ

Коэффициент  асимптотики (22) в особой
точке равен

(24)

Если в (2) положить  и учесть, что

(25)

то

(26)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотрена задача о дифрак-
ции волны на искривленном экране. Если грани-
ца экрана прямая линия, а падающее поле имеет
такой начальный волновой фронт, что при X > 0
возникает фокусировка ГО-лучей, то практиче-
ски при любом расположении экрана краевые лу-
чи также будут фокусироваться. Случай, когда за-
дача имеет цилиндрическую симметрию и может
быть сведена к двумерной, а краевые лучи не фо-
кусируются и образуют цилиндрическую расхо-
дящуюся волну, рассмотрен нами в [20]. В данной
же работе исследована дифракция сходящейся
волны на проводящей полуплоскости и сопостав-
лены результаты расчета амплитудной структуры
поля в окрестности краевых катастроф серии

 различными асимптотическими
методами: неравномерной геометрической тео-
рии дифракции (ГТД) [21], физической теорией
дифракции (метод краевых волн), физической
оптикой (приближение Грина–Кирхгофа) и рав-
номерными методами волновой теории ката-
строф (равномерная ГТД). Были рассмотрены
как локальная, так и глобальная асимптотики.

Краевые особенности возникают также в зада-
чах о рассеянии проводящих тел вогнутыми по-
верхностями. В этом случае образуются волны
“шепчущей галереи” [22].
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Рис. 2. Амплитудная (а) и фазовая (б) структуры СВК.
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