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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим модель комплексного сигнала на

выходе канала с аддитивным белым гауссовским
шумом (АБГШ) и узкополосными помехами:

(1)

где n = 0, 1, …, N – 1 – номер отсчета; N – размер
выборки; A0, f0, ϕ0 – амплитуда, нормированная
частота и начальная фаза полезного сигнала; M –
количество узкополосных помех; Am, fm, ϕm – ам-
плитуда, нормированная частота и начальная фа-
за узкополосных помех;  – комплексные от-
счеты АБГШ с дисперсией σ2.

Из [1] известно, что при воздействии узкопо-
лосных помех максимально правдоподобная
(МП) оценка частоты определяется выражением

(2)

где P(f) – периодограмма сигнала и помехи с не-
перекрывающимися спектрами.

При наличии узкополосных помех, близких по
частоте к полезному сигналу, распространенной
техникой их ослабления является оконное взве-
шивание – умножение отсчетов исходного сигна-
ла на отсчеты заданной параметрически оконной
функции

где  – вектор параметров оконной функции [2].
При этом оценка (2) выполняется над выборкой

(3)
Однако техника оконного взвешивания увеличи-
вает эквивалентную шумовую полосу, в результа-
те этого возрастает дисперсия оценки. В [1] пока-
зано, что среднеквадратическая ошибка (СКО)
оценки частоты сигнала (3) соотносится с грани-
цей Рао–Крамера (ГРК) как

(4)
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Здесь  – ГРК; ε – СКО оценки частоты
сигнала, вычисляемая по формуле

(5)

где  – оценка нормированной частоты;  – ис-
тинное значение нормированной частоты; K –
число экспериментов.

Логичным выходом из данной ситуации может
стать адаптация параметров  взвешивающего окна
путем решения оптимизационной задачи вида

(6)

где Δf – ширина главного лепестка оконной
функции;  – оценка спектральной плотности
мощности (СПМ) широкополосного шума; 

– оценки частот полезного сигнала и узкопо-
лосных помех соответственно;  – квадрат моду-
ля аналитически заданного преобразования Фурье
оконной функции.

Задача в похожей постановке решается в [3].
Недостатком такого подхода является высокая
вычислительная сложность, обусловленная необ-
ходимостью предварительной оценки частот
компонентов смеси (1) и численного решения (6).
Практическим компромиссом может служить вы-
бор оконной функции с фиксированными пара-
метрами и малой эквивалентной шумовой поло-
сой (например, окно Бартлетта [2]) и последующее
вычисление МП-оценки по (2). Однако вычисле-
ние МП-оценок связано с высокими вычисли-
тельными затратами, обусловленными необходи-
мостью вычисления большого количества спек-
тральных отсчетов с малым частотным шагом. В
связи с этим остается актуальной задача поиска
эффективных в вычислительном плане альтерна-
тивных методов.
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2. АЛГОРИТМ НИКИФОРОВА

Эффективный вычислительный алгоритм оце-
нивания частоты в условиях АБГШ предложен
Никифоровым [4, 5]. Алгоритм основан на увели-
чении отношения сигнал/шум (ОСШ) с помо-
щью процедуры итерационного вычисления ав-
токорреляционной последовательности (АКП) и
последующем вычислением авторегрессионной
(АР) оценки частоты [6]. Вычислительная эффек-
тивность алгоритма достигается за счет вычисле-
ний в спектральной области. Процедура итераци-
онного вычисления АКП заменяется возведением
в степень спектральных отсчетов, полученных с
помощью быстрого преобразования Фурье (БПФ).
В [7] экспериментально показано, что этот алго-
ритм после ряда доработок обеспечивает оценку
частоты, близкую к ГРК, и там же предложена
модификация алгоритма Никифорова, обеспечи-
вающая снижение количества вычислительных
операций (рис. 1).

Недостатком алгоритма Никифорова и его мо-
дификации является низкая устойчивость к мощ-
ным узкополосным помехам. Покажем это. Для
упрощения положим в модели (1) σ2 = 0. Извест-
но, что АКП такого процесса определяется выра-
жением [8]

После p итераций вычисления АКП имеем

Тогда согласно алгоритму, представленному на
рис. 1, оценка частоты определяется выражением

(7)
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Рис. 1. Схема модифицированного алгоритма Никифорова.
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где

(8)

Представив элементы вектора (8) на ком-
плексной плоскости и воспользовавшись теоре-
мой косинусов, можно показать, что оценка (7)
будет смещена на

(9)

где  – векторное представление
ошибки, вносимой узкополосными помехами;
γ – угловое расстоянием между  и

Из выражения (9) видно, что смещение оцен-
ки нелинейно увеличивается при возрастании
уровня помехи. Особенностью является увеличе-
ние ошибки при отдалении помехи от полезного
сигнала в спектральной области. Следует отме-
тить, что у известного алгоритма МП-оценки [9]
ошибка в этом случае уменьшается [1]. Получен-
ные результаты объясняются несогласованно-
стью порядка АР-процесса (1) и модели AР-1, на
которой основан алгоритм. Для снижения ошиб-
ки необходимо увеличить порядок АР-модели до
количества комплексных экспонент, присутству-
ющих в сигнале. Однако это приводит к необхо-
димости предварительной оценки количества
комплексных экспонент в процессе (1) и к значи-
тельному увеличению вычислительных затрат,
что ставит под сомнение эффективность приме-
нения АР-оценивания в целом. Вместе с тем уве-
личение количества итераций p обеспечивает по-
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вышение отношения полезный сигнал/узкопо-
лосная помеха в соответствии с выражениями:

(10)

Согласно (10) ослабление помех возможно
только при A0 > Am. Однако увеличение числа ите-
раций p приводит к снижению вычислительной
эффективности, дополнительному расходу памя-
ти и риску переполнения разрядной сетки.

3. АВТОРЕГРЕССИОННЫЙ АЛГОРИТМ 
ОЦЕНКИ ЧАСТОТЫ, УСТОЙЧИВЫЙ

К УЗКОПОЛОСНЫМ ПОМЕХАМ

Для подавления узкополосных помех возмож-
но применение полосового фильтра, настроенно-
го на полосу полезного сигнала. Такая процедура
может быть эффективно встроена в алгоритм
оценки – она заключается в умножении СПМ
сигнала на прямоугольное окно

где k0 и k1– абсциссы нулей главного лепестка
СПМ.

Применение этого подхода позволяет не толь-
ко повысить устойчивость алгоритма, но и сни-
зить количество сложений, умножений и требуе-
мый объем памяти, поскольку необходим расчет
спектральных отсчетов только в пределах главно-
го лепестка СПМ. Такая процедура эффективно
выполняется с помощью дискретного преобразо-
вания Фурье (ДПФ) или алгоритма Герцеля, а не-
обходимость в дополнении исходной выборки
нулями отпадает. С учетом этого был разработан
новый алгоритм оценки (рис. 2).
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Рис. 2. Схема предложенного алгоритма.
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На первом этапе вычисляли БПФ Fx исходного
сигнала, после чего проводили грубую оценку ча-
стоты и определяли индекс

Учитывая узкополосную модель полезного
сигнала в (1) и эффект “растекания спектра” при
частоте, не кратной частотной сетке БПФ, поло-
жим, что главный лепесток локализован в 
спектральных отсчетах, а искомая оценка

где df – частотная дискрета БПФ. Далее вычисля-
ли  спектральных отсчетов и оценку ча-
стоты по формулам

где .

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ 
АЛГОРИТМА

В таблице 1 представлена оценка количества
вычислительных операций исходного алгоритма
Никифорова для комплексных отсчетов [5], алго-
ритма, рассмотренного в [7], и алгоритма, пред-
ложенного в данной работе.

Введем коэффициенты уменьшения вычисли-
тельных операций:
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где М1умн, М1сл – количество операций умножения
и сложения алгоритма Никифорова [5]; М2умн,
М2сл – алгоритма [7]; М3умн, М3сл – предложенного
алгоритма. Зависимости этих коэффициентов от
размера выборки N представлены на рис. 3. Как
видно из рисунка, количество операций умноже-
ния и сложения для больших выборок и при вы-
соком порядке АКП значительно снижается. Так,
при N = 1024 и p = 3 количество операций умно-
жения и сложения по сравнению с исходным ал-
горитмом Никифорова сокращается примерно в
2.2 и 3.1 раза соответственно, а при N = 32768 – в
2.8 и 4.4 раза соответственно. При малых же объ-
емах выборок (до 32 отсчетов) предложенный ал-
горитм проигрывает алгоритму Никифорова в
вычислительной эффективности.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
5.1. Оценка частоты сигнала

на выходе канала с АБГШ
Результаты численного исследования по уста-

новлению зависимости СКО оценки (5) (количе-
ство экспериментов K = 10000) от ОСШ на выхо-
де канала с АБГШ представлены на рис. 4а, 4б.

По представленным результатам видно, что
при p = 3 кривые зависимости СКО оценки от
ОСШ приближаются к ГРК (см. рис. 4а). Кроме
того, данные рис. 4б подтверждают, что для ко-
ротких выборок достаточно двух итераций для
получения оценки, близкой к ГРК.

Наблюдаемый “пороговый эффект”, ниже ко-
торого существует расхождение с ГРК, обусловлен
превышением уровней спектральных отсчетов шу-
ма над уровнем спектрального отсчета полезного
сигнала, следствием чего является ошибка опреде-
ления индекса I0.

5.2. Оценка частоты сигнала на выходе канала
с АБГШ и узкополосными помехами

На рис. 5а, 5б представлены зависимости СКО
оценки (5) от ОСШ соответственно для алгоритма
Никифорова с окном Бартлетта и для предложен-

Таблица 1. Сравнение вычислительной сложности рассмотренных алгоритмов

Алгоритм
Операции

действительных 
умножений

действительных
сложений сравнений

Никифорова –

Модифицированный 
Никифорова –

Предложенный N

+ +22 (3 log 4 2)pN N p + +22 (5 log 5 1)pN N p

+ +22 (2 log 3 4)pN N p + +22 (3 log 3 3)pN N p

+ +

+ × + + −
22 (log 1)

5 2 (4 4) 10p

N N

N p
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Рис. 3. Зависимость коэффициентов уменьшения вычислительных операций умножения (а, в) и сложения (б, г) от
размера выборки N и количества итераций вычисления АКП p = 2 (1), 3 (2), 4 (3) и 5 (4) для алгоритма Никифорова (а, б)
и предложенного алгоритма (в, г).
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Рис. 4. Зависимость СКО оценки от ОСШ на выходе канала с АБГШ, p = 3 (а) и р = 2 (б) для предложенного алгоритма (1–6)
и для ГРК (7–12) с размером выборки N = 128 (1, 7), 256 (2, 8), 512 (3, 9), 1024 (4, 10), 4096 (5, 11) и 16384 отсчета (6, 12).
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ного алгоритма с окном Бартлетта (количество
экспериментов K = 10000, шум предполагается
широкополосным) при наличии узкополосной
помехи с частотой  равномерно распределен-
ной в диапазоне нормированных частот (–0.5;
0.5), и амплитудой Am = 0.5A0, размер выборки
N = 2048.

Представленные результаты демонстрируют,
что подавление узкополосной помехи при ис-
пользовании алгоритма Никифорова возможно
только при количестве итераций вычисления АКП
больше четырех, в то время как предложенный ал-
горитм обеспечивает устойчивость к таким поме-
хам уже при двух итерациях вычисления АКП.

На рис. 6а, 6б представлены зависимости СКО
оценки (5) (количество экспериментов K = 10000)
от разности нормированной номинальной часто-
ты и нормированной частоты узкополосной по-
мехи  также для алгоритма Никифо-
рова и для предложенного алгоритма; уровень
широкополосного шума фиксирован, ОСШ со-
ставляет 15 дБ.

,mf

0 mf f fΔ = −

Приведенные результаты подчеркивают рост
ошибки алгоритма Никифорова при удалении ча-
стоты помехи от частоты полезного сигнала. Пред-
ложенный алгоритм свободен от этого недостатка.

ВЫВОДЫ

1. Предложен алгоритм оценивания частоты
квазигармонического сигнала в условиях АБГШ
и узкополосных помех. Алгоритм согласует мо-
дель сигнала с АР-моделью первого порядка за
счет процедуры узкополосной фильтрации. Сов-
мещение процедуры фильтрации с оценкой ча-
стоты позволило снизить количество операций
умножения и сложения (в 2.8 и 4.4 раза соответ-
ственно при размере выборки 32768 отсчетов).

2. Предложенный алгоритм обеспечивает
оценку частоты в условиях АБГШ с дисперсией,
отклоняющейся от границы Рао–Крамера не бо-
лее чем на 0.2 и 0.4 дБ при четырех и трех итера-
циях вычисления АКП соответственно вплоть до
области порогового эффекта. Также показано,

Рис. 5. Зависимость СКО оценки от ОСШ на выходе канала с АБГШ и узкополосной помехой для алгоритма Ники-
форова (а) и предложенного алгоритма (б) с окном Бартлетта при различном количестве итераций вычисления АКП:
p = 1 (1), 2 (2), 3 (3) и 4 (4) 5 (5), кривая 6 – ГРК.
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что при двух итерациях вычисления АКП для вы-
борок размером менее 1024 отсчетов дисперсия
отклоняется от ГРК не более чем на 1.2 дБ. При
длинных выборках и высоких ОСШ наблюдается
некоторое смещение оценки.

3. В канале с узкополосными помехами алго-
ритм также демонстрирует результаты, близкие к
теоретически возможным. При оценивании ча-
стоты сигнала в присутствии мощных узкополос-
ных помех дисперсия оценки с применением ок-
на Бартлетта отклоняется от теоретической гра-
ницы не более чем на 0.52, 0.74 и 1.3 дБ при
четырех, трех и двух итерациях вычисления АКП
соответственно в исследованном диапазоне
ОСШ вплоть до области порогового эффекта.
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Рис. 6. Зависимости СКО оценки от частоты узкополосной помехи для алгоритма Никифорова, p = 4 (а) и предложен-
ного алгоритма, p = 2 (б): кривая 1 – с прямоугольным окном, кривая 2 – с окном Бартлетта, кривая 3 – ГРК.
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