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ВВЕДЕНИЕ
Исследования по теории волноводов берут

свое начало в работах П. Дебая, А. Зоммерфельда,
Де Бройля [1–3] и многих других авторов. Начи-
ная с этих работ интенсивное изучение ее различ-
ных вопросов продолжается отечественными и
зарубежными авторами. Основное внимание уде-
лялось двум задачам – спектральной теории регу-
лярных волноводов и задаче рассеяния в нерегу-
лярных волноводах. После работ А.Н. Тихонова и
А.А. Самарского [4–6] теория волноводов становит-
ся разделом математической физики, посвященным
большому кругу различных задач. К ним относятся
математическая формулировка условий излучения и
разрешимость краевых задач с подобными условия-
ми, принцип предельной амплитуды и стабилиза-
ция решений нестационарных задач, дискретиза-
ция и численные методы, точно решаемые задачи
и асимптотические методы. В настоящий момент
существует очень большое количество разнооб-
разных исследований в области математической
теории волноводов, к которым относятся работы
А.Г. Свешникова, А.С. Ильинского, Л.А. Вайн-
штейна, Б.З. Каценеленбаума, А.Н. Боголюбова,
Ю.Г. Смирнова и многих других [7–27].

В данной статье мы рассмотрим математиче-
ские вопросы, связанные с излучением, распро-
странением и рассеянием электромагнитных
волн в волноводах. Предлагаемый нами метод для

исследования задач теории регулярных волново-
дов с неоднородным в поперечном сечении за-
полнением [28–30] заключается в использовании
невихревой подсистемы уравнений Максвелла.
Для формулировки задачи используются уравне-
ния для дивергенций полей и те из вихревых урав-
нений, в которые входят производные по коорди-
нате, направленной вдоль оси волновода. Вместо
рассмотрения задачи относительно пары векторов

 и  задача рассмат-
ривается относительно векторов  и

 В качестве основных выбирают-
ся уравнения для дивергенций и те четыре из вих-
ревых уравнений, в которые входят производные
по координате z. Оставшиеся два уравнения явля-
ются следствиями основных уравнений при опре-
деленных дополнительных условиях и выступают
в качестве дополнительных дифференциальных
условий. Подобный подход крайне упрощает ис-
следование ряда задач для регулярных волноводов.
Для задачи рассеяния в полом волноводе с локаль-
ной нерегулярностью применяется стандартная
постановка. Основное содержание применяемого
нами метода [31] заключается в выборе функцио-
нального пространства, в котором учитываются
парциальные условия излучения, и доказательстве
теорем вложения, позволяющих применять тех-
нику слабых решений к данной задаче.
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1. УСЛОВИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ 
И КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ РЕГУЛЯРНЫХ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛНОВОДОВ
1.1. Постановка задачи

С физической точки зрения задача о возбужде-
нии волновода представляет собой задачу об из-
лучении электромагнитного поля в цилиндре то-
ками и зарядами, гармонически зависящими от
времени.

Рассмотрим задачу в цилиндре Q =
 сечение цилиндра  –

произвольная односвязная область с кусочно-глад-
кой границей. Будем считать, что граница области

 состоит из конечного числа бесконечно диф-
ференцируемых дуг, соединяющихся под ненуле-
выми углами. Считаем, что токи и заряды и воз-
буждаемое ими поле имеют гармоническую зави-
симость от времени  Требуется найти
электромагнитное поле, удовлетворяющее урав-
нениям Максвелла в цилиндре 

(1)

(2)

где    Матрицы диэлек-
трической и магнитной проницаемости имеют
зависимость только от поперечных координат

 Считаем, что матрицы  эрмитовы, поло-
жительно определены, кусочно-непрерывны и
имеют вид

 означает комплексное сопряжение к 
Считаем, что сечение  представимо в виде

 причем области  имеют кусочно-глад-
кие границы и в областях  матрицы  беско-
нечно дифференцируемы. На границе цилиндра
поставим условия, соответствующие идеально
проводящей стенке

(3)

На поверхностях разрыва  диэлектрической и
магнитной проницаемостей поставим условия
сопряжения

(4)

Считаем, что токи и заряды 
 возбуждающие поле, являются за-

данными функциями, локализованными в конеч-
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ной области    удо-
влетворяют условиям   

  Кроме того, считаем, что
удовлетворяется уравнение непрерывности,
имеющее после сокращения на временной мно-
житель вид:

(5)
Поскольку задача рассматривается в неогра-

ниченной области, для постановки задачи (1)–(4)
необходимо поставить условия излучения при

 
Перейдем к изложению предлагаемого метода.

Запишем систему уравнений Максвелла в виде

(6)

(7)

(8)

(9)

При рассмотрении краевых задач электроди-
намики основную роль играет обычно вихревая
пара системы уравнений Максвелла. Аналогич-
ную роль играют уравнения (6, 7).

Системы уравнений (6), (7) и (8), (9) связаны
соотношениями, подобными в некотором смыс-
ле соотношениям, связывающим (1) и (2).

Из уравнений (6), (7) в качестве следствия по-
лучаем

Если поле удовлетворяет дополнительным усло-
виям, например стремится к нулю на бесконеч-
ности, то из этих уравнений следует, что имеют
место уравнения (8), (9).
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Введем обозначения:

(10)

(11)

(12)

Запишем в обозначениях (10) уравнения (6),
(7) в виде

(13)

Уравнения (13) являются дальнейшим объек-
том исследования, для которого поставим крае-
вую задачу в цилиндре.

1.2. Спектральная задача 
теории регулярных волноводов

Вне области, занятой токами, поле  удо-
влетворяет однородным уравнениям

(14)

Будем искать решения системы (14) при крае-
вых условиях и условиях сопряжения (3), (4), кото-
рые удовлетворяют однородным уравнениям (8), (9)
и имеют вид

Введем обозначения для сокращения записи:

(15)

(16)

а под  будем подразумевать матрицы

1 2
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( 1 2).ij ij i jε , μ , , = ,

Относительно вектора  в обозначе-
ниях (15), (16) после сокращения на экспоненци-
альный множитель получим

(17)

(18)

Дополним уравнения (17), (18) краевыми усло-
виями

(19)

и условиями сопряжения, принимающими вид

(20)

(21)

где  – нормаль к границе или линии разрыва S.
Условия сопряжения (21) являются записью
условий

выраженных через вектор  Кроме того,
учитывая, что область  может иметь входящие
углы, необходимо поставить условия на ребре, в
качестве которых потребуем выполнения

Пусть  – собственный вектор задачи (17)–(21).

Тогда векторы  и  – являются
решением спектральной задачи, возникающей
для уравнений (14). При этом основные гранич-
ные условия и условия сопряжения выполняются
в силу определения векторов  и  а дополни-
тельные условия, как было показано, являются их
следствиями. Таким образом, задача для уравне-
ний (14) и задача (17)–(21) имеют одни и те же
собственные значения. Зная собственные векто-
ры задачи (17)–(21), можно определить собствен-
ные векторы задачи для уравнений (14). Для при-
соединенных векторов могут быть проведены
аналогичные выкладки.

Для того чтобы сформулировать обобщенную
постановку задачи, напомним определения неко-
торых функциональных пространств. Следуя
[32], введем гильбертово пространство:

со скалярным произведением  =

 +  и нормой  =

=  а также пространство 
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Введем гильбертово пространство

т.е. пространство векторов  
В пространстве  введем скалярное произведение

 =  +  и норму 

=  + 

Предположим, что  – классическое реше-
ние задачи (17)–(21). Умножим систему (17)–(18)

на произвольный достаточно гладкий вектор 
удовлетворяющий граничным условиям и усло-
виям сопряжения (19)–(21), и проинтегрируем по
частям.

Введем полуторалинейные формы в простран-
стве W:

(22)

(23)

(24)

Рассмотрим задачу поиска обобщенного ре-
шения (17)–(21) в пространстве W. Задача форму-
лируется следующим образом: найти  и
комплексное число γ, такие что

(25)
Классическое решение задачи (17)–(21) удо-

влетворяет уравнению (25), т.е. является обоб-
щенным решением задачи.

Отметим следующую особенность задачи (25),
рассматриваемой в пространстве . Множество
векторов вида  являются решением за-
дачи, рассматриваемой в пространстве W, отвеча-
ющем нулевому собственному значению. Таким
образом, у задачи (25) существует бесконечно-
мерное ядро. В то же время корневые векторы за-
дачи, отвечающие ненулевым собственным зна-
чениям  удовлетворяют, как легко убедиться,
уравнению

(26)

Данное уравнение представляет собой обобщен-
ную запись одного из уравнений Максвелла, не
использованного при постановке задачи.

Отметим, что  является ядром со-
пряженной к (25) задачи. То есть одно из уравне-
ний представляет собой условие ортогональности
ядру сопряженной задачи.
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⊥, ϕ + ε ,ϕ = , ∀ϕ ∈ .
�

�µ

(rot )ikϕ, − ϕ

Введем пространство

Будем рассматривать далее спектральную задачу в
пространстве V. Норма пространства V определя-
ется так же, как норма пространства W.

Перейдем теперь к вопросу о полноте системы
корневых векторов задачи (25). Система векторов

 называется полной в некотором пространстве
V, если замыкание линейной оболочки векторов

 совпадает с  [33].

Полуторалинейная форма  определяет в
гильбертовом пространстве  скалярное произ-
ведение

В силу ограниченности и положительной опреде-

ленности тензоров  формы  и
теоремы Рисса существуют линейные ограничен-
ные операторы  такие, что:

(27)
Дальнейшее изложение существенно опирается на
компактность вложения пространства  в 

Доказательство компактности вложения осно-
вано на аналоге теоремы [32] о разложении про-
извольного векторного поля из  на вихревую и
потенциальную части.

Теорема 1. Для любого вектора  справед-
ливо представление в виде

(28)

где 
Теорема 2. Пространство  компактно вложе-

но в 

В силу компактности вложения  в  опе-
раторы  и  компактны. В силу того, что урав-
нение (25) справедливо для любого  зада-
ча (25) эквивалентна в пространстве  спек-
тральной задаче для операторного пучка:

Операторы  и  компактны, оператор  са-
мосопряжен и аннулируется только в нуле, т.е. из
условия  следует 

Справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Оператор  – оператор Гильберта–

Шмидта, т.е.  где  – собственные
значения оператора H.

( )
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V
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Таким образом, операторный пучок  удо-
влетворяет теореме Келдыша о полноте корневых
векторов операторного пучка [34]. Напомним ее
формулировку применительно к рассматривае-
мой задаче.

Пусть дан операторный пучок  где
операторы  и  – компактны,  – полный само-
сопряженный оператор конечного порядка. Тогда
система корневых векторов операторного пучка
полна в пространстве V. Пусть дан операторный
пучок  где операторы  – компакт-
ные,  – полный самосопряженный оператор ко-
нечного порядка. Тогда система корневых векторов
операторного пучка двукратно полна в простран-
стве V, т.е. полна в пространстве 

В результате справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Система корневых векторов задачи (25)

полна в пространстве V.
Кроме того, справедливы утверждения, имею-

щие место для задач, описываемых келдышев-
ским пучком.

1. Все собственные значения, кроме, может
быть, конечного числа лежат в секторе

 где  сколь угодно мало,  –
некоторая константа.

2. Квадраты постоянных распространения
имеют асимптотику  

3. Существует лишь конечное число веще-
ственных положительных 

Справедлива следующая теорема.
Теорема 5. Система корневых векторов задачи (25)

удовлетворяет уравнениям (17), (18) и условиям (19)–
(21) всюду, кроме угловых точек, в классическом
смысле.

Будем для упрощения записей считать, что ве-
щественным собственным значениям  соответ-
ствуют только собственные векторы, присоеди-
ненные векторы отсутствуют. Несложно выписать
биортогональную систему к системе корневых
векторов  В качестве биортогональной системы
можно выбрать систему корневых векторов зада-
чи, сопряженной к задаче (17–21).

Отметим, что после умножения системы урав-

нений (17), (18) на матрицу  система

уравнений принимает симметричный вид:

( )M γ

2 ,I C H+ + γ
C H H

2 ,I C H+ + γ C H,
H

.V V⊕

( )2 2
maxarg ,γ − γ < β β 2

maxγ

2 ( )n O nγ = , .n → ∞

2.nγ

nγ

1 .nA
�

1
1

 =  − 
ν

−

−    
 ⊥ ⊥   
    

    
    

 − μ + − × 
 

× = −γ
−ε

� �

1 2
33

1
2

33

grad div grad
div div grad

.
z z

k ik
ik

B B
E E

ε ε

ε ε

μ

) ) )

)

В результате

квадраты собственных значений  задачи (17),
(21) расположены симметрично относительно ве-
щественной оси.

Собственные и присоединенные векторы  в си-
лу симметрии уравнений (17), (18) указанного вида
удовлетворяют обобщенным условиям ортогональ-
ности:

(29)

Будем обозначать собственные векторы сопря-
женной задачи 

Данные векторы имеют вид

и представляют собой элементы биортогональной
системы к корневым векторам задачи (17)–(21)

(30)

1.3. Существование решения задачи
возбуждения волновода

Рассмотрим задачу о возбуждении волновода (1)–
(4). Необходимо поставить краевую задачу для
уравнений

(31)

с краевыми условиями и условиями сопряже-
ния (3), (4).

Существует конечное число вещественных по-
ложительных собственных значений  которым
отвечают бегущие волны, т.е. не затухающие при

 решения. Решение вне области, занятой
токами, представимо в виде суммы конечного
числа бегущих волн и стремящейся к 0 при

 части.
Итак, можно поставить условия излучения

следующим образом. Будем искать решения вида

(32)

(33)

где   

Произвольный вектор  не удовлетворяет
уравнению (26), которое выполняется для корне-
вых векторов задачи (25). Считаем, что ток  име-
ет конечный носитель и удовлетворяет уравне-

2
nγ

1nA
�

( )
2

2 2
2 1 2 0 при

n m k n mL
A A

,
, = , γ ≠ γ .d

� �

ν

1.nA
�

1
2 1n nA A= d
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ν
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2

1 2 2
1, 0 при

mn n mL
A A = , γ ≠ γ .
� �

2 1
1 1 1 2 2 2

A AA A J
z z

∂ ∂= , = +
∂ ∂

a d a d
� �

� � �

2,nγ

z → ∞

z → ±∞

1 1 1( )exp( )n n nA c A x y i z A±= , ± γ + ,
�

� �

2 2 2

1 2

( )exp( )n n nA d A x y i z A
z z z z
±= , ± γ + ,
≤ , ≥ ,
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1 2( )iA L Q∈ ,
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нию непрерывности, которое запишем в обоб-
щенном виде:

Справедлива теорема о разложении векторно-
го поля.

Теорема 6. Пусть  – область с кусочно-гладкой
границей.  Тогда найдутся  и

 такие что

или

Задачу для системы (31) можно свести к задаче
для одного уравнения путем введения нового не-
известного вектора  Рассмотрим уравнение

(34)

с краевыми условиями и условиями сопряжения

(35)

Зная решение этого уравнения, можно опреде-
лить решения уравнений (31) по формулам

(36)

Задачу (34), (35) необходимо дополнить условия-
ми излучения. Отметим, что в области, не занятой
токами, поиск решения сводится к спектральной
задаче для уравнения

(37)

т.е. к задаче (17)–(21). Для вектора  получаем
спектральную задачу, такую же, как для вектора

 Поэтому в области, не занятой токами, вектор
 имеет тот же вид, что вектор 

Поставим следующие условия излучения.
Пусть существует  вещественных собственных
значений. Будем считать, что присоединенные
векторы отсутствуют. Пусть  представим при

  в виде

(38)

Здесь  где  – полуцилиндры
  

2

2 2
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1
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В случае стремления решения на бесконечно-
сти к нулю естественным представляется поста-
вить условия  т.е. условие

Следует отметить, что в силу наличия в общем
случае бегущих волн, соответствующих веще-
ственным положительным  условие принадлеж-
ности решения пространству  не может
быть использовано в качестве условия на бесконеч-
ности. Обобщенным решением задачи (34)–(38)
будем называть вектор  при почти
всех z, удовлетворяющий уравнению

(39)

и условиям (38).

При сделанном предположении о том, что ча-
стота электромагнитного поля не совпадает с ча-
стотой отсечки, множество собственных значе-
ний задачи (37) состоит из нулевого собственного
значения, которому соответствуют собственные
векторы вида   и ненуле-
вых собственных значений, которым соответствуют
корневые векторы, принадлежащие пространству V.

Отметим, что вектор  не удовлетворяет усло-
вию (26), которому удовлетворяют корневые век-
торы, отвечающие ненулевым собственным зна-
чениям. Будем использовать следующий метод
построения решения  удовлетворяющего
уравнению (39):

(40)

и условиям излучения (38).

Представим вектор  в виде суммы двух сла-
гаемых

где  удовлетворяет условию (26),  принадле-
жит ядру спектральной задачи (25), рассматривае-
мой в пространстве W. Возможность подобного
представления установлена в теореме 6. Разобьем
исследование задачи для уравнения (40) на три за-
дачи.
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Найти  удовлетворяющее уравнению:

(41)

с условиями при  

Данные условия соответствуют тому, что при
  поле  обращается в нуль,

поскольку ток  не принадлежит пространству 
и возбуждает поле в ближней зоне. Поскольку
требуется найти поле, а не потенциал, то можно
ограничиться поиском  При этом, как лег-
ко видеть,

Ток  представим в виде суммы:

Ток  представляет собой проекцию вектора 
на конечномерное пространство собственных
векторов, обозначенных  и отвечающих бегу-
щим волнам. Собственные векторы сопряженной
задачи будем обозначать  = 

Для вектора  будем рассматривать задачу

(42)

с условиями излучения при  

Решение данной задачи сводится к решению ко-
нечного числа обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.

Ток  удовлетворяет условиям ортогональности

При этих условиях, накладываемых на правую
часть уравнения, существует решение уравнения

(43)
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удовлетворяющее условиям

Сумма решений этих трех задач (41)–(43) будет
удовлетворять уравнению (39) и условиям излуче-
ния (38).

Теорема 7. Существует решение задачи возбуж-
дения (39), удовлетворяющее условиям излучения (38).

1.4. Пример комплексных собственных значений
Задача поиска мод регулярных волноводов с

диэлектрическим заполнением сводится к спек-
тральной задаче для несамосопряженного опера-
тора даже в случае отсутствия потерь в среде.
Собственные значения могут быть комплексны-
ми, при этом в случае кратных собственных зна-
чений помимо собственных векторов могут су-
ществовать присоединенные векторы. Кроме
того, возможны участки дисперсионных кри-
вых, для которых  т.е. фазовая и груп-
повая скорости направлены в противоположные
стороны. Примеры подобных эффектов приве-
дены в работах [35, 36].

Покажем, что они возникают для волновода
квадратного сечения с анизотропным заполнени-
ем даже в случае постоянных коэффициентов. Ре-
шение этой задачи выписывается в явном виде. В
работе [37] рассмотрено качественное поведение
дисперсионных кривых.

Рассмотрим задачу о волноводе прямоуголь-
ного сечения с анизотропным заполнением. Тре-
буется найти электромагнитное поле в цилиндре

Диэлектрическая проницаемость задается тен-
зором:

Магнитная проницаемость 
Будем искать решения системы (17), (18) в виде

где  – константы. Решение данной зада-
чи выписывается явным образом. Оно позволяет
рассмотреть качественное поведение дисперси-
онных кривых.

Существование комплексных волн и обратных
волн хорошо известно в теории электромагнит-
ных и упругих волноводов. Тем не менее случай
касания дисперсионной кривой с осью  обна-
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ружен не был. Возбуждение волновода имеет
принципиально иной характер для подобной точ-
ки. Квадрат постоянной распространения  для
определенного участка дисперсионной кривой
имеет ненулевую вещественную и мнимую части.

Кривые, описывющие зависимости собствен-
ных значений  от волнового числа  или, что эк-
вивалентно, частоты ω, называют дисперсионны-
ми кривыми. Частота изменяется в пределах от 
до 

Наложим ограничения на параметры тензора
диэлектрической проницаемости. Значения ве-
личин ε1 и ε2 зафиксируем, считая, что они равны
двум произвольным константам, удовлетворяю-
щим условию  Параметр ε3 будем изме-
нять. В зависимости от принадлежности ε3 интер-
валу (ε1, ε2), поведение дисперсионных кривых
может иметь качественно различный характер.

Прямыми волнами называют моды волновода,
для которых  обратными – моды, для
которых 

Если  или  то дисперсионные
кривые являются монотонными функциями и су-
ществуют только прямые волны. При значениях
ε3, расположенных между ε1 и ε2  при
определенных значениях частот появляются точ-
ки ветвления дисперсионной кривой. В этих точ-
ках возникают парами прямая и обратная волны.
Для обратной волны дисперсионная кривая убы-
вает, а не возрастает. Кроме того, в этих точках
рождаются комплексно-сопряженные пары ком-
плексных волн. Под комплексными волнами под-
разумеваются волны с ненулевыми значениями
как вещественной, так и мнимой частей постоян-
ной распространения. Подобные моды существу-
ют в волноводенесмотря на отсутствие в среде, за-
полняющей волновод, т.е. вещественный харак-
тер тензора диэлектрической проницаемости.

Будем называть далее дисперсионной кривой
зависимость квадрата постоянной распростране-
ния от квадрата волнового числа  Это удоб-
нее для качественного анализа поведения диспер-
сионных кривых, например, потому что в случае
постоянного заполнения в подобных переменных
дисперсионные кривые являются прямыми.

2γ

γ ,k

0
.+∞

1 20 .< ε < ε

0d dkγ > ,
0d dkγ < .

3 1ε < ε 3 2,ε > ε

( )1 3 2 ,ε < ε < ε

2 2( ).kγ

Рассмотрим дисперсионные кривые, соответ-
ствующие   Из точки касания выходят
две ветви дисперсионных кривых, которые соот-
ветствуют прямой и обратной волнам. Для пря-
мых волн квадрат постоянной распространения
является возрастающей функцией квадрата ча-
стоты, для обратных – убывающей.

На рис. 2 представлены дисперсионные кривые
при ε3 меньше ε1, которые имеют стандартный мо-
нотонный характер и качественно соответствуют
кривым полого волновода. Для полого волновода
дисперсионные кривые в переменных квадрат ча-
стоты – квадрат постоянной распространения яв-
ляются прямыми. В случае наличия анизотропии
происходит деформация этих кривых, однако мо-
нотонность сохраняется.

При  и  дисперсионные кривые
становятся прямыми. При увеличении параметра

 происходит качественное изменение поведе-
ния дисперсионной кривой. Появляются участки
убывания, а не роста дисперсионной кривой. Эти
участки соответствуют существованию обратных
волн. Типичное поведение дисперсионной кри-
вой приведено на рис. 3. Участок, отмеченный на
кривой точками  и  отвечает обратной волне.
Поскольку на отмеченном участке  веще-
ственно, то волна, отвечающая этим значениям 
является бегущей.

При значении ε3, среднем гармоническим
между ε1 и ε2, возникает явление касания диспер-
сионной кривой оси абсцисс (рис. 4).

1n = , 1.m =

3 1ε = ε 3 2ε = ε

3ε

A B
2 2( )kγ

γ

Рис. 1. Возбуждение регулярного волновода.
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Рис. 2. Дисперсионные кривые при 
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Дальнейшее увеличение параметра ε3 приво-
дит вновь к пересечению дисперсионной кривой
с осью абсцисс (рис. 5).

При значениях ε3, больших ε2, как уже отмеча-
лось, обратные волны пропадают (см. рис. 6).

На рис. 7 изображена общая картина поведе-
ния дисперсионных кривых при изменении ε3 от
ε1 до ε2. 

Множество критических точек дисперсион-
ных кривых, соответствующих различным значе-

Рис. 3. Дисперсионные кривые, демонстрирующие
поведение прямых и обратных волн при 
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1 2 3.ε < ε < ε Рис. 4. Касание дисперсионной кривой оси абсцисс.

–25

–20

–15

–10

–5

0

5

10

15
k2

g2

1050

Рис. 5. Пересечение дисперсионной кривой с осью
абсцисс.

–25

–20

–15

–10

–5

0

5

10

15
k2

g2

1050

Рис. 6. Дисперсионная кривая, соответствующая

–25

–20

–15

–10

–5

0

5

10

15
k2

g2

1050

3 2.ε > ε



1160

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 64  № 12  2019

ДЕЛИЦЫН

ниям ε3 образует кривую, напоминающую эл-
липс.

Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 1. Множество особых точек дис-

персионных кривых анизотропного волновода квад-
ратного сечения является эллипсом.

Этот эллипс касается оси ординат при значе-
нии ε3 =  и имеет тангенс наклона боль-
шой оси к оси абсцисс, равный 

Моды более высокого порядка, отвечающие
одинаковым значениям чисел  и  
определяют эллипсы, подобные случаю 

Вопрос о существовани параметров анизотро-
пии, при которых множество комплексных соб-
ственных значений спектральной задачи (17), (18)
бесконечно, также может быть разрешен. Приве-
дем следующий пример. Пусть 

Тогда справедливо утверждение.
Утверждение 2. Множество комплексных соб-

ственных значений задачи (17), (18) бесконечно.

1.5. Стабилизация решения
и резонансное возбуждение

Задача о формулировке условий излучения и
применении принципа предельной амплитуды в
полом волноводе была решена в работах

1 2( ) 2ε + ε
1 2( ) 2.ε + ε

n m ( ),n m=
1n = ,

1.m =

1
3 1 22 ( ).ε = ε + ε

А.Г. Свешникова (см. [8, 9]). Для возбуждения
волновода на частотах, равных частотам отсечки,
Раммом и Вернером [38] установлено, что поле
неограниченно растет, причем скорость роста
пропорциональна  а не t, как в резонаторе.

Значительно более сложный характер имеет
задача возбуждения волновода с неоднородным
заполнением. Основная сложность связана с не-
самосопряженным характером вспомогательной
спектральной задачи, даже в случае отсутствия у
среды, заполняющей волновод, поглощения.
При этом возможно возникновение качественно
новых явлений.

В качестве простой частной задачи, которая
отражает основные характерные черты общей за-
дачи, продолжим рассмотрение задачи с постоян-
ным, но анизотропным заполнением [39].

Рассмотрим начально-краевую задачу для си-
стемы уравнений Максвелла

(44)

(45)

Будем использовать нулевые начальные условия:

(46)

и граничные условия, соответствующие идеаль-
но-проводящей стенке:

Задача рассматривается в цилиндре 
 с квадратным сечением

Данная задача допускает точное решение. Оно
легко получается при помощи преобразования
Лапласа по временной переменной и преобразо-
вания Фурье по координате z. Анализ аналитиче-
ского решения позволяет сформулировать следу-
ющие утверждения.

Утверждение 3. При условии, что частота  не
является критической точкой дисперсионной кри-
вой, решение стабилизируется к гармоническому
при стремлении  к бесконечности.

,t

0

1 1rot , rot

4 ( )exp( )

E H H E
c t c t

j x y z i t
c

∂ ∂= − = +
∂ ∂

π+ , , − ω

� � � �

�

ε

= πρ =
� �

div 4 , div 0.E Hε

0 00 0t tE H= == , =
� �

0 0Q QE n Hn∂ ∂× | = , | = .
� �

� �

Q =
{ }( ) ( )x y z= , ∈ Ω, ∈ −∞,∞
{ }0 1 0 1 .x yΩ = < < , < <

0ω

t

Рис. 7. Общее поведение дисперсионных кривых при
различных значениях 
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При этом доказано, что возможно возбужде-
ние как прямых волн, так и обратных. Для пря-
мых волн в области стабилилизации решение
имеет зависимость от времени и от координаты z,
соответствующую уходящей, а для обратных волн
приходящей из бесконечности волны. Например,
при положительных  для прямой волны имеем
зависимость  а для обратной

Если  решение возрастает как  Это
соответствует задаче, исследованной Рамом и
Вернером, рассматривавшим полый волновод
при  равной частоте отсечки. Принципиально
отличным является в анизотропном волноводе
касание дисперсионной кривой с осью  На
подобной частоте отсечки обратная волна преоб-
разуется в прямую. Подобная точка возникает
при  при 
Дисперсионная кривая изображена на рис. 1.

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 4. В указанной точке касания дис-
персионной кривой с осью  решение растет
как 

В результате при резонансном возбуждении
волновода поле может нарастать не только как 
но и линейно t, как в резонаторе.

1.6. Применение смешанных конечных элементов

Как было показано выше, задача возбуждения
волновода сводится к вычислению мод волново-
да. Для построения приближенного решения
большую популярность приобрел метод смешан-
ных конечных элементов [40–42]. Применение
лагранжевых конечных элементов приводит к
возникновению нефизических решений [43]. Ну-
левое собственное значение бесконечной кратно-
сти исходной задачи переходит в совокупность
ненулевых собственных значений дискретной.
Эти ложные собственные значения расположены
среди истинных. Их число равно примерно трети
от общего числа собственных значений. Подоб-
ные решения отсутствуют при применении сме-
шанных конечных элементов, введенных в дву-
мерном случае Равьяром и Тома [40], а в трехмер-
ном Неделеком [42]. Для спектральной задачи
теории волноводов, рассматриваемой относи-
тельно параметра  доказательство сходимости
метода смешанных конечных элементов было да-
но в работе Бермудеса и Педрейры [43]. При этом
задача становится самосопряженной, и ее спектр
чисто вещественный. Разработанный в работе
[43] метод применим для рассматриваемой нами
несамосопряженной задачи [44].

z
exp( ( )),i t z− ω − γ

exp( ( )).i t z− ω + γ

2 0( ) 0γ ω = .t

0ω

0.γ =

3 1 2 1 2(2 ( ))ε = ε ε ε + ε 2 2
1 2(1 1 ).k = π ε + ε

2 0γ =
0exp( ).t i t− ω

,t

2,k

Остановимся на основных этапах доказатель-
ства сходимости решений дискретной спектраль-
ной задачи. Рассмотрим задачу относительно по-
стоянной распространения  и вектора 
Будем считать, что магнитная проницаемость 
область  – выпуклый многоугольник. Будем рас-
сматривать задачу в гильбертовом пространстве

  
Введем в пространстве W полуторалинейные

формы:

(47)

(48)

Будем искать   удовлетворяющие
уравнению

(49)

Вектор  удовлетворяющий (49) будем называть
слабым решением спектральной задачи.

Полуторалинейная форма  как легко
видеть, удовлетворяет условию W-эллиптичности

(50)

где  C – константа. В силу теоре-
мы Лакса–Мильграма существует ограниченный
оператор T:  определяемый равен-
ством

(51)
Таким образом, задача (49) эквивалентна спек-
тральной задаче

(52)
Особенностью задачи (52) является некомпакт-
ность оператора  в пространстве . Некомпакт-
ность этого оператора связана с существованием
бесконечнократного собственного значения, рав-
ного  которому отвечает множество собственных
векторов вида

Отметим, что оператор  будет компактным в
подпространстве  пространства W, выделяемым
дополнительным условием:

(53)

Напомним, что данное уравнение является сла-
бой формой уравнения (8) и отвечающие ненуле-

γ ( ).zH E⊥,
�

1,μ =
Ω

1
0 0(div)W H H= ⊕ , 0(div)H H⊥ ∈ ,
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вым собственным значениям корневые векторы
задачи (49) удовлетворяют этому уравнению.

Рассмотрим вопрос о применении метода сме-
шанных конечных элементов к задаче (49). Будем
использовать смешанные конечные элементы,
конформные в пространстве  Напомним
определение смешанных конечных элементов [40].

Считаем, что область  – выпуклый много-
угольник. Разобьем область  на треугольники

 Введем пространство полиномов

где  – пространство полиномов, зависящих от
 степени   – пространство однород-

ных полиномов степени  r – радиус-вектор.
Введем пространство:

Рассмотрим задачу поиска собственных значений
и корневых подпространств в пространстве 

(54)

В силу W-эллиптичности формы  суще-
ствует оператор  такой, что

(55)

Таким образом, задача (54) эквивалентна задаче

(56)

Максимальный диаметр треугольника  обозна-
чим h. Рассмотрим вопрос о сходимости не рав-
ных  собственных значений и соответствующих
им корневых векторов задачи (56) к решениям за-
дачи (52) при  Пусть  – множество то-
чек спектра оператора   – оператора 

Используем известную теорему о дискретиза-
ции задачи на собственные значения с неком-
пактным оператором, доказанную Деклу, Насси-
фом и Раппазом [45].

Пусть выполнены условия:

Тогда справедливы утверждения:
1) для любой замкнутой области , не имеющей

точек пересечения с  найдется  такое, что
при  область  не имеет точек пересечения с

(div).H

Ω
Ω
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0h h≤ D
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2) для любого изолированного собственного зна-
чения кратности m найдется m характеристиче-
ских значений  при h, стремящемся к нулю;

3) корневые подпространства оператора  схо-
дятся к корневым пространствам оператора  при
h, стремящемся к нулю.

В работе [44] доказано, что задача (56) удовле-
творяет условиям приведенной теоремы. Доказа-
тельство в целом является применением метода
работы [43] к нашей задаче.

Таким образом, применение смешанных ко-
нечных элементов позволяет правильно аппрок-
симировать дифференциальную задачу.

2. ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ В НЕРЕГУЛЯРНОМ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ВОЛНОВОДЕ

2.1. Постановка задачи
Рассмотрим вопрос о существовании решения

задачи дифракции на диэлектрическом теле в вол-
новоде. Исследование энергетических оценок, да-
ющих решение подобной задачи, проводилось в
случае рассеивателя с поглощением в работе [11]. В
наших работах [29–31] предположение о наличии
в среде поглощения отсутствует.

Задача рассматривается в цилиндре Q =
  Область  – односвяз-

ная, граница области  состоит из конечного
числа бесконечно дифференцируемых дуг и удо-
влетворяет условию конуса. Задача описывается
системой уравнений Максвелла, приведенной к
виду

(57)

На боковой поверхности всюду за исключением
угловых точек поставим граничные условия

(58)

Параметр  – вещественный. Функция  удо-
влетворяет условию  в области  за-
нятой диэлектрическим телом, 
Считаем, что диэлектрическое тело лежит в обла-
сти  Область  представима в
виде объединения конечного числа областей

 В областях  с кусочно-гладкими гра-
ницами функция  бесконечно-дифференцируе-
мая. Будем искать решение  бесконечно диф-
ференцируемое, в областях  всюду за исключе-
нием ребер и конических точек.

На гладких участках поверхностей разрыва 
диэлектрической проницаемости поставим усло-
вия сопряжения

(59)

ihλ → λ

hT
T
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В качестве условия на ребре потребуем

т.е. условие ограниченности  нормы векторов
 и  в любой конечной подобласти цилин-

дра 
Поставим парциальные условия излучения

Свешникова [8] в качестве условий на бесконеч-
ности: в областях  

Пусть  – собственные функции задачи

(60)

(61)

Обозначим

Считаем, что  . Считаем, что из
 падает нормальная волна вида

 где  – константа, 
Условия излучения представим в виде требова-
ния о представимости вектора  при 

 в виде сходящихся в  рядов

(62)

(63)
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2.2. Слабое решение задачи рассеяния

Умножая уравнение (57) на произвольный до-
статочно гладкий вектор  удовлетворяющий
граничным условиям (58) и условиям сопряже-
ния (59), и интегрируя по частям с учетом парци-
альных условий излучения (62), (63), получим

(64)

Введем полуторалинейные формы

(65)

(66)

и линейную форму

(67)

В обозначениях (64) уравнение (65) примет вид

(68)

Для определения слабого решения задачи (57)–
(63) необходимо ввести векторное функциональ-
ное пространство, в котором будем рассматри-
вать задачу.
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В областях   компоненты маг-
нитного поля H, представимого в виде рядов (62)–
(63) связаны соотношениями

(69)

Введем функциональное пространство, на
элементы которого наложим условия (69) на сле-
ды вектора H:

Условия (69) являются необходимым элементом
определения пространства . Они приводят к
компактности вложения пространства  в  В
то же время эти условия не являются излишне огра-
ничительными и не препятствуют тому, чтобы сла-
бое решение задачи являлось классическим.

Будем называть вектор  слабым реше-
нием задачи (57)–(63), если он удовлетворяет
уравнению (68) для любого 

Рассмотрим сначала вопрос о существовании
слабого решения задачи (57)–(63), т.е. решения
задачи (68). Это решение является и классиче-
ским решением задачи (57)–(63).

Полуторалинейная форма  задает ска-
лярное произведение в пространстве . Простран-
ство  является гильбертовым с нормой, порожда-
емой скалярным произведением 

Для элементов пространства  определена
полуторалинейная форма  Доказатель-
ство этого утверждения будет дано ниже.

В силу теоремы Рисса существует ограниченный
в пространстве  оператор  и вектор  такие что

(70)
Уравнение (68) сводится к уравнению

(71)
Справедлива следующая теорема.
Теорема 8. Оператор  компактный в про-

странстве .
Отсюда следует не только фредгольмовость, но

и существование решения задачи (57)–(63). Дей-
ствительно, справедливо утверждение.

1z z≤ + τ, 2z z≥ − τ
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Утверждение 5. Если при некотором веществен-
ном  существует нетривиальное решение однород-
ного уравнения (71), то ядро сопряженного уравне-
ния ортогонально правой части уравнения (68).

Значение параметра может отвечать ловушечной
моде. Утверждение 5 означает, что это не влияет на
существование решения задачи рассеяния. В то же
время возможна потеря единственности решения.

Доказательство компактности оператора 
сводится к следующему утверждению.

Утверждение 6. Из любой ограниченной в норме
пространства  последовательности, можно вы-
делить фундаментальную подпоследовательность
по норме, которую обозначим 

(72)

Утверждение разобьем на две теоремы.
Теорема 9. Пространство  компактно вложе-

но в 
Теорема 10. Из любой ограниченной по норме 

последовательности можно выделить сходящуюся
подпоследовательность по полунорме

В результате, оператор  – компактный. Тогда
задача (68) разрешима.

Утверждение 7. Слабое решение задачи (68) яв-
ляется классическим.

То, что это решение является классическим в
областях, в которых диэлектрическая проницае-
мость гладкая функция, а также то, что решение
удовлетворяет в классическом смысле условиям
сопряжения на гладких участках поверхностей
разрыва, доказывается стандартно. Интерес
представляет вопрос о поведении решения вбли-
зи сечений . Доказано [29], что слабое решение
является классическим.

2.3. Теоремы вложения 
для векторных функциональных пространств
Векторное функциональное пространство

 содержит в себе соболевское
пространство  Однако в случае кусочно-
гладкой границы области  оно не является под-
множеством  Теоремам вложения для век-
торных функциональных пространств посвяще-
но большое количество работ.

Применяемый в наших работах [29] метод до-
казательства теорем вложения использовался для
учета граничных условий на сечениях цилиндра.
В то же время он применим для областей доста-
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точно общего вида. Поясним метод вначале для
следующей частной задачи. Пусть  – цилиндр
конечной высоты:

Основание цилиндра  – односвязная область с
границей, состоящей из конечного числа гладких
дуг, соединяющихся под ненулевыми углами.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 11. Пространство 

вложено в  компактно.
Для доказательства достаточно рассмотреть

случай когда векторы  удовлетворяют условию
 Представим вектор  в виде ряда

и учтем, что

Учитывая граничные условия, имеем

Учитывая, что  равна

приходим к доказательству теоремы.
Теорема может быть распространена на неко-

торые области более широкого класса. Пусть об-
ласть  гладко взаимно однозначно отображается
в цилиндр  указанного ранее вида.

Введем криволинейные координаты (x1, x2, x3)
и декартовы координаты (y1, y2, y3), такие что

Считаем, что область изменения координат (x1,
x2, x3) – цилиндр V, ось x3 направлена вдоль оси
цилиндра:  Отоб-
ражение цилиндра  в область 

удовлетворяет условию
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где

– метрический тензор. Считаем, что

где  Запишем выражение  и  в
криволинейной системе координат относительно
ковариантных координат вектора 

 – вектор с координатами 

Вектор  – контравариантный. В резуль-
тате на границе прямолинейного цилиндра  вы-
полняются условия
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ДЕЛИЦЫН

то фундаментальной является и последователь-
ность  в пространстве 

Если область  может быть покрыта конеч-
ным числом перекрывающихся областей типа 
то для нее, очевидно, имеет место сформулиро-
ванная теорема вложения. Аналогичным образом
могут быть рассмотрены конические точки гра-
ницы. Указанный метод доказательства разреши-
мости задачи рассеяния в волноводе применим и
к задаче рассеяния в свободном пространстве.
Общность используемого подхода позволяет
учитывать рассеиватели, представляющие собой
как магнитодиэлектрические, так и металличе-
ские тела.
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