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Рассмотрено распространение поверхностной волны вдоль границы гиперболического магнитооп-
тического одноосного метаматериала и изотропного диэлектрика. Найдено дисперсионное уравне-
ние поверхностной волны и распределение электрического поля в системе. Показано, что поверх-
ностная волна данной системы отличается от других типов поверхностных волн тем, что волновой
вектор поверхностной волны обладает не только мнимой, но и действительной частью в направле-
нии, перпендикулярном границе раздела; кроме того, поверхностная волна в гиперболическом маг-
нитооптическом одноосном метаматериале обладает гибридной поляризацией, поэтому существует
только одна поверхностная волна для заданного направления волнового вектора.
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ВВЕДЕНИЕ
Современный интерес к изучению поверх-

ностных волн вызван субволновой локализацией
поля и его усилением вблизи поверхности [1]. Суб-
волновая локализация поля открывает возможно-
сти применения поверхностных волн в качестве
волноведущей среды [2, 3], поскольку удается
уменьшить размеры волноведущей структуры, а
также в фотолитографии [4], поскольку поверх-
ностные волны позволяют преодолеть дифрак-
ционные ограничения плоских волн, тем самым
повышая разрешение фотолитографии. Усиле-
ние поля вблизи поверхности дает возможность
использовать поверхностные волны в чувстви-
тельных элементах биосенсоров [5–7], поскольку
осаждение частиц происходит вблизи поверхно-
сти и за счет усиления поля увеличивается чув-
ствительность сенсора.

Наиболее известными поверхностными вол-
нами являются: поверхностный плазмон-поляри-
тон [8], распространяющийся вдоль границы сред
с различными диэлектрическими проницаемостя-
ми, и поверхностная волна, распространяющаяся
вдоль границы фотонного кристалла [9, 10]. Недо-
статок поверхностных плазмонов заключается в
омических потерях в металле. Поверхностные мо-
ды в фотонном кристалле также имеют ограниче-
ния: для создания высокодобротной моды в фо-

тонном кристалле требуется низкий уровень ше-
роховатости поверхности слоев [11].

Альтернативой поверхностного плазмона яв-
ляется дьяконовская волна [12] – поверхностная
волна, распространяющаяся на границе изотроп-
ной среды и одноосного кристалла. В данной вол-
не отсутствуют омические потери, и, кроме того,
в отличие от фотонного кристалла она имеет одну
границу, что уменьшает потери за счет шерохова-
тости поверхности. Однако дьяконовская волна
имеет очень узкий угловой диапазон распростра-
нения, что сильно затрудняет ее использование
[13]. Поэтому продолжаются поиски новых типов
поверхностных волн.

В частности, были обнаружены дьяконовские
поверхностные волны в гиперболическом слоистом
метаматериале [14] (среде, имеющей отрицатель-
ную компоненту диэлектрической проницаемо-
сти), гиперболическом двухосном кристалле [15], в
гиперболической гиромагнитной среде [16] и ги-
перболическом хиральном материале [17, 18]. Ис-
пользование метаматериалов позволяет расширить
угловой диапазон распространения поверхност-
ных волн.

Цель данной работы – исследовать поверх-
ностную волну на границе гиперболического маг-
нитооптического одноосного метаматериала
(ГМОМ) и диэлектрика.
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ПОВЕРХНОСТНАЯ ВОЛНА В ГМОМ

В отсутствие магнитного поля изочастота
ГМОМ (поверхность постоянной частоты в про-
странстве волновых векторов) представляет со-
бой комбинацию двуполостного гиперболоида и
сферы, которые пересекаются в двух точках [17].
В точках пересечения оба собственных решения
обладают одинаковым волновым вектором, но
ортогональными поляризациями, иными слова-
ми, распространение волны в данном направле-
нии вырождено по поляризации. Как показано в
работах [17, 19–22] приложение внешнего маг-
нитного поля приводит к снятию вырождения:

изочастота в точках пересечения расщепляется и
перезамыкается. Между двумя частями изочасто-
ты образуется запрещенная зона. В запрещенной
зоне волновой вектор становится комплексным,
и поэтому возможно образование поверхностной
волны на границе ГМОМ и диэлектрика.

При наличии внешнего магнитного поля в ги-
ротропном материале связь между электрической
индукцией и полем описывается уравнением

(1)

где  – вектор гирации, пропорциональный внеш-
нему магнитному полю, а  – тензор диэлектри-
ческой проницаемости материала в отсутствие
магнитного поля. Допустим, что магнитное поле
приложено вдоль оси x, тогда связь между элек-
трической индукцией и электрическим полем
можно описать при помощи нового тензора ди-
электрической проницаемости:

(2)

Используя уравнения Максвелла совместно с
тензором диэлектрической проницаемости (2),
можно записать уравнение, определяющее соб-
ственные волны системы:

(3)

Здесь  – символ Кронекера, а  где  –
волновой вектор в среде, а  Система урав-
нений (3) совместна тогда и только тогда, когда ее
детерминант равен 0. Из этого требования получаем
уравнение, аналогичное уравнению Френеля [23]

(4)

Уравнение (4) определяет изочастоту ГМОМ.
Будем полагать, что компонента  отрицательна.
В отсутствие магнитного поля ( ) изочастота
представляет собой сферу и два гиперболоида.
Эти фигуры пересекаются в двух точках (рис. 1).

При намагничивании изочастота в точке само-
пересечения расщепляется (рис. 2). Этот эффект
известен в обыкновенных двухосных гиротроп-
ных кристаллах [19], в двухосных гиперболиче-
ских метаматериалах [15] и хиральных гипербо-
лических метаматериалах [16, 17].
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Рис. 1. Изочастота ГМОМ в отсутствие магнитного
поля (a), сечение изочастоты плоскостью nzOnx (б).
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В запрещенной зоне волновые вектора соб-

ственных мод комплексные. Данный факт наво-
дит на мысль о том, что на границе ГМОМ и изо-
тропной среды может распространяться поверх-
ностная волна, убывающая в обе стороны от
границы (рис. 3).

Рассмотрим этот вопрос детальнее. Сначала
найдем собственные волновые векторы в
ГМОМ. Допустим, что волновой вектор имеет
компоненты  и  Эти компоненты параллель-
ны границе раздела и сохраняются при переходе
от ГМОМ к диэлектрику. Тогда из уравнения (4)
находим 
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где   Среди четырех корней
уравнения (5) физический смысл имеют только
два корня, обладающие отрицательной мнимой
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частью, поскольку тогда решение будет убывать
при 

Поляризации собственных мод можно найти
из уравнения (3). Получаем
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Рис. 2. Изочастота ГМОМ (a), сечение изочастоты
плоскостью nzOnx (б). Компоненты тензора диэлек-
трической проницаемости   величина
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ка, показывающие ориентацию ГМОМ относительно
границы раздела двух сред,  – компонента волново-
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где  – корни уравнения (5). Магнитное поле
собственных мод можно найти из уравнения

(7)
В изотропном диэлектрике над кристаллом

волновой вектор удовлетворяет уравнению

(8)
А собственные моды распадаются на поперечную
электрическую и поперечную магнитную волны:

(9)

Будет искать решение для поверхностной волны
в виде суммы собственных мод с неопределенными
коэффициентами в обеих средах. Для существова-
ния поверхностной волны должны выполнять усло-
вия непрерывности тангенциальных компонент
электрического и магнитного полей на границе раз-
дела сред. Получаем систему из четырех уравнений
с четырьмя неизвестными:

(10)
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где ЕГМОМ и НГМОМ соответствуют поляризациям
собственных мод в ГМОМ, заданных уравнения-
ми (6) и (7), а  и  – поляризациям собствен-
ных мод в диэлектрике, заданных уравнением (9).
Система (10) совместна тогда и только тогда, когда
ее детерминант равен 0. Из этого условия получаем
дисперсионное уравнение поверхностной волны.
Конечное дисперсионное уравнение имеет весьма
громоздкий вид, поэтому мы не приводим его
здесь. Решение дисперсионного уравнения в плос-
кости  показано на рис. 4.

Можно выделить две области, I и II, дисперси-
онной кривой поверхностных мод. Область I на-
ходится в запрещенной зоне гиперболического
кристалла. Эта кривая граничит с дисперсионной
кривой объемных мод гиперболического метама-
териала. В граничных точках поверхностная мода
переходит в объемную моду в гиперболическом
метаматериале. Область II находится вне изоча-
стоты объемных мод гиперболического кристал-
ла. Дисперсионная кривая поверхностных мод
прилегает к кривой объемных мод, а в граничных
точках кривая сливается с дисперсионной кривой
объемных мод. Таким образом, поверхностная
волна возникает не только в образовавшейся за-
прещенной зоне ГМОМа, но и вблизи части изо-
частоты, похожей на сферу.

Граничные условия (10) можно записать в виде
равенства адмиттансов  и 
В отсутствие намагниченности связь магнитного и
электрического поля каждой собственной моды
ГМОМ можно описать при помощи скалярного ад-
миттанса [24]. В тензорном виде эта связь запишет-
ся в виде  где  – диагональный тен-
зор. В изотропной среде связь магнитного и элек-
трического поля также описывается скалярным
адмиттансом. Поэтому система уравнений (10) рас-
палась бы на совокупность двух независимых урав-
нений, и в системе могли бы быть две поверхностные
волны. При намагничивании собственное решение в
ГМОМ гибридизуется, а связь электрического и маг-
нитного полей описывается тензорным адмиттансом

 где  – недиагональный тензор. По-
скольку граничные условия можно записать как ра-
венство диагональных адмиттансов, необходимо по-
лучить в ГМОМ решение, обладающее диагональ-
ным тензором адмиттансов. Это возможно только
при сложении двух собственных мод, и уравнения не
разделяются на совокупность независимых уравне-
ний. Поэтому в системе существует только одна по-
верхностная волна.

Найдем распределение электрического поля
собственных мод системы. Для этого подставим
собственный волновой вектор в уравнение (10) и
найдем константы. На рис. 5 показано распреде-
ление электрического поля собственной моды
системы, соответствующей области I дисперси-
онной кривой.

aE aH

{ },x yn n

1 y xH Eγ = 2 .x yH Eγ =

,H Eα αβ β= γ αβγ

,H Eα αβ β= γ αβγ

Рис. 4. Дисперсионная картина. Серые кривые – изо-
частоты объемных мод в ГМОМ, черные кривые –
поверхностные моды.
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Рис. 5. Распределение модуля компонент электриче-
ского поля поверхностной моды системы, соответ-
ствующей области I на рис. 4. Волновой вектор

  Серый регион соответствует
ГМОМ, белый – диэлектрику.
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Рис. 6. Распределение модуля компонент электриче-
ского поля поверхностной моды системы, соответ-
ствующей области II на рис. 4. Волновой вектор
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На рис. 6 показано распределение электриче-
ского поля собственной моды системы, соответ-
ствующей области II дисперсионной кривой. По-

ле собственной моды, принадлежащей области II
локализовано преимущественно в гиперболиче-
ском кристалле.
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При  поверхностные моды переходят в
объемные моды гиперболического одноосного
метаматериала. Отметим, что помимо затухания в
обе стороны от границы раздела, собственная мо-
да осциллирует в ГМОМ (рис. 5в), что связано с
наличием действительной части у волнового век-
тора в ГМОМ (5).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в работе показано, что изоча-

стота ГМОМ в точке самопересечения расщепля-
ется при приложении внешнего магнитного поля.
Получено дисперсионное уравнение поверхност-
ных волн на границе ГМОМ и диэлектрика. Суще-
ствуют две области дисперсионных кривых: одна
внутри запрещенной зоны ГМОМ, а другая вблизи
части изочастоты ГМОМ, похожей на сферу. Най-
дено распределение электрического поля соб-
ственных мод. Второй тип поверхностных волн
имеет распределение поля, близкое к объемным
модам в ГМОМ. Собственные волны в ГМОМ об-
ладают гибридной поляризацией, поэтому для за-
данного направления волнового вектора суще-
ствует только одна поверхностная волна.
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