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Предложен метод формирования измерений угловых координат двух точечных близко расположен-
ных целей измерениям четырех независимых приемников, расположенных на одинаковом рассто-
янии друг от друга. Показано, что углы целей определяются неподвижными точками некоторого
дробно-линейного преобразования и могут быть найдены в результате решения квадратного урав-
нения с комплексными коэффициентами. Обоснован метод расчета точности измерения угловых
координат, критерий разрешения целей. Приведены результаты численного исследования на мо-
дельном примере. Метод предназначен для измерения угловых координат двух близко расположен-
ных целей, угла места низколетящей цели на фоне подстилающей поверхности (морской или зем-
ной), для измерения координат цели в условиях воздействия активной помехи.
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ВВЕДЕНИЕ
Во многих технических приложениях, связан-

ных с использованием моноимпульсных радио-
локационных станций (РЛС), возникает потреб-
ность в увеличении разрешающей способности.
Это, прежде всего, необходимо при работе по груп-
повым целям, в условиях применения противни-
ком ложных целей, активных помех, а также при из-
мерении угловых координат низколетящих над
морской поверхностью целей [1]. Остановимся на
последнем случае более детально. Отраженный от
низко летящей цели эхо-сигнал может возвра-
щаться к приемнику РЛС многими путями – не-
посредственно прямым путем и отраженными от
подстилающей поверхности путями. Это прояв-
ляется в виде мерцания принимаемого сигнала в
связи с интерференцией отраженной от цели и от
подстилающей поверхности электромагнитной
волны. Если пройденные пути прямого и отражен-
ного сигнала близки и угловое расстояние между
зеркальным отражением и целью невелико, то
применение обычных методов моноимпульсной
радиолокации для формирования измерения угло-
вого положения цели приводят к значительным
ошибкам. Считается (см. [2, 3] и многие другие
источники), что отраженный от морской поверх-
ности сигнал, может быть описан как сумма двух
составляющих – зеркального отражения и диф-
фузного отражения (или резонансного рассея-

ния). То есть, вообще говоря, в условиях переот-
ражения электромагнитной волны от морской
поверхности, имеет место модель многолучевого
распространения. Помимо этого, вследствие пря-
мого отражения электромагнитной волны от под-
стилающей поверхности, принимаемый борто-
вой радиолокационной станцией сигнал содер-
жит еще одну аддитивную составляющую весьма
сложной природы. Однако при выполнении ряда
условий, в частности, когда высота над морской
поверхностью приемной антенны относительно
невелика [1] и некоторых других, модель распро-
странения электромагнитной волны может счи-
таться двулучевой. В этом случае зеркальное от-
ражение цели можно рассматривать как отраже-
ние радиоволны от некоторого фиктивного
источника – “антипода” и задача формирования
измерения координаты по углу места эквивалент-
на задаче разрешения двух точечных целей.

На протяжении нескольких последних десяти-
летий эта задача находится в центре внимания
многих исследователей во всем мире. Были пред-
ложены многочисленные методы, позволяющие
или в определенной степени ослабить искаже-
ния, вызываемые присутствием в принимаемом
эхо сигнале сигналов от двух целей, или, при вы-
полнении некоторых дополнительных условий,
выделять эти сигналы.
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В данной статье предлагается метод определения
угловых координат двух неразрешенных точечных
целей для произвольных величин принимаемых от
них комплексных сигналов (т.е. без каких бы то ни
было дополнительных предположений о функци-
ональной зависимости принимаемых от целей
сигналов). Единственно, что требуется для приме-
нения метода – возможность формирования четы-
рех независимых диаграмм направленности, рас-
положенных в вертикальной плоскости (“строко-
вых” диаграмм), или, иными словами, наличия
четырех одинаковых независимых приемников
сигнала. Эти приемники могут быть сформирова-
ны путем соответствующих вычислительных ма-
нипуляций в практически любой линейной экви-
дистантной фазированной антенной решетке или
могут представлять собой четыре отдельные, рас-
положенные в вертикальной плоскости на одина-
ковом расстоянии друг от друга зеркальные ан-
тенны.

Следует отметить, что предлагаемый метод мо-
жет с тем же успехом использоваться и для изме-
рения курсового (азимутального) угла. Для этого
требуется формирование четырех диаграмм на-
правленности, расположенных в горизонтальной
плоскости (“столбцевых” диаграмм).

С алгоритмической точки зрения предлагае-
мый метод сводится к решению некоторого квад-
ратного уравнения с комплексными коэффици-
ентами. Именно по этой причине он получил на-
звание квадратичный.

1. ОБЗОР НЕКОТОРЫХ
СУЩЕСТВУЮЩИХ МЕТОДОВ 

ФОРМИРОВАНИЯ УГЛОВЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
БЛИЗКО РАСПОЛОЖЕННЫХ ЦЕЛЕЙ

Одним из наиболее известных алгоритмиче-
ских методов формирования углового измерения
близко расположенных целей является метод
Уайта [4]. Метод предполагает формирование
трех суммарных диаграмм направленности (ДН),
одна из которых центрируется строго на среднюю
точку между целями, а две оставшиеся разносятся
относительно первой на некоторые равные углы в
положительном и отрицательном направлениях.
При таком формировании диаграмм, сигнал пер-
вой (центральной) диаграммы оказывается син-
фазным с суммарным сигналом двух других диа-
грамм, а их отношение зависит исключительно от
разности углов целей. Это позволяет определить
углы целей путем решения некоторого нелиней-
ного уравнения. Понятно, что на практике на-
правление на среднюю точку никогда не бывает
известно точно. Поэтому этот метод обладает си-
стематической ошибкой, зависящей от взаимно-
го расположения оси центральной диаграммы и
направлением на среднюю точку.

На рис. 1а и 1б представлены результаты изме-
рений угла цели № 1 соответственно фазовым
разностно-суммарным методом и методом Уайта
в идеальных условиях, когда внутренние шумы
антенны равны нулю. Расчеты проведены при
следующих исходных данных, взятых из [5]: рабо-
чая частота 10 ГГц, ширина ДН по половинной
мощности 1 град, дальность до цели 10 км, высота
цели 50 м, высота приемника 0 м. За цель № 1
принята реальная цель, за цель № 2 принят ее ан-
типод. Угловая координата цели № 1 постоянна и
равна 5 млрд. Амплитуды сигналов целей приня-
ты равными. Угловая координата цели № 2 изменя-
ется от 5 мрад в сторону убывания. Кривые 1, 2, 3
построены по результатам работ соответствую-
щих алгоритмов при различных разностях фаз
сигналов цели и антипода. Из рисунков видно,
что систематические ошибки этих методов весь-
ма велики.

Следует отметить одну из основополагающих
работ в этой области [6], в которой показано, что
с привлечением определенной априорной ин-
формации о функциональной зависимости сиг-
налов целей (геометрического происхождения),
угловые координаты целей могут быть “извлече-
ны” (при помощи решения системы нелинейных
уравнений) из типичной информации разностно-
суммарного метода – измерений (комплексных)
верхней и нижней диаграмм. Однако точной гео-
метрической картины, описывающей взаимное
расположение цели и антипода, не существует, а
вынужденно принимаемые допущения приводят
к возникновению систематических ошибок.

В ряде работ были рассмотрены различные
специальные случаи, подобно методу Уайта, поз-
воляющие решить задачу в том или ином частном
случае [3, 7]. В [8] предлагается применять итера-
ционный метод нахождения оценок углов целей.
Идея метода заключается в следующем. Если бы
были известны угловые положения целей  и 
то сформировав верхнюю и нижнюю ДН таким
образом, чтобы их нули находились в точке 
можно было бы восстановить координаты цели
№ 2 точно по соотношению этих диаграмм. И на-
оборот, если обеспечить нули диаграмм в точке

 то угол цели № 1 вычислялся бы точно.
Пусть выбрано начальное значение угла цели

2 –  (k = 0 – номер итерации). Формируется
верхняя и нижняя ДН такие, что их нули находят-

ся в точке  Находим оценку угла первой цели

 Затем формируются верхняя и нижняя
диаграммы такие, что их нули находятся в точке

 Вычисляем угол  Процесс повторя-
ется до тех пор, пока невязка не становится мень-
ше заданной точноcти

1θ 2θ ,

1θ ,

2θ ,

( )
2
*θ k

( )
2*θ .k

( 1)
1*θ .k +

( 1)
1*θ .k + ( 1)

2*θ .k +

+ +θ − θ + θ − θ < ε( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1 2 2

** ** .k k k k



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 64  № 4  2019

КВАДРАТИЧНЫЙ МЕТОД УГЛОВОГО РАЗРЕШЕНИЯ 363

Приведенный метод не дает систематической
погрешности. Однако быстро деградирует при
сближении целей (падает точность измерения).
Это вызвано тем, что нули разностной и суммар-
ной диаграмм находятся близко друг от друга, что

приводит к существенному уменьшению отноше-
ния сигнал/шум. Кроме того, как любой итераци-
онный метод, этот метод требует привлечения до-
полнительных вычислительных ресурсов, что не
всегда доступно.

Рис. 1. Результаты оценки угла цели № 1 разностно-суммарным методом (а) и методом Уайта (б) в зависимости от раз-
ности угловых положений целей при различных разностях фазовых углов сигнала цели № 1 и цели № 2: оценка угла
цели при разности углов сигналов равна 0 (1), 90 (2) и 170 град (3), истинный угол цели № 1 (4) и цели № 2 (5).
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Для решения рассматриваемой задачи можно
применить метод максимального правдоподобия,
что, в частности, предлагается сделать в [2]. При-
менение метода максимального правдоподобия
приводит к задаче математического программиро-
вания без ограничений, но с невыпуклой целевой
функцией, имеющей многочисленные экстрему-
мы. Численное решение задач такого рода сопря-
жено с известными вычислительными трудностя-
ми [9]. Если начальное приближение итерацион-
ного метода принадлежит достаточно малой
окрестности решения, то вычислительный про-
цесс сходится за несколько итераций. В против-
ном случае возникают проблемы – блуждание или
зацикливание. Нами были предприняты попытки
решения этой задачи различными численными
методами – методом Ньютона, модифицирован-
ным методом Ньютона, штрафных функций,
группового покоординатного спуска, различны-
ми комбинациями этих методов. При определен-
ных соотношениях параметров удается подобрать
алгоритм формирования начального приближе-
ния, но при дальнейшем численном эксперимен-
тировании, уже с другим соотношением парамет-
ров, алгоритм перестает работать. Собственно это
и послужило толчком к дальнейшим исследова-
ниям, направленным на разработку надежного и
не требующего привлечения значительных вы-
числительных ресурсов метода расчета угловых
координат двух близко расположенных целей. В
завершение обсуждения метода максимального
правдоподобия, следует отметить, что в тех случа-
ях, когда удается найти численной решение экс-
тремальной задачи метода максимального прав-
доподобия, это решение оказывается достаточно
близким к решению, получаемому в соответствии
с методом, предлагаемым в данной статье.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Обозначим через  и  соответственно углы
целей № 1 и № 2 относительно нормали к полотну
антенны. Будем считать, что в некоторый момент
времени на фазовый центр диаграммы строки с
номером 0 от целей поступают комплексные сиг-
налы  и  соответственно. Тогда, для измере-

ний строковых диаграмм  справедливо:

(1)

где ηn – комплексный “белый шум” (внутренний
шум приемной аппаратуры):

(2)

(3)

– обобщенные углы целей,  – суммарная диа-
грамма направленности каждой из строковых
диаграмм.

Задача состоит в том, чтобы на основании из-

мерений диаграмм  вычислить значения углов

 

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
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Будем рассматривать равенства (4) как систему
четырех нелинейных уравнений в комплексной
области относительно четырех неизвестных  
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За счет этого факта можно построить весьма
простой вычислительный метод формирования
измерений угловых положений целей. На основа-

нии полученных измерений  решаем квадрат-
ное уравнение (6), находим обобщенные углы:

(8)
и, наконец, находим оценки углов целей:

(9)

Если бы шумы  в измерениях (1) были равны
нулю, то комплексные углы целей, рассчитанные
в соответствии с (7), совпадали бы с истинными и
углы целей могли быть вычислены точно по фор-
муле (9). Однако шумы  нулю не равны, и их
присутствие вносит определенный разброс в ре-
шения уравнения (6). Будем считать, что шумы
достаточно малы и можно произвести линеариза-
цию системы уравнений (4) в окрестности реше-
ния. Влиянием вторых частных производных
функций  из (4) пренебрегаем.

Пусть |  – решение системы
уравнений (4). Нетрудно убедиться в том, что для
матрицы частных производных комплексный
вектор функции  заданной уравнениями (4),
будет справедливо:

Если матрица  не вырождена, то в со-
ответствии с правилом дифференцирования не-
явно заданных функций для разброса вектора ре-
шений системы уравнений (4) имеем

Выполняя элементарные преобразования, не-
трудно получить следующее выражение для эле-
ментов обратной матрицы :

Здесь   y2 =

Обозначим вектор разброса обобщенных углов
через  а корреляционную матрицу этого векто-
ра через  

Утверждение 2. Для элементов корреляцион-
ной матрицы вектора разбросов обобщенных уг-
лов справедливо:

(10)

(11)

где  и  – элементы второй и четвертой строки
матрицы .

Очевидно, для корреляционной матрицы век-
тора ошибок измерений углов  =

=  справедливо:

Если подставить в формулы (10), (11) истин-
ные значения  и  и вы-
полнить элементарные преобразования, то не-
сложно получить формулы для расчета точности
измерений обобщенных углов:
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здесь  – истинная разность обобщен-
ных углов, а комплексная величина  вычисляет-
ся следующим образом:

Из формул (12), (13) следует любопытный
факт. Дисперсия ошибки измерения угла какой-
либо одной цели не зависит от уровня сигнала
другой цели. Но, конечно, зависит от разности их
угловых положений.

Допустим, в соответствии с формулами (8),

вычислены обобщенные углы  и  Они отли-
чаются от истинных углов на вектор разброса 
с корреляционной матрицей (12). Поскольку  и

 являются случайными величинами, то измере-

ние  может оказаться ближе к истинному значе-
нию  чем  Если будет происходить такое “пе-
репутывание” измерений, то это окажет негатив-
ное влияние на работу алгоритмов вторичной
обработки информации, для которых измерен-
ные углы являются входной информацией. Ины-
ми словами, измерения обобщенных углов  и 
должны быть по возможности корректно соотне-
сены с номерами целей. Если предположить, что
шумы измерений η являются гауссовскими, то
погрешность разности измерений обобщенных

1 2μδ = μ − μ
A

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2
0 2 1 1 2 1 2 1 1 2

2 2
2 2 1 1 2 2 1 3

2 2

2 2 .

A z z z z z z z z
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= σ + σ + + +
+ σ + + + σ

1
*μ 2

*.μ
Δμ

1
*μ

2
*μ

2
*μ

1μ 2
*.μ

1
*μ 2

*μ

углов  будет также гауссовской случайной вели-
чиной с нулевым средним и дисперсией

Тогда критерий разрешения по уровню веро-
ятности P примет вид [9]

где  – нормальная функция распределения
вероятности. Так, например, для обеспечения ве-
роятности 0.997 достаточно взять 

4. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Проиллюстрируем работу предлагаемого ме-
тода на примере из работы [5]. Примем отноше-
ние сигнал/шум для каждой из целей равным
20 дБ, разность фаз сигналов, поступающих от
целей на строку с номером 0, – равной нулю

 На рис. 2 представлены результа-
ты статистического моделирования при уровне
шума 20 и 14 дБ.

На рис. 3а и 3б представлена комплексная
плоскость и измерения комплексных углов, полу-
ченные в результате статистического моделиро-
вания. Треугольниками изображены измерения
цели ( ), квадратами измерения антипода ( ).
Точками 1 и 2 представлены истинные комплекс-
ные углы –  и  окружностями 5 и 6 – эллипсы
рассеяния по уровню вероятности 0.997 (окруж-
ности с центрами в  и  и радиусами  и

μδ

2
11 12 22M 2 .K K Kδ Δ Δ Δσ = − +μ μ μ

1 2 11 12 22( ) 2 ,F P K K KΔ Δ Δμ − μ > − +μ μ μ

( )F P

( ) 3.F P =

1 2arg( ) arg( ).k k=

1z 2z

1z� 2,z�

1z� 2z� 113 KΔμ

Рис. 2. Результаты статистического моделирования: кривыми 1 и 3 представлены результаты измерений сигнала цели,
кривыми 2 и 4-антипода, при уровне шума 20 (1, 2) и 14 дБ (3, 4).
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 соответственно). Как видно из рис. 2 и 3,
при уровне шума 14 дБ корректно соотнести из-
мерения  и  с номерами целей невозможно и
алгоритм деградирует.

Выясним, при какой минимальной разнице в
угловом положении целей при заданном уровне
шума в 20 дБ алгоритм будет корректно функцио-
нировать. Ограничимся вероятностью ошибки
0.95 ( ). Кривой 2 на рис. 4 представлен
график изменения функции, стоящей в правой
части (14) в зависимости от . Кривая 1 изоб-
ражает разность  Точка пересечения этих
графиков определяет разрешающую способность
алгоритма – это угол 7.8 мрад. Кривой 3 изобра-
жен СКО определения углов цели и антипода.
При минимальном угле разрешения 7.8 мрад
СКО измерения углов целей составляет 2.7 мрад.

На рис. 5 представлена зависимость коэффи-
циента корреляции ошибок измерения углов це-
лей от разности фаз сигналов. Как следует из ри-
сунка, коэффициент корреляции может иметь
произвольное значение от –1 до 1. Поскольку
разность фаз принимаемых от целей сигналов за-
ранее не известна и может быть произвольной

223 KΔμ

1z 2z

( ) 2F P =

1 2θ θ−
1 2.θ − θ

Рис. 3. Разбросы комплексных углов при уровне шума 20 (а) и 14 дБ (б).
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(в зависимости от условий переотражения и рас-
пространения электромагнитной волны), то
можно предположить худший вариант, дающий
наихудший угол разрешения, который будет при
коэффициенте корреляции равном –1. Тогда
формула для угла разрешения примет вид

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрен метод получения угловых коорди-
нат двух близко расположенных целей по измере-
ниям четырех независимых одинаковых эквиди-
стантных диаграмм направленности (суммар-
ных). Эти диаграммы могут быть сформированы
практически в любой линейной эквидистантной
цифровой фазированной антенной решетке или
могут быть диаграммами четырех соответствующих
зеркальных антенн. Метод сводится к решению не-
которого квадратного уравнения с комплексными
коэффициентами. Углы целей выражаются анали-
тически через решения этого уравнения. Приме-
нение метода не предполагает дополнительного
привлечения вычислительных ресурсов. Обоснова-
ны формулы расчета точности угловых измерений,
учитывающие внутренние шумы приемников.
Сформулирован критерий углового разрешения
двух целей. Показано, что точность измерения уг-
ловой координаты одной из целей зависит исклю-

( )1 2 11 22( ) .F P K KΔ Δμ − μ > +μ μ

чительно от отношения сигнал/шум для этой цели
и не зависит от отношения сигнал/шум другой
цели.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство утверждения 1. Из первых
трех уравнений системы (4) следует, что  
симметричны относительно дробно-линейного
преобразования [10]:

т.е.   Аналогично, из последних
трех уравнений (4) следует, что   симметрич-
ны относительно дробно-линейного преобразо-
вания:

Поэтому точки   являются неподвижными
точками дробно-линейного преобразования

 которое, как нетрудно убедиться,
приведено в (5), а уравнение (6) получается из
условия  путем элементарных преобразо-
ваний.

1,z 2z

1 2

0 1

* *
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**
S z S

S z S
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1 2( ),z z= ς 2 1( ).z z= ς
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S S

S S
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( )z z= ρ

Рис. 5. Коэффициент корреляции ошибок измерения углов целей.
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Доказательство утверждения 2. Прежде всего
установим следующий факт. Пусть задано ком-
плексное число  Рассмотрим функ-
цию  Зададим малое приращение

 числу z,   Тогда для
приращения аргумента справедливо:

(П.1)

Рассмотрим функции  и  неявно
заданные системой уравнений (4) в малой окрест-
ности решения. Дадим малое приращение по пе-

ременной  Пусть  Обозначим эле-
менты матрицы  с номерами  и  через 
и 

Тогда в соответствии с формулой (П.1) для прира-
щений аргументов функций  и  оче-
видно выполнено:

Откуда следует справедливость формул (10), (11).
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