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ВВЕДЕНИЕ
Антенные устройства – неотъемлемая часть

любой радиотехнической системы. В настоящее
время антенная техника получила широкое разви-
тие, существует громадное многообразие антенн,
объединенных для целей классификации и уни-
фикации в соответствующие классы структур
(см., например, [1–12]). Ключевыми проблемами
теории и техники антенн всегда являются умень-
шение их размеров, широкое регулирование
электромагнитных характеристик и расширение
рабочей полосы частот. Геометрические разме-
ры антенны, по сути дела, определяются длиной
рабочей волны и, в свою очередь, влияют на мас-
согабаритные характеристики радиосистемы.
Исключительное значение приобрели широко-
полосные и сверхширокополосные антенны,
теория и практика которых стали самостоятель-
ным разделом антенной техники, имеющим
чрезвычайно большое практическое значение
[2–4, 7–11].

По мере появления и развития мобильных
устройств коммуникации главными задачами
разработчиков стали миниатюризация и повыше-
ние качества связи. За истекшее время габариты и
вес типичного устройства связи, такого как мо-
бильный телефон, были уменьшены на порядки.

Это произошло благодаря стремительному разви-
тию технологии производства полупроводнико-
вых сверхбыстродействующие интегральные схе-
мы, позволяющих в значительной мере сократить
количество дискретных элементов, а также со-
путствующих технологий. К последним можно
отнести автоматизированный поверхностный
монтаж, производство многослойных печатных
плат и т.д.

Немаловажную роль в процессе миниатюриза-
ции, по очевидным причинам, играет проектиро-
вание компактных, электрически малых приемо-
передающих антенн. Ученые всего мира продол-
жают усиленно заниматься исследованиями и
поиском новых геометрий малых антенн, позво-
ляющих снизить площадь, занимаемую ими в
устройстве, сохраняя при этом требуемые харак-
теристики добротности, частотного диапазона,
диаграмму направленности (ДН), коэффициент
направленного действия (КНД), потери на отра-
жение и пр.

Многие исследователи, сравнивая и анализи-
руя характеристики разных вариантов реализа-
ции малых антенн, заметили преимущества воз-
никших в 80-е годы XX в. фрактальных антенн
(см., например, [4, 9–61]). Как следует из назва-
ния, в основе геометрии данного вида антенн ле-
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жит фрактал, т.е. кривая (функция, множество,
фрактальные матрицы [9, 11, 61]), которая харак-
теризуется свойством самоподобия, или скей-
линга. Из математики известно, что “чистый”
(математический) фрактал имеет размерность,
строго большую топологической. Отсюда следу-
ет, что антенна с такой геометрией имела бы в
идеальном случае бесконечную электрическую
длину.

Разумеется, реализовать подобную топологию
физически не представляется возможным, хотя
бы потому, что реальный проводник имеет ко-
нечную ширину и занимает конечную площадь.
Поэтому здесь понятие фрактал удобно заменить
понятием предфрактал, который в отличие от
фрактала имеет конечное число итераций, что
означает скейлинг фигуры в ограниченном масшта-
бе. Но даже и в этом случае после нескольких
итераций удается получить довольно длинный
проводник, размещенный на достаточно малой
площади.

Свойства фракталов и предфракталов активно
исследуются применительно к реализации элек-
тродинамически малых антенн. На данный мо-
мент (в основном в трудах зарубежных ученых)
имеется огромное множество теоретических и
экспериментальных данных о резонансных, на-
правленных и других характеристиках фракталь-
ных антенн [4, 9–61].

Следует отметить результаты фундаменталь-
ных трудов консорциума ученых в рамках между-
народного проекта FRACTALCOMS [62, 63]. В
результате данного проекта были успешно прове-
дены разносторонние исследования фрактальных
антенн, включающие сравнительный анализ не
только многих вариантов фрактальных геометрий,
но и фрактальных антенн с иными вариантами гео-
метрии, среди которых как простые фигуры, так и
нефрактальные кривые, заполняющие простран-
ство. Исследователи проекта FRACTALCOMS
предложили и аналитические выражения, описы-
вающие волновые процессы, протекающие во
фрактальной антенне, а также переформулирова-
ли уравнения Максвелла для случая фрактальных
поверхностей. Особое внимание уделено числен-
ному моделированию фрактальных антенн, рас-
смотрено несколько методик, дана сравнитель-
ная их характеристика, разработан новый способ
разбиения фрактальных объектов на конечные
элементы, что, несомненно, полезно не только
для моделирования, но и для автоматизации про-
ектирования таких антенн.

Перед разработчиками электродинамически
или электрически малых антенн (здесь можно гово-
рить о микро- и наноантеннах [32, 58, 61]) нередко
ставится задача, подразумевающая создание антен-
ны, эффективно работающей в нескольких диапа-
зонах частот, характерных для различных протоко-

лов связи (GSM, Wi-Fi и прочих). Как известно,
малые антенны имеют сравнительно высокую
добротность, что неизбежно влечет сужение по-
лосы пропускания, и поэтому антенна не может
одновременно охватить требуемые частоты
(к примеру, 1.8 и 2.4 ГГц). В связи с этим проек-
тировщик вынужден прибегать к введению в
устройство нескольких отдельных антенн, что
может стать причиной увеличения общих габа-
ритных размеров устройства.

Цель работы – представить основные резуль-
таты, полученные в современных крупномас-
штабных международных исследованиях в обла-
сти фрактальной электродинамики, в проекти-
ровании фрактальных антенн и фрактальных
электродинамических структур для современных
комплексированных информационных радио-
технических систем многофункционального на-
значения.

Также кратко освещены и некоторые фунда-
ментальные результаты современных фракталь-
но-скейлинговых методов, открытых, предложенных
и широко развиваемых в ИРЭ им. В.А. Котельни-
кова РАН (г. Москва) [9–12] и сейчас набираю-
щих темп в России, в странах бывшего СССР, а
также в Китае в Международной лаборатории
“Информационные технологии и фрактальная
обработка сигналов” (под руководством автора).
Опыт таких исследований достаточно интересен
для отечественной фундаментальной науки и со-
ответствующей интеграции ее с практикой.

1. ФРАКТАЛЫ 
В ОБЛАСТИ ТЕОРИИ АНТЕНН 

И В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ

Фрактальная геометрия, созданная Б. Ман-
дельбротом [64–67], является продолжением и
развитием классической геометрии. Ее внедре-
ние предоставляет современным инженерам и уче-
ным беспрецедентные возможности для изучения
неограниченного количества физических конфи-
гураций и процессов, ранее просто недоступных
для исследований и различных приложений.

Усилия многочисленных исследователей всего
мира, направленные на объединение фрактальной
геометрии с электромагнитной теорией, привели к
появлению новых инновационных конструкций
антенн. Теоретические результаты показали, что
по мере увеличения числа итераций фрактала
происходит увеличение эффективной длины из-
лучающей системы и, естественно, уменьшение
резонансной частоты. В отличие от традицион-
ных подходов, когда синтезируются гладкие
структуры излучения антенн, теория фрактально-
го синтеза базируется на принципах дробной ме-
ры и скейлинга, т.е. характеристики излучения
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теоретически инвариантны масштабу (простран-
ственному или частотному) [9–12, 64–68].

В зарубежной литературе прочно утвердился
термин “фрактальная электродинамика”, в ко-
торой исследуются вопросы распространения
волн во фрактальных средах, физические и мате-
матические модели фрактальных электродина-
мических направляющих структур, а также
фрактальные антенны [69–73]. Достаточно про-
должительный опыт анализа и синтеза фракталь-
ных антенн показал их принципиальную широко-
полосность и многодиапазонность. Иначе говоря,
фрактальная электродинамика – это область ис-
следований, в которой на основе комбинирования
концепций фрактальной геометрии с классической
теорией электромагнетизма ставятся и решаются
принципиально новые проблемы излучения, рассе-
яния и распространения волн. Сведения о фрак-
тальных антеннах появились в зарубежных работах
с конца 80-х годов XX в. [13].

В России данные вопросы рассматриваются
преимущественно в рамках созданного автором
40 лет назад фундаментального направления
“Фрактальная радиофизика и фрактальная ра-
диоэлектроника: проектирование фрактальных
радиосистем” в ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН
[9–12, 29, 31, 32, 36, 38, 41–45, 58–61, 68, 74–103].

В конце 80-х годов XX в. автором совместно с
ЦКБ “Алмаз” были выполнены первые разработ-
ки и проектирование таких необычных (для того
времени) фрактальных антенных структур (в част-
ности, был изготовлен действующий макет фрак-
тальной щелевой решетки в диапазоне миллимет-
ровых и сантиметровых волн) для переносного
твердотельного двухчастотного когерентного ра-
диолокатора на параметронах со сложным фазо-
манипулированным сигналом сверхбольшой базы
(рис. 1) [104–110].

Работа фрактальных антенн достигается через
геометрию проводников, а не через накопление от-
дельных компонентов или элементов (как в
классических антеннах), что в последнем случае
увеличивает сложность и потенциальные точки
отказа. Анализ показывает, что существует пока
два активных направления исследований во
фрактальной технической электродинамике:
1) фрактальные апертуры, 2) использование фрак-
талов в разработке антенных решеток.

Фрактальные антенны позволяют создать
многополосные варианты с уменьшенным разме-
ром и часто оптимальную или “шикарную” тех-
нологию таких устройств. Несомненным досто-
инством фрактальных антенн (монополей и ди-
полей) является то, что они нередко имеют
меньшие резонансные частоты по сравнению с
классическими (евклидовыми) антеннами тех
же размеров. Врожденные широкополосные ка-
чества фрактальных антенн идеальны для интел-

лектуальных приложений, в частности, при за-
щите информации.

Области применения фрактальных антенн: со-
временные телекоммуникации, широкополосная
и нелинейная радиолокация, системы поиска,
локализации и трассировки мобильных объектов,
пеленгация в сложных городских условиях, опре-
деление местоположения несанкционированных
источников радиоизлучения при борьбе с терро-
ристами, оперативная связь в войсках, маркеры
на различных предметах, космическая связь, со-
временный физический эксперимент и т.п.

Чрезвычайный широкополосный охват частот
плюс компактные универсальные форм-факторы
позволяют фрактальным антеннам контролиро-
вать коммуникации при распознавании сигналов,
не обнаруживая себя. Широкополосные фрак-
тальные антенны способствуют появлению пере-
довых мобильных тактических коммуникаций,
поскольку сочетают полосу пропускания, спо-
собность к взаимодействию, регулирование мощ-
ности и компактную форму.

В частности, сравнительно недавно возникшая
“мода” на технологии MIMO [111–113] (Multiple
Input – Multiple Output, множественный ввод –
множественный вывод) неизбежно будет исполь-
зовать фрактальные антенны в их различном ис-
полнении и фрактально-скейлинговые алгоритмы
обработки пространственно-временной информа-
ции (для технологий MIMO все это было предло-
жено автором еще в 1999 г.) [11, 113].

3. КРАТКАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА
И СОДЕРЖАНИЕ ПРОЕКТА FRACTALCOMS

Один из крупнейших мировых проектов по
фрактальным антеннам FRACTALCOMS, в кото-
ром принимали участие ученые из таких учрежде-
ний как Каталонский политехнический универси-
тет [114], Римский университет [115], Швейцарская
федеральная политехническая [116], Университет
Гранады [117], Международный центр численных
методов в инженерии [118]. Работа непосред-
ственно над проектом была начата 1 декабря 2001 г.

Цель проекта FRACTALCOMS – это базовые
исследования в области фрактальной электроди-
намики, направленные на определение пределов
эффективности (как теоретической, так и прак-
тической) в высокой степени инновационных
устройств с фрактальной структурой для радио-
технических систем будущего.

Были поставлены следующие задачи [62, 63].
1. Понимание фрактальных электродинамиче-

ских явлений.
2. Фундаментальные ограничения фракталь-

ных миниатюрных устройств.
3. Решение простых электромагнитных задач.
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4. Формулировка EFIE (интегральных урав-
нений электрического поля) во фрактальных об-
ластях.

5. Расширенное разбиение фрактальных
структур.

6. Формулировка численных методов для
фрактальных структур.

7. Моделирование фрактальных структур: ча-
стотная область.

8. Моделирование фрактальных структур: вре-
менная область.

9. Разработка малогабаритных устройств
фрактальной формы.

10. Технологические ограничения фракталь-
ных устройств.

11. Конструкция прототипа и измерения.
Работоспособность классических антенн и

пассивных СВЧ-устройств евклидовой геометрии

весьма чувствительна к размеру антенны относи-
тельно длины волны. Эти устройства, разрабаты-
ваемые для конкретной (узкой) полосы частот,
оказываются бесполезны на других частотах.
Синтез фрактальных широкополосных или мно-
гополосных антенн возможен, как отмечено вы-
ше, при использовании свойств самоподобия, или
скейлинга фрактальных геометрических форм.

По причинам одинаковых геометрических
электромагнитных ограничений для антенн ев-
клидовых форм, работающих в ограниченном
диапазоне длин волн, классические антенны и
СВЧ-устройства не могут быть произвольно ма-
лыми. Одним из свойств фрактальных форм, да-
ющих возможность значительного уменьшения
размера, независимо от электромагнитных и гео-
метрических ограничений, является фрактальная
размерность D. Фрактальная кривая, заключенная
в конечной площади или объеме теоретически име-
ет бесконечную длину! На практике конструкция

Рис. 1. Переносной твердотельный двухчастотный когерентный радиолокатор на параметронах со сложным фазома-
нипулированным сигналом сверхбольшой базы и с фрактальной щелевой решеткой в диапазоне ММВ и СМВ (а) и не-
которые результаты натурных испытаний радиолокатора: б, в – первые радиолокационные изображения на длине
волны 8.6 мм; г – характерные формы огибающей сигнала, отраженного характерными земными покровами; д – при-
мер эталонной синтезированной карты неоднородной местности по энергетическим, текстурным и фрактальным
признакам; е – средняя эффективная площадь рассеяния как функция частоты для горизонтальной (Г) и вертикаль-
ной (В) поляризаций, 1 и 2 – данные автора, который участвовал в натурном эксперименте в качестве “лоцируемого
объекта” [108].
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фрактальной формы, хоть и не имеет бесконеч-
ную длину, однако может быть изготовлена про-
извольной длины, которая зависит от технологи-
ческих возможностей. Это может способствовать
разработке устройств, имеющих длину, равную
длине волны, и вместе с тем занимающих мень-
ший объем в сравнении с их евклидовыми ана-
логами.

Ограничения, накладываемые технологией
производства, важны именно здесь, поскольку
фракталы, по сути, – это пошаговая система итери-
рованных функций (Iterated Function System, IFS),
которые в теории требуют бесконечного числа
итераций для получения уникальных свойств, та-
ких как фрактальная размерность. Это ведет к то-
му, что фрактальная структура содержит детали и
цепи бесконечно малого размера, что невозмож-
но в практическом исполнении. Одна из целей
исследования проекта – изучение эффективно-
сти устройств, получаемых конечным числом ите-
раций IFS, что означает конечный наименьший
конструктивный размер, удовлетворяющий огра-
ничениям выбранной технологии изготовления.

В дополнение к технологическим ограничени-
ям для миниатюризации устройств фрактальной
формы существует также фундаментальный пре-
дел. Этот предел устанавливает наименьший размер
устройства, способного работать в заданной полосе
частот. На практике фундаментального предела не-
возможно достичь для конструкций евклидовой
формы. Ограничение размера зависит от того, на-
сколько эффективно конструкция занимает объем,
в который она заключена, и поэтому фрактальные
формы должны функционировать много лучше ев-
клидовых. Другой целью рассматриваемого
международного проекта FRACTALCOMS явля-
ется оценка достижения фундаментального пре-
дела антеннами фрактальной формы.

Необходимо исследовать и другое потенциаль-
ное ограничение для фрактальных конструкций
СВЧ – эффективность потерь. Этот параметр
указывает на то, что электромагнитные поля и то-
ки концентрируются в очень малых областях. По-
скольку потери мощности имеют тепловой эф-
фект, пропорциональный интегралу квадрата
плотности электрического тока по длине поверх-
ности конструкции, то концентрация тока на ма-
лых участках ведет к много большим потерям
мощности, нежели прочие равномерные распре-
деления тока. Данный эффект может иметь место
в антеннах, что приводит к уменьшению усиле-
ния, и в СВЧ-фильтрах или резонаторах, облада-
ющих поэтому довольно большими вносимыми
потерями.

Как известно, математические инструменты,
используемые для анализа антенн с евклидовой
геометрией, весьма трудно (может быть, и невоз-
можно) применить к фрактальным областям. Для

получения требуемых математических моделей не-
обходимы общие усилия исследователей, специа-
лизирующихся в прикладной математике фрак-
тальных структур и в теории электромагнетизма.
По этой причине должен быть комплекс работ,
посвященный математической формулировке
электромагнитных полей во фрактальных обла-
стях с использованием фрактального векторного
исчисления [62, 63].

Численное моделирование в данном проекте
является просто необходимым для проверки и
предсказания эффективности многих предлагаемых
потенциально интересных геометрий. Конструкции
фрактальной формы могут быть промоделированы
даже вне технологических ограничений для целей
предсказания производительности устройств, изго-
товленных по технологиям будущего. Численное
моделирование во временной области позволяет
визуализировать взаимодействие геометрии и
электромагнитных полей, реализуя таким обра-
зом физическую интерпретацию излучения и ре-
зонансов предлагаемых структур. Поскольку су-
ществующие численные методы непригодны для
работы с фрактальными конструкциями, необхо-
дима разработка полного пакета программ моде-
лирования.

Результаты численного моделирования, осо-
бенно во временной области, окажут неоцени-
мую помощь в физическом понимании электро-
магнитных явлений во фрактальных структурах,
таких как излучение, рассеяние и резонанс.

Все отчеты и данные, собранные в ходе разра-
боток проекта, доступны на интернет-ресурсе
FRACTALCOMS: http://www.tsc.upc.es/fractalcoms.

4. ТЕОРИЯ 
ФРАКТАЛЬНОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ. 

ПОНИМАНИЕ ЯВЛЕНИЙ 
ФРАКТАЛЬНОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

А. О влиянии фрактальной размерности
и топологии на эффективность излучения

и добротность предфрактальных монополей
Фрактальная размерность должна оказывать

серьезное влияние на эффективность излучения
и добротность электрически малых антенн. Это
влияние на ДН малых антенн не столь велико, так
как их поведение совершенно аналогично пове-
дению малых диполей. Тем не менее до сих пор
нет практических доказательств, подтверждаю-
щих эту связь при работе с антеннами, имеющи-
ми собственные резонансы.

Было исследовано влияние фрактальной раз-
мерности на поведение монопольных антенн в
части эффективности и добротности. Также про-
анализировано значение формы предфракталь-
ных монополей с одной и той же фрактальной
размерностью. Это исследование было проведено
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Рис. 2. Печатные фрактальные монополи, используемые при исследовании влияния фрактальной размерности D на
эффективность излучения и добротность: монополь Коха (а), монополь “ковер” Серпинского (б), монополь Гильбер-
та (в) и второй вариант монополя Пеано (г) [63].

(а) (б)

(в) (г)

K-1 K-4

H-2
H-4

Pv2-1
Pv2-2

SA-1 SA-5

на проводных 2D-монополях с собственным резо-
нансом путем измерений диаграммы эффективно-
сти излучения и добротности, в зависимости от
электрического размера антенны на резонансе.
Результаты сравнивались с обыкновенным ев-
клидовым четвертьволновым ( ) монополем.
Диаграммы эффективности очень полезны для
раскрытия поведения предфрактальных се-
мейств.

Результаты показали, что технология произ-
водства позволяет изготавливать предфрактальные
антенны высокого порядка, предварительные из-
мерения согласуются с результатами моделирова-
ния предфракталов низкого порядка.

Б. Влияние фрактальной размерности
Влияние на эффективность излучения и доб-

ротность предфрактальной геометрии антенн про-
анализированы с помощью конструкций пред-
фрактальных структур, имеющих ограниченную
сходимость с фрактальными кривыми, размер-
ность которых 1.26 (кривая Коха), 1.58 (“стрелка”
Серпинского) и 2 (кривые Гильберта и Пеано).

Результаты моделирования показали, что уве-
личение порядка предфракталов означает сниже-
ние эффективности излучения и увеличивает
добротность. Увеличение фрактальной размер-
ности, хотя и означает лучшее заполнение про-
странства кривой, приводит к большим размерам
монополей с меньшей эффективностью и боль-
шей добротностью даже на первых итерациях
(порядках предфрактала).

Прототипы моделированных структур были
выполнены печатным способом на стеклотексто-
лите по стандартной технологии производства
печатных плат. Все монополи спроектированы

4λ

как антенны с собственным резонансом, так что
они не требуют никакой внешней нагрузки для
компенсации реактивной части их импеданса. Вы-
воды по результатам измерений печатных антенн
не отличаются от выводов по моделированию.

В. Влияние топологии
Было проведено исследование влияния топо-

логии на эффективность излучения и доброт-
ность у предфрактальных проводных монополей
с собственным резонансом с одинаковой фрак-
тальной размерностью. До сих пор, т.е. до проекта
FRACTALCOMS, последствия изменения топо-
логии фрактала без изменения фрактальной раз-
мерности кривой не были проанализированы.

Несколько конструкций антенны Серпинско-
го были промоделированы, фрактальная размер-
ность всех антенн 1.58, но они имеют разные IFS
генераторы и поэтому разную топологию. Также
были проанализированы несколько проводных
конструкций предфракталов с собственным резо-
нансом и фрактальной размерностью 2 при ис-
пользовании кривой Гильберта и кривой Пеано
(три проекта) (рис. 2–4) [62, 63].

Результаты для обоих семейств предфракталов
(фрактальные размерности D равны 1.58 и 2 соот-
ветственно) обнаружили их одинаковое поведе-
ние, когда форма фрактала представляет собой
длинный проводник (подобно монополю Гиль-
берта, вариантам 2 и 3 кривой Пеано и монополю
“стрелка” Серпинского), а именно: увеличение
числа итераций означает увеличение добротно-
сти и снижение эффективности, а также умень-
шение электрического размера антенны на ре-
зонансе.

Когда топология определяется петлями (дель-
та- и Y-образованный монополь Серпинского,
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Рис. 3. Изготовленные предфракталы с фрактальной размерностью 1.58 в сравнении с монетой в 10 евроцентов: дель-
та-основанный монополь Серпинского (а), Y-основанный монополь Серпинского (б), монополь “стрелка” Серпин-
ского (в) и монополь Коха-1–Серпинского (г) [63].

(а) (б) (в) (г)

монополь Пеано), увеличение числа итераций
означает снижение добротности, увеличение эф-
фективности излучения и стремление к евклидо-
вой структуре (ромбовидный монополь в случае
кривых Пеано или треугольная антенна в случае
монополей Серпинского). Сходимость этих пре-
делов тем быстрее, чем больше число петель в
структуре монополя.

Описанные выше структуры изготовлены в ви-
де печатных монополей, с использованием обыч-
ной технологии изготовления печатных плат. Из-
меренные результаты показали снижение КПД η
и повышение добротности Q при увеличении по-
рядка (количества итераций) и фрактальной раз-
мерности больших проводных антенн. Если пред-
фрактальные структуры включают петли, то при
увеличении числа итераций и фрактальной раз-
мерности обнаруживается большая эффектив-
ность излучения и меньшая добротность. Тем не
менее значительная степень миниатюризации не

может быть легко достигнута с использованием
предфрактальных петель. Быстрая сходимость
эффективности и стремление к известным евкли-
довым структурам (треугольные и ромбические
монополи) также наблюдаются в этих случаях.

По полученным результатам можно сделать
следующие выводы [63]:

1) топология имеет более сильное влияние на
поведение малых предфрактальных проводных
2D-монополей в части эффективности потерь,
чем фрактальная размерность;

2) при увеличении числа петель в структуре
эффективность и широкополосность (величина,
обратная добротности) представляется растущей,
так же как и порядок предфрактала (число IFS
итераций);

3) в отсутствие петель (замкнутых ломаных)
каждая IFS итерация увеличивает длину и коли-
чество изгибов проводников и, следовательно,
омические потери и количество остаточной энер-
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гии вокруг антенны увеличиваются (а это означа-
ет меньшую эффективность излучения и высо-
кую добротность);

4) замечено, что результаты слабо зависят от
длины питающего контакта монополя: пред-
фракталы представляются хорошими емкостны-
ми нагрузками.

Г. О резонансной частоте 
миниатюрных предфрактальных антенн

Миниатюризация проводных антенн обычно
означает размещение длинного проводника внут-
ри малого объема. Необходимо достигнуть мини-
мального размера антенны на заданной резонанс-
ной частоте, или, что эквивалентно, минимальной
частоты резонанса при заданных размерах. Пока-
зано [62, 63], что резонансная частота монополя
Коха уменьшается при увеличении числа фрак-
тальных итераций (K1, K2, K3). Однако, как было
выяснено позднее, некоторые нефрактальные
конфигурации, заключающие длинные провод-
ники в конечном объеме, также способны анало-
гично или даже лучше снижать частоту резонанса
в сравнении с прямым монополем, заключенным
в таком же объеме.

При ближайшем рассмотрении результатов
выяснилось, что резонансная частота монополя
Коха выше, чем у прямого монополя при той же
длине проводника, и коэффициент уменьшения
резонансной частоты антенны Коха при увеличе-
нии числа итераций монотонно стремится к еди-
нице. Были проведены дальнейшие исследования
зависимости резонансной частоты от геометрии
монополя с целью выявления основных принци-
пов разработки малых антенн с собственным резо-
нансом, в которых увеличение длины проводника
эффективно способствует снижению резонанс-
ной частоты.

Гипотеза 1. Наблюдаемое поведение обуслов-
лено связью между острыми углами в местах пе-
реходов между сегментами кривой. Эти углы из-
лучают сферические волны с фазовым центром в
вершине (рис. 5).

Рис. 4. Изготовленные предфракталы с размерностью 2: монополи Гильберта (а), монополи Пеано варианта 1 (б), мо-
нополи Пеано варианта 2 (в) и монополи Пеано варианта 3 (г) [63].

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 5. Концепция короткого пути [63].
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Каждый угол не только излучает, но и прини-
мает сигналы, излучаемые другими углами.
Вследствие этого часть сигнала не распространя-
ется по проводнику, а идет по “короткому пути”,
начало которого находится на излучающем угле.
По этой причине длина пути, проходимого сигна-
лом, меньше, чем общая длина проводника. Чем
больше число итераций в антенне Коха, тем боль-
ше углов она имеет и тем ближе эти углы друг к
другу, таким образом, большая часть сигнала идет
коротким путем и меньшая часть проходит кри-
вую целиком.

Гипотеза 1 была проверена численным моде-
лированием в частотной и временной областях
(рис. 6 и 7) [63].

Острые углы предфрактальной кривой (см.
рис. 5) становятся центрами излучения сфериче-
ской волны, которая подтверждает гипотезу 1 (ги-
потеза короткого пути). Фрактальная антенна
(см. рис. 6) промоделирована как тонкий провод-
ник с использованием программы DOTIG Уни-
верситета Гранады. Короткие пути сигнала от угла
1 к 3 (амплитуда тока –60…–80 дБ), от угла 2 к
6 (0…–20 дБ) и от угла 5 к 9 (–35…–55 дБ) могут
быть четко различимы.

Гипотеза 2 основана на следующих предполо-
жениях: а) резонансная частота увеличивается
при увеличении ширины проводника; б) пред-
фрактальные антенны одного класса и порядка
(количества итераций) имеют меньшую электри-
ческую высоту на резонансе, если физический
размер антенны больше; в) уменьшающий коэф-
фициент на частоте резонанса между монополя-

ми Ki и Ki + 1 размером h тот же самый, что и
уменьшающий коэффициент между монополями
Ki + 1 и Ki + 2 размером sh, где s – масштабный коэф-
фициент системы итерированных функций IFS.

Другой важный эффект – связь между фидером
и сегментами проводника очень маленькой антен-
ны. На рис. 8 показана пространственно-временная
диаграмма монополя K2, возбужденного широким
гауссовым импульсом, максимальный спектраль-
ный компонент которого такой, что данный моно-
поль – электрически малая антенна на этой ча-
стоте [63].

Связь между фидером и сегментами проводни-
ка может быть четко видна на рис. 8, и это играет
важную роль в поведении электрически малых
предфрактальных антенн. Эффекты короткого пу-
ти к фидеру имеют место в основном в сегментах
определенной ориентации относительно элек-
трического поля (рис. 9). Ориентация сегментов в
предфрактальных антеннах играет важную роль.

Д. Сравнение других видов монополей

Можно обоснованно полагать, что гипотеза
связи или короткого пути также справедлива для
других видов предфрактальных и не предфракталь-
ных монополей. Разные виды миниатюрных про-
водных монополей, имеющих одинаковую длину
проводника, проявляют разную длину сигнальных
“прыжков” или коротких путей между углами про-
водника, что приводит к разному количеству свя-
зей, где сигнал проходит коротким путем. По этой
причине антенны имеют разные резонансные ча-

Рис. 6. Окружающие поля во временной области в окрестности одно-итерационного монополя Коха (K1), возбужда-
емого сверхкоротким импульсом [63].
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Рис. 7. Пространственно-временная диаграмма возбуждаемого сверхкоротким импульсом монополя К2 длиной 1 м [63].

1.73 сегмента

1 сегмент 1 сегмент

0

0 1

1

2

2

3

3

4

4

5

5
6

6

7

7

8

8

9

9
10

10

11

11

12

12

13

13

14

14
15

15 16

В
ел

ич
ин

а 
то

ка
, д

Б

0

–10

–20

–30

–40

–50

–60

–70

–80

Пространство,
сегментов проводника

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Время, сегм. пров,скорость света

t = 4.6 сегм./ск. св.
сигнал достигает
s = 9 и 11 прежде
10 сегм.

t = 3.7 сегм./ск. св.
сигнал достигает
s = 6 сегм.

t = 2 сегм./ск. св.
сигнал достигает
s = 2–3 сегм.

fрез = 50.9 МГц
Tрез/2 = 26.5 сегм./ск. св.

Рис. 8. Пространственно-временная диаграмма электрически малого монополя K2 [63].

80

70

60

50

40

30

20

10

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

0

20

40

60

80

100



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 64  № 7  2019

ФРАКТАЛЬНАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА 639

стоты, несмотря на одинаковую высоту монополя h
и одинаковую длину проводника.

Были проанализированы [63] два предфрак-
тальных монополя разной фрактальной размер-
ности в пределе и две нефрактальных антенны
(рис. 10). Антенны промоделированы как вдав-
ленные полоски шириной 1 мм. Каждый маркер
на графике означает номер итерации в предфрак-
тальных геометриях или число изгибов зигзага.
Обобщение кривой Коха и широкая зигзагооб-
разная конфигурация с равной длиной проводни-
ка показали более длинные прыжки сигнала или
короткие пути, чем антенна в форме кривой Коха
и узкого зигзага. Чем длиннее прыжок сигнала,
тем более длинный путь проходит сигнал и тем
ниже резонансная частота.

5. ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
В РАЗРАБОТКЕ 

МИНИАТЮРНЫХ МОНОПОЛЕЙ

При разработке миниатюрных проводных ан-
тенн установлены [63] три основных правила
конструирования.

1. Для уменьшения сигнальных связей, или ко-
ротких путей между углами проводника расстоя-
ние между этими углами должно быть как можно
большим и углы α должны быть больше, насколь-
ко это возможно.

2. Для уменьшения паразитной связи между
фидером и сегментами проводника, максимально
возможная часть длины проводника должна быть
перпендикулярна электрическому полю фидера.

3. В целях уменьшения связи между сегмента-
ми проводника требуется избегать близко распо-
ложенных параллельных друг другу сегментов с
разнонаправленными токами.

Пример антенны, в высокой степени соответ-
ствующей этим правилам, – двухплечевая спи-
раль. Резонансная частота квадратной спирали
обратно пропорциональна длине проводника,
который помещается на малой площади.

По мере появления точных численных инстру-
ментов для предфрактальных антенн необходимо
проводить тестирование эффективности пред-
фрактальных антенн. Были найдены две евкли-
довы структуры, обладающие свойствами, кото-
рые рассмотрены только для предфрактальных
антенн, – это печатный меандр и двухплечевая
спираль.

6. ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ РЕЖИМЫ 
ВЫСОКОГО УСИЛЕНИЯ – МЕАНДР

Печатная антенна на основе меандра была
тщательно изучена [63] на предмет наличия лока-
лизованных режимов высокого усиления, подоб-
но предфракталу “Остров Коха”. Цель – выяс-
нить, характерны ли локализованные режимы
только для предфрактальных структур или и для
других структур. Данная антенна представляет
собой прямоугольную печатную область, имею-
щую N щелей бесконечно малой ширины, парал-
лельных двум сторонам прямоугольника. Следо-

Рис. 9. Связь сегментов проводника в монополе Коха
K2 с полем, излучаемым фидером [63].

Рис. 10. Резонансная частота (f) проводной антенны как функция длины (l) проводника [63]: 1 – кривая Коха К2,
D = 1.26; 2 – обобщенная кривая Коха, D = 1.5; 3 – широкий зигзаг; 4 – узкий зигзаг.
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вательно, N щелей превращают прямоугольную
печатную область в линию с N изгибами.

При сравнении антенны на основе меандра с
изначальным прямоугольником без щелей можно
сделать следующие выводы [63].

1. На низких частотах, ниже резонанса метал-
лизированного участка, ток течет по линии ме-
андра. Входной импеданс меандра аналогичен
эквивалентной по длине линии. Это качество по-
лезно для миниатюризации антенн, так как име-
ем почти одну и ту же частоту резонанса, что и
развернутая линия, но она занимает намного
меньше места.

2. На высоких частотах (к примеру, 4-й резо-
нанс области), между изгибами появляется связь
и поведение антенны становится больше похоже
на поведение области со щелями. “Горячие точ-
ки” или “локализованные режимы” появляются
на концах щелей (рис. 11). Те, что в верхней части
антенны – в фазе, те, что в нижней части – также
в фазе, но в противофазе с теми, что в верхней ча-
сти. Серыми тонами справа на рис. 11 выделена
фаза, длина стрелок показывает мнимую часть
электрического тока.

3. На больших частотах, явление комплексного
резонанса появляется по причинам электромаг-
нитной связи между параллельными линиями.

Поскольку локализованные режимы/моды
были известны независимо от фрактальных и
предфрактальных структур еще с 60-х годов, мо-
жем сделать вывод, что локализованные режи-
мы/моды характерны не только для предфрак-
тальных антенн.

7. МИНИАТЮРНАЯ АНТЕННА – 
ДВУХПЛЕЧЕВАЯ СПИРАЛЬ

Была изучена [63] двухплечевая квадратная
микрополосковая спиральная антенна на зазем-
ляющей плоскости (рис. 12). С геометрической
точки зрения спираль имеет интересные свой-
ства, а именно скейлинг и бесконечную длину на
конечной поверхности, т.е. общие свойства с
фрактальными объектами. Выбор многоугольной
спирали вместо архимедовой обусловлен тем, что
многоугольная спираль в большей степени соот-
ветствует данной поверхности, позволяя более
эффективно использовать площадь, что принци-
пиально при миниатюризации антенн.

В качестве рабочей поверхности задан квадрат
с длиной стороны 1.875 см. Разные итерации спи-
рали изучали и сравнивали с двумя прямыми ди-
польными конструкциями: диполь, длина которо-
го равна длине развернутой спирали, и диполь бо-
лее длинный, чем мог бы поместиться в указанном
квадрате, поскольку его длина равна диагонали
квадрата. Ниже приведены резонансные частоты
(ГГц) спиральной и двух дипольных антенн [63]:

Как видим, резонансная частота спиральной
антенны почти столь же мала, как для прямого
диполя той же длины. Это связано (см. предыду-
щий раздел) со слабой электромагнитной связью
между углами, между фидером и проводником
(антенны) или между двумя параллельными

Четырехоборотная спираль 1.77
Прямой диполь – развернутая спираль 1.6
Диагональный диполь 11.6

Рис. 11. Режимы/моды высокого порядка в антенне на основе меандра [63].
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участками проводника с противоположным на-
правлением тока. В отличие от предфрактальных
антенн, резонансная частота масштабируется по-
чти линейно, обратно пропорционально длине
полоски (проводника), в то время как проводник
помещен на малой площади.

Спиральная антенна является очень хорошим
примером конкурентоспособности предфрак-
тальных антенн в области миниатюризации при
неизменном поведении на резонансной частоте.
Однако предфрактальные антенны могут иметь
значительное преимущество в эволюции и “гиб-
кости” синтезируемой формы ДН.

8. ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
ВО ФРАКТАЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ

А. Решение электромагнитных задач
во фрактальных областях

Связь между топологической формулировкой
уравнений поля на симплициальных комплексах и
континуальным пределом. Векторное исчисление
на дискретных решетках как самостоятельное на-
правление, было разработано [120] на основе ал-
гебраической топологии симплициальных ком-
плексов. Этот подход частично подходит для об-
работки линейных уравнений векторных полей
на фракталах в качестве строгого математическо-
го подхода к электромагнитной теории для си-
стем, обладающих аффинной симметрией. Мо-
жет оказаться полезным сопряжение подхода с
техникой ренормализации [121–124] с целью полу-
чения аналитически (если возможно) либо чис-
ленно (с произвольной точностью вычислений)
решения линейных уравнений поля на уровне

конструкции или итерации фрактальной структу-
ры. Ренормализационный подход, разработанный
в [123, 124], удобен для оптимизации распределе-
ния токов в фрактальной антенне при рассмотре-
нии, например, мультифрактальных распределе-
ний, которые впоследствии могут улучшить эф-
фективность антенны. Для применения этих
подходов к решению электромагнитных задач
должны быть приложены существенные усилия
(векторное исчисление на симплициальных ком-
плексах и ренормализация функции Грина). Ре-
шение этих фундаментальных вопросов не явля-
ется формальным и непросто в вычислении. Оно
может повлечь за собой новые формулировки
уравнений электромагнитного поля на фракта-
лах, основанные на внутренне итерационной и
аффинной симметрии природы фрактальных
структур.

Анализ электромагнитных полей во фрак-
тальной области приводит к топологической фор-
мулировке уравнений Максвелла. Если область, в
которой распространяется электромагнитное
поле, – фрактал, то главная проблема – перефор-
мулировка уравнений поля для применения к
фрактальным решеткам. Проблема чрезвычайно
интересна и современна в ее физико-математиче-
ском представлении, но она достаточно далека от
непосредственного применения в инженерных
электромагнитных задачах, особенно, что касает-
ся проектирования антенн. В рамках проекта
FRACTALCOMS специально введено допуще-
ние, что этот подход не так важен для решения за-
дач антенной техники, включающих фракталь-
ные структуры.

Рис. 12. Величина тока на первом резонансе четырехоборотной двухплечевой спиральной антенны [63].
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Прямые и обратные задачи для электромагнит-
ных фрактальных структур. Эти задачи включают
представление источников, излучающих в сво-
бодное пространство, и определенных на фрак-
тальных границах, и они могут быть решены с по-
мощью формального аппарата, разработанного
ранее в проекте FRACTALCOMS. Данный класс
задач включает в себя все прямые и обратные зада-
чи теории антенн. Задача излучения антенны
можно решить, выражая векторный потенциал по
отношению к распределению источника тока,
расположенному во фрактальной области, оцен-
ку которого можно получить, решая соответству-
ющие интегральные электромагнитные уравне-
ния во фрактальной области. Главные проблемы
в этом случае – представление скалярных и век-
торных полей на фрактальных структурах, при-
менение интегральных уравнений к фракталам и
их решение.

Сначала были решены прямые электростати-
ческие задачи на фракталах. Под прямыми задачами
понимаем плотность электрического заряда или
плотность электрического тока, заданного для
рассматриваемой структуры. Классические ин-
тегральные уравнения, включающие плотность
тока/заряда, скалярные и векторные потенциа-
лы были переформулированы для фрактальных
структур. Электростатический потенциал был
получен для однородного и неоднородного пара-
метрического распределения заряда на кривой
Коха и для неоднородного распределения заряда
в салфетке Серпинского.

Затем были найдены решения обратных элек-
тростатических задач. По существу, обратные зада-
чи могут быть поставлены как поиск распределения
зарядов во фрактальной структуре с помощью из-
вестных скалярных потенциалов. Наблюдалось, что
с увеличением числа итераций IFS, плотность за-
ряда – решение обратной задачи – становится
мультифрактальной в пределе. Или наоборот, ме-
ра заряда – интеграл плотности заряда по фрак-
тальной кривой – сходится к инвариантной фор-
ме с увеличением числа итераций.

Можно сделать следующие выводы [63].
1. Плотность заряда фрактальной структуры

имеет в высокой степени неопределенную струк-
туру (похожую на мультифрактальную меру). Это
интуитивно объясняется тем, что фрактальные
проводники имеют углы в любом масштабе по
всей длине и сингулярность в распределении за-
ряда отражает их присутствие.

2. Решение обратной задачи корректно в усло-
виях меры заряда, вместо соблюдения плотностей
заряда. Предельная мера заряда при решении об-
ратной электростатической задачи численно до-
стигается после нескольких итераций в процессе
конструирования фрактальной структуры.

3. В значительной мере неопределенная структу-
ра меры заряда исключает использование коллока-
ционных подходов для численной дискретизации,
поскольку в них используются локализованные
функции.

Поведение, например, предфрактальных кон-
денсаторов проанализировано как функция зазора
между двумя обкладками и сравнивалось с поведе-
нием конденсаторов с параллельными обкладка-
ми. А именно, для третьей итерации модифици-
рованной кривой Коха, фрактальный конденса-
тор имеет много больший общий заряд (более чем в
восемь раз) по сравнению с конденсатором евклидо-
вой геометрии, но оба конденсатора имеют одина-
ковые размеры.

Далее была поставлена задача полного вектор-
ного излучения. Векторный потенциал и ДН бы-
ли получены для равномерного и синусоидально-
го распределения тока в модифицированной
предфрактальной антенне Коха (от трех до пяти
итераций). Замечательно, что ДН сходится к пре-
делу только после нескольких итераций.

Б. Формулировка интегрального уравнения поля 
во фрактальных областях

Формальный математический аппарат поста-
новки интегральных уравнений (ИУ) прикладно-
го электромагнетизма применен к фрактальным
кривым [63]. Анализ был начат с параметрическо-
го представления фрактальных кривых с помо-
щью расширения IFS (Augmented IFS, AIFS),
определяющей понятие тангенциальных знако-
вых измерений и развивающей формулировки
контурных интегралов по фрактальным кривым с
использованием результатов этих измерений.

Впоследствии, формулировка Electric Field In-
tegral Equation (EFIE) на фрактальных проводных
антеннах была разработана с использованием инте-
гро-дифференциального уравнения Поклингтона
для тонкого проводника. Численное решение мето-
дом моментов было получено полностью. Расши-
рение EFIE на более общие фрактальные множества
было достигнуто определением параметризации
фрактального аппарата с помощью заполняющих
пространство функций.

Эти результаты представляют первую система-
тическую попытку сформулировать теорию век-
торного поля над фрактальными областями, когда
решаются обратные электромагнитные задачи
рассеивания. Это, по нашим сведениям, первая
теоретическая формулировка EFIE, описываю-
щая проводные антенны на основе фрактально-
го аппарата.

Наиболее важный итог решения задачи следу-
ющий [63]: в предфрактальной структуре, сгене-
рированной IFS, при увеличении числа итераций
направление тока изменяется многократно внутри
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уменьшенного объема. Такие быстрые измерения
тока не сходятся с числом итераций и весьма слож-
ны при моделировании точечными методами, ис-
пользуемыми для дискретизации интегрального
уравнения электрического поля. Однако излучае-
мое поле и входные импедансы вычисляются ин-
тегрированием, или усреднением тока антенны.

Было продемонстрировано, что интегралы то-
ка или заряда вдоль предфрактальных антенн
проявляют очень быструю сходимость с числом
итераций. Поэтому имеем два следствия [63].

1. Когда номер IFS итерации становится выше
определенного порога, изменения ДН и входного
импеданса антенны стремятся к нулю. Другими
словами, увеличение числа итераций IFS беспо-
лезно. Сходимость обычно достигается между 4-й
и 6-й итерацией. Это значение зависит от размера
и топологии антенны.

2. Формулировка метода моментов Галёркина
(или слабая формулировка) – более удобный под-
ход к дискретизации EFIE фрактального аппара-
та, чем точечные методы, подобные коллокации
или методу Нистрёма. Это обусловлено невоз-
можностью соблюдения граничных условий на
поточечном пути, но одновременно это возмож-
но в измерительно-теоретическом (интеграль-
ном) случае, с использованием тангенциальных
знаковых измерений.

9. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СРЕДСТВА 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

А. Расширенное разбиение
фрактальных структур

Эта задача заключается в разработке специа-
лизированных разбивающих инструментов для
численного моделирования предфрактальных
структур так, чтобы цели данного проекта могли
быть достигнуты. Ожидаемые положения [63]:

а) исследование точечной схемы дискретиза-
ции высокого порядка, основанной на методе
Нистрёма с коррекцией особенностей ядра;

б) разработка средств расширенного адаптивно-
го разбиения для фрактальных областей. В первой
фазе стандартные алгоритмы разбиения адаптиру-
ются к требованиям представленного проекта. Во
второй фазе оценка полученных фрактальных се-
ток, дискретизирующих фрактальные области, и,
если возможно, разработка и компилирование
соответствующих алгоритмов;

в) введение новой базисной функции для
структур, соединенных в вершинах;

г) обработка Т-образных перекрестий и похо-
жих комплексных связей.

Б. Схема дискретизации высокого порядка
по методу Нистрёма

Формулировка и программный код были разра-
ботаны для анализа электростатических задач с
уравнениями потенциала методом Нистрёма. Осо-
бенности ядра скорректированы методом стрейна
с использованием полиномиальных тестовых
функций. Поэтому заряд представлен полиноми-
альным базисом. Результаты для объектов с от-
крытыми поверхностями имеют большую погреш-
ность, поскольку заряд имеет особенность на реб-
рах и не может быть расширен полиномиальным
квадратурным базисом, лежащим в основе. В про-
тивоположность этому, когда неизвестен заряд,
полиномиальный метод Нистрёма имеет весьма
малые ошибки, вплоть до машинной точности.

Формулы в замкнутой форме для оценки инте-
гралов, которые возникают при коррекции стрейна,
могут быть выведены для задач с особенностями яд-
ра и полиномиальными неизвестными. Однако это
невозможно для вывода формул коррекции стрейна
для задач, имеющих двойную особенность ядра. За-
дачи данного вида – ИУ электрического поля EFIE
и уравнение электростатического потенциала на
открытых поверхностях. По этой причине на дан-
ном этапе метод Нистрёма может быть применен
для электромагнитных задач только на замкнутых
поверхностях, которые не являются случаем рас-
сматриваемых антенн.

Таким образом, метод Нистрёма не является
адекватным для анализа предфрактальных ан-
тенн, поскольку

1) базируется на квадратурных правилах инте-
грирования, приводящих к лежащему в основе
полиномиальному базису. По причинам наличия
многих изломов, почти разрывных, ток и заряд в
предфрактале не может быть представлен поли-
номиальным базисом, и поэтому метод Нистрёма
теряет свою способность точного интегрирова-
ния с несколькими отсчетами, а результаты будут
достаточно скудными;

2) приводит ИУ EFIE электрического поля к
виду сопоставления точек. Поскольку соседние
поля также быстро изменяются, то лучший вари-
ант – использование взвешенной остаточной
процедуры, такой как метод моментов.

Но поскольку интегралы тока и заряда вдоль
предфрактальных антенн сходятся очень быстро с
увеличением номера итерации, то становится
возможной дискретизация ИУ EFIE электриче-
ского поля в предфракталах высокого порядка с
использованием классического метода моментов
варианта Галёркина, который, в сущности, явля-
ется взвешенной остаточной процедурой.

Таким образом, метод моментов с тестирова-
нием Галёркина (слабая формулировка) наиболее
надежный подход к дискретизации ИУ электри-
ческого поля EFIE на предфракталах. Это пред-
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положение подтверждается превосходными ре-
зультатами численного моделирования [63].

В. Моделирование предфрактальных антенн

Моделирование многоитерационных пред-
фрактальных проводных антенн – достаточно
сложная задача. В проекте FRACTALCOMS пока-
зано, что сложности возникают с интегральным
уравнением Поклингтона и тонко-проводными
моделями, даже с расширенным ядром.

Возможность моделирования проводной ци-
линдрической поверхности с треугольной сеткой
не реализуется практически для пересечений ци-
линдра на углах – требуется огромные вычисли-
тельные затраты; в сложных задачах отсутствует
сходимость с утончением сетки.

По этим причинам в [63] предложено модели-
рование предфрактальных проводников с ис-
пользованием узких полосок. Рассмотрены две
модели полоски: планарная и вдавленная полос-
ка. Оба варианта дают схожие результаты для
предфракталов низкого порядка, но вдавленная
полоска, в отличие от планарной, может модели-
ровать предфракталы высокого порядка, в кото-
рых толщина полоски сравнима с длиной сегмен-
та предфрактала.

Для обоих видов полоски дискретизация на
треугольники, размер которых намного меньше,
чем длина волны, делает линейную систему очень
плохо обусловленной. По этой причине в итера-
ционных вычислителях происходит сбой, даже с
огромной предварительной обусловленностью.
Прямой вычислитель может быть использован с
более чем 1000 неизвестными благодаря алгорит-
мам блочного решения.

Было изучено численное интегрирование и
сходимость утончения сетки. Модель вдавленной
полоски показала хорошую сходимость (как с
утончением размера сетки, так и утончением ис-
точника ИУ электрического поля EFIE и тестиру-

ющей интеграции) для случаев электрически
очень малых антенн с собственным резонансом.

Г. Операции разбиения апертур
предфрактальных антенн

В проекте FRACTALCOMS разработаны про-
граммы, способные разбивать широкий круг объ-
ектов фрактальной геометрии, используя наибо-
лее автоматический и адаптивный путь и сводя к
минимуму участие пользователя.

Начальная точка данной задачи – коммерче-
ский обрабатывающий программный пакет под
названием GiD. Этот программный продукт
поддерживает все необходимые операции подго-
товки данных для численного анализа, включа-
ющие любые типы геометрической дискретизации
анализируемой области, как в случае с численны-
ми алгоритмами, используемыми в проекте
FRACTALCOMS. Поскольку обыкновенные си-
стемы автоматизированного проектирования не
предназначены для создания фрактальной гео-
метрии, основное внимание сосредоточено на со-
пряжении GiD с новыми программными продук-
тами для автоматической генерации и разбиения
фрактальных геометрий. Кроме того, специаль-
ные адаптивные разбивающие алгоритмы инте-
грированы в программу для повышения качества
численных результатов в конкретных областях
анализируемой области.

Главный технический аспект инструментов,
добавленных в GiD для генерации и разбиения
фрактальных геометрий, рекурсивное определе-
ние фрактальной геометрии. Это определение ос-
новывается на использовании геометрического
инициатора и геометрического генератора. Та-
ким образом, фрактальная геометрия основана на
рекурсивном процессе, в котором каждый сег-
мент инициатора заменяется генератором. Как
инициатор, так и генератор могут быть или вы-
браны из списка существующих, или заданы
пользователем вручную. Если тонкопроводнико-

Таблица 1. Вычислительные ресурсы, требуемые для анализа антенны Серпинского классическим методом мо-
ментов (MM) и итерационным вычислителем GMRES, а также оптимизированным методом [GMRES + MLMDA],
разработанным в проекте FRACTALCOMS

Входные данные ММ + GMRES Оптимизированный
[GMRES + MLMDA]

итерация N память, МБ время, с память, МБ время, c

4-я 568 5.3 5 1.8 1.1

5-я 1702 48.0 25 7.9 4.1

6-я 5104 424.8 219 39.6 25

7-я 15310 – – 166.5 176
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вая аппроксимация не используется, то рекур-
сивное определение фрактальной геометрии дает
нам проводную антенну, которая должна быть
расширена до получения полоски.

Этот процесс выполняется расширением каж-
дого линейного сегмента полученной геометрии.
Особое внимание уделено избеганию перекры-
тий полосок на углах между последовательными
сегментами. Данный процесс выполняется авто-
матически после определения толщины полоско-
вой антенны (рис. 13).

Следующий шаг – генерация сетки для чис-
ленного анализа фрактальной антенны. Этот
процесс полностью автоматизирован при усло-
вии начального задания размера и типа элемен-
тов (треугольные или четырехугольные). Также
возможна генерация адаптивных сеток с нерав-
номерным распределением размеров.

В первый год существования проекта FRAC-
TALCOMS был отмечен растущий интерес к ан-
теннам, созданным на основе планарных фрак-
тальных геометрий. Это способствовало расшире-
нию возможностей программного обеспечения,
разработанного в течение первого года, для рабо-
ты с альтернативными типами геометрии. Данное
обстоятельство позволило внедрить в GiD гене-
рацию планарных геометрий, а также внести ряд
улучшений в процесс обработки проводных гео-
метрий [62, 63].

Д. Новые базисные функции
В рамках проекта FRACTALCOMS разработан

новый набор базисных функций, определенных
на четырехугольных областях. В результате это
упростило построение адаптивных сеток за счет

уменьшения числа неизвестных и лучшего моде-
лирования вариаций направления тока в пред-
фрактальной геометрии.

Рассмотрим три случая четырехугольного ба-
зиса [63].

1. С постоянной нормальной составляющей
тока на одном ребре. Дивергенция тока (заряда)
не является константой.

2. С постоянной дивергенцией тока, но непосто-
янной нормальной составляющей тока на ребре.

3. Оба параметра постоянны – дивергенция
тока и нормальная составляющая тока в пределах
одного ребра.

Лучшие результаты получены в третьем случае.
Потенциал четырехугольного базиса функций для
решения связанных проблем показан на рис. 14
при моделировании антенны “галстук-бабочка” с
разными размерами питающей зоны.

Е. Обработка Т-образных перекрестий

При конструировании предфрактальных ан-
тенн сложной формы (кривая Коха, фрактальное
дерево) с помощью микрополосковой или печат-
ной технологии встречаются разрывы с такими
формами, как прямоугольные изгибы, Т-образ-
ные перекрестия и пересечения. На границе дис-
кретизации элемента грубые подходы требовали
бы серьезных вычислительных нагрузок и боль-
шого времени для этих усложненных структур,
что не дало бы возможности провести анализ, за
исключением самых первых итераций фрактала.
Зная электромагнитное поведение этих соедине-
ний (по большинству, распределение токов и за-
рядов), модель можно создать путем замены гру-

Рис. 13. Окно программы [63].
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бой дискретизации в местах перекрестий. В рабо-
те [63] изучены токи и заряды в Т-образном
перекрестии, что улучшает моделирование такого
типа переходов. Глобальный базис должен позво-
лить анализировать предфрактальные антенны
вплоть до технологического ограничения числа
итераций.

Рассмотрены разные модели для анализа пе-
чатных перекрестий. Во-первых, квазистатиче-
ская модель привела к двум результатам, а именно:
распределение тока стремится к соленоидально-
му на низких частотах и закон Кирхгофа на малых
переходах должен выполняться. Затем была изу-
чена модель линии передачи (ЛП) для выявления
некоторых полезных глобальных закономерно-
стей в поведении заряда и тока. В данном случае
закон Кирхгофа должен по-прежнему выполняться,
но в отличие от квазистатических подходов модель
ЛП позволяет предсказывать поведение зарядов в
частях, подключенных к перекрестию. Действитель-
но, моделирование с использованием модели ЛП
часто является хорошей аппроксимацией на гло-
бальном уровне.

Эти глобальные результаты согласуются с пол-
новолновой моделью. На низких частотах общее
поведение заряда и тока модели линии передачи и
полноволновой модели равноценны, за исключе-
нием, разумеется, поведения на перекрестии. На
высоких частотах наблюдается явление излуче-
ния и модель линии передачи больше не справед-

лива. Однако даже на низких частотах на перекре-
стиях наблюдается излучение. Результаты в части
чистого уменьшения уровня заряда на перекре-
стии были систематически наблюдаемы в числен-
ных экспериментах. Такая возможность заряда
должна быть включена в модель предфракталь-
ной антенны, если требуются точные результаты.

Структура с полноволновой моделью была ис-
следована в двух вариантах: с грубой сеткой, и с
очень большим числом неизвестных, чтобы знать
в деталях изменение токов и зарядов на Т-образ-
ном перекрестии для разных видов возбуждения
(рис. 15).

В высокой степени детальные результаты в
точности показали пространственные зоны, где
могут быть найдены максимумы и минимумы тока
и заряда. На низких частотах в перекрестии заряд
может стать постоянным, но это уже несправедли-
во в случае высоких частот. Эта информация долж-
на быть использована для определения глобальной
базисной функции, которая воспроизводит эти ха-
рактеристики, и таким образом можно заменить
мелкую утонченную расчетную сетку в месте пере-
крестия без потерь точности результатов.

Итак, в ходе исследования [63], создана базовая
стратегия моделирования соединений и переходов
в предфрактальных антеннах. Электромагнитное
поведение перекрестий представляется критично
зависимым от вида и типа возбуждения.

Рис. 14. Четырехугольное разбиение [63].
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10. ФОРМУЛИРОВКА 
ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 

НА ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУРАХ

А. Справедливость 
тонкопроводной аппроксимации

В рамках проекта FRACTALCOMS проведена
оценка точности обычно используемых аппрок-
симаций для анализа тонкопроводных антенн,
где применены фрактальные структуры. Были
сделаны следующие выводы [63].

1. Тонкопроводное ядро ИУ электрического
поля может быть использовано в предфракталах с
малым числом итераций без существенных оши-
бок. В данном проекте были использованы следу-
ющие компьютерные коды, основанные на тонко-
проводной аппроксимации: DOTIG (временная
область), NEC (частотная область) и FIESTA (ча-
стотная область).

2. Когда ИУ электрического поля дискретизи-
руется с помощью метода моментов на базисные
функции подобластей, то тонкопроводное ядро,
вне зависимости от наличия эквивалентного ра-
диуса, порождает серьезные ошибки в вычислениях
параметров многоитерационных предфрактальных
антенн, поскольку сегменты предфрактальной
кривой сравнимы с диаметром проводника. Даже
в случае с полным ядром возникает ошибка, так
как допущение, что по всему периметру проводни-
ка течет постоянный ток, становится неверным,
поскольку цилиндрические сегменты пересекают-
ся в углах. В этом случае может быть использована
вдавленная полоска, поскольку имеется возмож-
ность точной дискретизации ИУ электрического
поля на подобласти.

3. Результаты для вдавленных полосковых мо-
делей, вычисленные с помощью кода FIESTA,
сравнивались с более простыми проводными мо-
делями. Результаты сравнения полностью под-
тверждают сделанные выводы.

Б. Реализация анализа проводных антенн
с применением кода FIESTA

Компьютерные коды DOTIG и NEC для ана-
лиза проводных антенн, доступные при запуске
проекта FRACTALCOMS, не используют расши-
ренные технологии для решения очень больших си-
стем уравнений. Код FIESTA способен решать ИУ
электрического поля с сотнями тысяч неизвестных,
но на момент старта проекта FRACTALCOMS код
был рассчитан только на анализ идеально проводя-
щих поверхностей. В целях решения больших задач
проводных антенн ИУ электрического поля было
реализовано в FIESTA.

В. Новые подходы к решению ИУ 
электрического поля в анализе проводных антенн

Были изучены некоторые численные подходы,
основанные на обобщении Галёркина–Петрова,
для решения ИУ электрического поля в пред-
фрактальных структурах [63]. Предложенный ме-
тод представляется очень разносторонним и эф-
фективно вычислимым. Технология основана на
методе моментов – дискретизация Галёркина
тонкопроводного ядра Поклингтона на наборе
синусоидальных базисных функций.

Несмотря на то что уравнение Поклингтона
для дипольных антенн известно и широко приме-
няется, проблемы вычисления, связанные с ана-

Рис. 15. Антенна с Т-образными перекрестиями (а) и характеристика заряда на перекрестии (б) [63].
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лизом тонких проводников, остаются нерешен-
ными. Последние публикации говорят о том, что
тонкопроводная аппроксимация порождает не-
корректные задачи и любое моделирование, ос-
нованное на данном подходе, является научно
необоснованным.

Тонкопроводная аппроксимация – одна из са-
мых используемых упрощающих допущений в
прикладной электродинамике – была тщательно
проанализирована. Показано, что в практических
задачах, связанных с тонкопроводными антенна-
ми, подход Галёркина показывает надежные и
сходящиеся аппроксимации для вычисления па-
раметров тока и антенны во всей области.

Разумеется, численные задачи намного слож-
нее в решении с фрактальными проводными ан-
теннами, поскольку геометрическая сложность
таких структур накладывается на сложность обра-
ботки сингулярного интегрального уравнения.

11. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУР 
В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ

Численный анализ многоитерационных пред-
фрактальных антенн с помощью метода моментов
вовлекает в решение много малых базисных функ-
ций подобластей, дающих очень большое число не-
известных. Когда эти антенны могут быть определе-
ны с помощью системы итерированных функций,
геометрия имеет многоуровневую структуру с мно-
жеством эквивалентных подобластей. Это свойство
вкупе с использованием алгоритма многоуровне-
вого матричного разложения (Multilevel Matrix
Decomposition Algorithm, MLMDA), в котором
блоки MLMDA эквивалентны форме генерирова-
ния IFS, было использовано для уменьшения вы-
числительных затрат в частотной области при
анализе фрактальных структур, основанных на
геометрии Серпинского. 

Показано, что комбинация схем итерационно-
го вычислителя GMRES и MLMDA с соответ-
ствующим выбором формы окна в многоуровне-
вом подразделении, приводит к весьма эффек-
тивному решению (табл. 2).

Лучшая из реализаций, в сравнении с прямым
применением метода моментов, сократила общее

время вычислений в 20 раз, а ресурс используе-
мой памяти уменьшился в 10 раз.

В ходе численных экспериментов при повы-
шении числа итераций наблюдалось снижение
резонансной частоты участка с геометрией Сер-
пинского. Эта возможность может быть исполь-
зована для построения миниатюрных антенн.

12. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ФРАКТАЛЬНЫХ СТРУКТУР 
ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ

Для комплексного анализа антенн в проекте
FRACTALCOMS код метода моментов во времен-
ной области (MM-TD) – DOTIG был дополнен
следующими возможностями [63].

1. Неоднородная сегментация.
2. Перекрестия и переходы с однородной или

неоднородной сегментацией (рис. 16).
3. Возможности заземляющей плоскости для

уменьшения числа неизвестных при использова-
нии принципа симметрии.

4. Технология извлечения параметров Прони.
Система DOTIG основана на тонкопроводной

аппроксимации ИУ электрического поля. Хотя
тонкопроводная аппроксимация не подходит для
высокоитерационных предфракталов, результа-
ты, получаемые посредством DOTIG, остаются
полезны для визуализации электромагнитных яв-
лений во временной области и выводов о поведе-
нии различных предфрактальных антенн и соот-
ветствующих структур.

Основные результаты во временной области
базируются на возбуждении структуры сверхко-
роткими импульсами. Поскольку сверхкороткий
импульс включает весь частотный спектр, от нуля
герц до требуемой частоты, то входной импеданс
антенны может быть вычислен в широкой полосе
частот. К тому же, поскольку пространственная
длина импульса много меньше длины самой ан-
тенны, разные части антенны возбуждались в раз-
ное время, и программа может визуализировать
излучение всех частей отдельно. По этой причине
результаты возбуждения сверхкороткими им-
пульсами очень эффективны для визуализации
эффектов связности (короткого пути), что явля-

Таблица 2. Численные результаты для 2D-резонаторов [131]

Тип резонатора Ширина линий 
и зазор, мкм

Длина 
резонатора, 

мкм
fr, ГГц , дБ QL QU

2D X–Y меандр 310 2.17 8.17 –0.262 49 837
2D спираль 250 1.75 8.14 –6.6 145 186
2D кривая Гильберта 310 2.17 8.17 –0.42 79 857

0
21S
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ется одним из наиболее значительных результа-
тов проекта FRACTALCOMS (см. рис. 6 и 7).

Другой очень интересный эффект, обнару-
женный благодаря пространственно-временным
диаграммам во временной области, это связь
между фидером и сегментами проводника малой
антенны. Это очень важный эффект, который не-
обходимо учитывать при проектировании малых
антенн, имеющих минимально возможную реак-
тивную составляющую входного импеданса.

Был вычислен токовый спектр в разных точках
антенны, показавший несколько интересных эф-
фектов. В частности, углы в предфрактале излу-
чают более высокие частоты спектра токов.
Вследствие этого ток на конце антенны содержит
только низкочастотные компоненты спектра. Это
препятствует излучению на высоких частотах.
Поэтому может быть использована сетка более
грубая настолько, что некоторые ее сегменты мо-
гут быть включены в крайнюю часть антенны без
изменения входного импеданса для рабочих ча-
стот, более чем в 10 раз превышающих резонанс-
ную частоту.

Результаты анализа во временной области бы-
ли бесценным инструментом для физической ин-
терпретации взаимодействия электрических по-
лей и предфрактальных структур, ведущей к
очень важным выводам.

12. РАЗРАБОТКА 
ФРАКТАЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ

А. Конструирование и измерение прототипа
Ниже приведено несколько результатов, ис-

пользуемых для оценки эффективности электри-

чески малых фрактальных антенн: точность и
воспроизводимость при измерении эффективно-
сти излучения и добротности малых фрактальных
антенн. Сама ДН не столь важна в силу незначи-
тельной разницы между малыми антеннами.

Показано [62], что:
1) метод колпака Уиллера (рис. 17) является

простым, быстрым и наиболее точным методом
измерения эффективности излучения и доброт-
ности антенн;

2) с надлежащей обработкой измеренных дан-
ных, точность результатов повышается;

3) измерения оправдывают ожидания с ис-
пользованием метода;

4) метод направленности/усиления (в ближ-
нем поле) может помочь получить результаты из-
мерения при использовании метода Уиллера на
малых антеннах, так как объекты измерения до-
ступны и время измерения не является чрезмерно
высоким.

Выбранный метод применен для оценки ма-
лых предфрактальных и евклидовых антенн
(рис. 18) в целях сравнения их электродинамиче-
ского поведения и уяснения принципов их дей-
ствия. Для приведения качества выбранного ме-
тода к соответствию требованиям точности в про-
екте FRACTALCOMS было проведено несколько
экспериментов с хорошо известными антеннами.

Предварительные результаты на монополях
Коха с использованием метода колпака Уиллера с
малым цилиндрическим колпаком хорошо согла-
суются с результатами численного моделирова-
ния. Был получен большой опыт проектирования
малых предфрактальных проводных монополей и

Рис. 16. Анализ предфрактальных антенн с проводными перекрестиями с помощью DOTIG [63].
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их изготовления при использовании стандартной
технологии изготовления печатных плат.

Б. Измерения электрически малых антенн

Электрически малые антенны сложны для
точных измерений, так как не являются ни чисто
симметричными, ни чисто асимметричными из-
за ограниченного размера заземляющих плоскостей
или питающих балунов (симметрирующий транс-
форматор). Таким образом, когда антенна подклю-
чена к измеряющему устройству, токовые потоки
внешнего проводника кабеля, соединенного с ан-
тенной, дают паразитное излучение, которое силь-
но влияет на характеристики измеряемой антенны.
Для преодоления этих проблем разработано новое
решение, основанное на случайном позициони-
ровании (рис. 19). Усиление и эффективность ма-
лых антенн можно точно измерить, используя
предложенное решение.

13. ОСНОВНЫЕ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЕ 
ВЫВОДЫ ПО ПРОЕКТУ FRACTALCOMS

1. Увеличение числа итераций предфрактала
означает снижение резонансной частоты и эф-
фективности излучения и повышение добротно-
сти. Увеличение фрактальной размерности, не-
смотря на большее заполнение пространства кри-
вой, порождает большие монополи с меньшей
эффективностью и большей добротностью даже
на первых итерациях.

2. Топология сильнее, чем фрактальная раз-
мерность, влияет на поведение малых двумерных
предфрактальных проводных монополей, в част-
ности, на эффективность потерь.

3. С ростом числа петель внутри структуры,
эффективность и ширина полосы (величина, об-
ратная добротности) растут с увеличением поряд-
ка предфрактала (числа итераций).

Рис. 17. Сферический (а), прямоугольный и цилиндрический (б) экраны, используемые в методе колпака Уиллера [63].

(а) (б)

Рис. 18. Предфрактальные (а) и евклидовы (б) антенны, используемые в качестве объектов измерения [63].
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4. Когда петли отсутствуют, каждая итерация
увеличивает длину и изогнутость проводников и,
как следствие, омические потери и количество
остаточной энергии вокруг антенны возрастают
(это означает меньшую эффективность излуче-
ния и большую добротность).

5. Результаты экспериментов слабо зависят от
длины питающего вывода монополя: предфрак-
талы представляются хорошей емкостной на-
грузкой.

6. Поиск предельной эффективности малых
предфрактальных антенн привел к выводу, что
ширина рабочей полосы малых проводных ан-
тенн много меньше, чем общепринятый фунда-
ментальный лимит ширины полосы для малых
антенн.

7. Когда число итераций становится выше
определенного порога, изменения в диаграмме
направленности и входном импедансе стремятся
к нулю. Другими словами, увеличение числа ите-
раций бесполезно. Сходимость обычно достигает-
ся между 4-й и 6-й итерациями. Это число сильно
зависит от размера, толщины провода или полоски
и топологии антенны.

8. Гипотеза об электромагнитной связи, или
коротких путях между углами полностью объясня-
ет, почему резонансная частота предфрактальных
антенн намного больше, чем могла ожидаться при
учете только длины проводника, и почему она за-
стаивается с увеличением числа IFS итераций.

9. По результатам гипотезы об электромагнит-
ной связи были выведены некоторые правила
проектирования малых антенн. Конструкция ан-
тенны должна соответствовать этим правилам;
двухплечевая спиральная антенна на заданной
резонансной частоте имеет наименьшие размеры.

10. Представляется, что локализованные ре-
жимы высокого усиления, предварительно рас-
смотренные на примере печатной антенны с то-
пологией острова Коха, характерны не только для
предфрактальных антенн.

11. Лучший путь к точному моделированию
предфрактальных кривых – модель вдавленной
полоски, превосходящая планарную полоску и
тонкопроводную модель.

12. Проводные модели остаются полезными
для анализа предфракталов низкого порядка, и
поэтому коды NEC, FIESTA и во временной об-

Рис. 19. Устройство измерения параметров малых антенн [63].

Трубка
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ласти – DOTIG широко используются в этом
проекте.

14. ИЗБРАННЫЕ ПРИМЕРЫ 
КОНСТРУКЦИЙ ФРАКТАЛЬНЫХ 

3D МИКРОПОЛОСКОВЫХ РЕЗОНАТОРОВ
И ФИЛЬТРОВ

A. Предмет исследования
Миниатюризация пассивных элементов, та-

ких как резонаторы и фильтры, есть следствие
жестких требований к физическим размерам про-
ектируемой пассивной структуры относительно
длины волны λ. Микрополосковая линия с ем-
костной связью включает полуволновые резона-
торы. Для низких рабочих частот такая линия за-
нимает достаточно много места на подложке.

Современные традиционные технологии ми-
ниатюризации основаны на простом изгибании
прямолинейных резонаторов так, чтобы те зани-
мали меньшую площадь. Однако миниатюриза-
ция планарных резонаторов (резонансная частота
равна константе) сопровождается уменьшением
его добротности Q по причинам возникновения
добавочных потерь рассеяния, вызванных увели-
чением плотности тока. Хотя этот эффект можно
минимизировать использованием сверхпровод-
ников [125–127], ученые интенсивно ищут прин-
ципиально новые пути решения с низкой стоимо-
стью материалов и самого производства.

Фрактальные кривые уникальны для полного
заполнения пространства. В настоящее время по-
явились, как представлено выше, многочислен-
ные практические применения таких кривых во
фрактальных антеннах [4, 9–63, 69–103], а также
в метаматериалах [9, 11, 58, 128, 129]. Планарные
фрактальные резонаторы [63] раскрывают пре-
восходство фрактальных 2D-структур над извест-
ными нефрактальными, имея большую доброт-
ность Q и меньшие размеры. Однако почти не
уделено внимание многослойным резонаторам,
содержащим фрактальные 3D-кривые [130]. Не-
обходимо отметить, что авторские предсказания
возможностей фрактальных резонаторов и их
разработки датированы еще 2002 г. [9, с. 621] и в
более общем виде в 2005 г. [11, с. 786].

Многослойные технологии, такие как тол-
стопленочная или низкотемпературно обожжен-
ные структуры на основе керамики, позволяют
изготавливать длинные линии передачи, распо-
ложенные в нескольких слоях, занимая, таким
образом, относительно мало места на подложке.
Значение толстопленочных технологий в послед-
нее время возрастает, благодаря разработке мик-
рополосковых керамических модулей. Данные
модули имеют серьезный потенциал для разра-
ботки пассивных СВЧ-элементов. Они способны
совмещать высокий уровень интеграции с низкой

стоимостью и большими объемами выпуска с вы-
сокими электрическими параметрами. Толстоп-
леночная технология открывает широкие воз-
можности для проектирования новых трехмер-
ных структур.

В широко цитируемой далее работе [131] пред-
ставлены новые конфигурации толстопленочных
микрополосковых резонаторов, включающие
встроенные в резонаторы 3D-кривые. Проанали-
зированы четыре трехмерные кривые. Подверг-
лись сравнению две 3D-кривые в виде меандров,
3D-спираль и фрактальная 3D-кривая Гильберта
(пояснение причин фрактальности кривой Гиль-
берта см. [11, 68]).

Б. Новые конфигурации 3D СВЧ-резонаторов
Все конфигурации, представленные в работе

[131], основаны на обыкновенном микрополос-
ковом резонаторе с емкостной связью с линией
передачи, характеристическим сопротивлением
50 Ом и зазорами, равными 200 мкм. Резонаторы
сконструированы на керамической подложке
толщиной 625 мкм, имеющей относительную ди-
электрическую проницаемость εr = 9.6 и тангенс
угла диэлектрических потерь, равный 0.0006.

Стандартный микрополосковый СВЧ-резона-
тор заменен на различные четырехслойные мик-
рополосковые 3D-структуры, имеющие линии
одинаковой ширины и одинаковый зазор (около
200 мкм). Проводники в разных слоях разделены
диэлектрическими слоями толщиной 50 мкм,
имеющими εr = 9.6, тангенс угла диэлектрических
потерь, равный 0.0006, и соединенные переход-
ными отверстиями. Диаметр переходных отвер-
стий найден с помощью моделирования, так что-
бы импеданс переходных отверстий был равен
импедансу микрополосок.

Планарные емкостные связанные СВЧ-резо-
наторы составляют 2D-кривую в виде меандра,
варианты которой часто встречаются в литерату-
ре. Таким образом, первый выбор пал на включе-
ние в резонатор 3D-меандра. В работе [131] рас-
смотрены две конфигурации. В первой – четыре
2D-меандра расположены вдоль оси Z, обозна-
ченный как 3D X–Y меандр (рис. 20а). Во второй,
2D-меандры сформированы в плоскости X–Z и
расположены вдоль оси Y, т.е. 3D X–Z меандр
(рис. 20б).

Поскольку спиральные индуктивности пре-
восходят свои аналоги в виде меандров, многие
варианты планарных одно- и двухпрямоуголь-
ные, а также логарифмические спиральные ин-
дуктивности, используются в проектировании
резонаторов. В некоторых фильтрующих приме-
нениях [132] планарные спиральные индуктивно-
сти располагаются на разных слоях, тем самым
образуя многослойную структуру. В работе [131]
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прямоугольная спиральная 3D-индуктивность
встроена в резонатор с емкостной связью, как по-
казано на рис. 20в.

Фрактальная 3D-кривая Гильберта получена
тремя итерациями и встроена в СВЧ-резонатор,
как показано на рис. 20г. Кривая Гильберта имеет
одинаковую длину и занимает одинаковое про-
странство с 3D X–Y меандром, рассмотренным
выше на рис. 20а. Однако вследствие особенно-
стей формы кривой Гильберта размер изгибов
уменьшен (в сравнении с меандром), что дает бо-
лее слабую связь между изгибами.

В. Сравнение предложенных конфигураций
СВЧ-резонаторов

Эффективность СВЧ-резонаторов определена
в [131] полноволновым конечно-элементным ме-
тодом моделирования, с использованием суще-
ствующего коммерческого программного обеспе-
чения Ansoft HFSS версия 8.5. Все характеристики
и размеры материалов были сохранены в преде-
лах ограничений широкодоступной стандартной
толстопленочной технологии. Толщина линий и
зазор разных конфигураций варьируются одно-
временно, для получения одной резонансной ча-
стоты. Предложенные конфигурации сравнива-
лись по размерам и добротности под нагрузкой и
без нагрузки. Сравнения произведены с эквива-
лентными двумерными резонаторами на таком
же участке подложки.

Моделирование показывает, что расширение
от 2D к 3D не дает значимых улучшений в случаях
нефрактальных кривых, таких как спираль и ме-

андр. Однако, 3D-резонатор Гильберта превосхо-
дит свой 2D-аналог, показывая много большее
значение добротности QU и дальнейший потенци-
ал для миниатюризации.

Затухание S21 для всех 3D-конфигураций, рас-
смотренных в работе [131], показано на рис. 21.

Численные результаты приведены в табл. 3 и 4
для различных 2D- и 3D-конфигураций структур
соответственно, где коэффициент  означает
значение затухания на резонансной частоте [131].

Как и ожидалось в [131], включение 3D-кри-
вых в резонатор позволяет значительно умень-
шить размеры, равно как и повысить добротность
в сравнении с обыкновенным планарным вари-
антом с емкостной связью. Исключением являет-
ся спиральный 3D-резонатор. Хотя он имеет
весьма узкую полосу с затуханием по уровню
‒3 дБ (около 1%), но обладает очень сильным за-
туханием в остальной полосе, делая, таким обра-
зом, общее QU одним из наименьших. Однако та-
кой СВЧ-резонатор может быть успешно приме-
нен на основе использования сверхпроводников.

Трехмерный СВЧ-резонатор Гильберта, хотя и
покрывает большую, чем остальные конфигура-
ции, площадь подложки, показывает очень высо-
кие значения добротности Q в ненагруженном
состоянии. Моделирование показало [131], что
это улучшение в дальнейшем может быть получе-
но уменьшением толщины линий и зазоров во
фрактальной 3D-кривой, что легко осуществимо
с помощью новых технологий.

Таким образом, в работе [131] показано, что
3D СВЧ-резонатор Гильберта превзошел все

0
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Рис. 20. Новые 3D-резонаторы: 3D X–Y меандр (а), 3D X–Z меандр (б), 3D-спираль (в), 3D-кривая Гильберта (г).

(б)(a)

(г)(в)
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остальные тестируемые конфигурации (3D и
2D), демонстрируя этим преимущества приме-
нения многослойных фракталов в резонаторах и
фильтрах.

15. ТОПОЛОГИЯ 
ФРАКТАЛЬНЫХ ЛАБИРИНТОВ В СИНТЕЗЕ 
НОВОГО КЛАССА ФРАКТАЛЬНЫХ АНТЕНН 

И АНТЕННЫХ РЕШЕТОК

В последние годы интенсивно развиваются
методы синтеза фрактальных искусственных
композитов и метаматериалов, таких, например,
как сверхминиатюрные фрактальные антенны,
фрактальные структуры в фотонных и магнонных
кристаллах, моделирование фрактальных импе-
дансов и дробных операторов, перколяционный
синтез, фрактальные лабиринты, канторовские
блоки и т.д. [11, 74–76, 133].

Отметим, что фрактальные лабиринты доволь-
но часто встречаются в природе и технике. К ним
следует отнести транспортные и коммуникаци-
онные сети, системы сбора и распределения ре-
сурсов и информации, речные системы, системы
кровоснабжения, молниевые разряды и т.д.
Фрактальный характер геометрии этих систем
предопределяет особенности их динамического
поведения и транспортных свойств.

Основные сведения о фрактальных лабирин-
тах с привлечением математики дробного исчис-
ления, а также “раскрытие” фрактального лаби-
ринта как нового объекта математической физи-
ки приведены исключительно в работах [61, 82,
83, 88, 133–141].

Авторское определение: фрактальный лабиринт
или лабиринтный фрактал – топологическая связ-
ная структура с фрактальной размерностью D > 1 и
скейлинговым характером проводящих путей.

Рис. 21. Сравнение затухания S21 для обыкновенного резонатора с емкостной связью и предлагаемых трехмерных кон-
фигураций: 1 – стандартная; 2 – 3D X–Y меандр; 3 – 3D-спираль; 4 – 3D X–Z меандр; 5 – 3D-кривая Гильберта.
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Таблица 3. Численные результаты для новых 3D-резонаторов [131]

Тип резонатора
Ширина 

линий и зазор, 
мкм

Длина 
резонатора, 

мкм
fr, ГГц , дБ QL QU

Стандартный – 6.73 8 –1.82 83 242
3D X–Z меандр 200 1.4 7.91 –0.09 25 1234
3D X–Y меандр 290 2.03 7.97 –0.215 37 767
3D-спираль 200 1.4 8.02 –3.56 84 150
3D-кривая Гильберта 283 1.981 7.98 –0.099 50 2218

0
21S
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А. Краткая теория фрактальных лабиринтов

В качестве примеров для исследования таких
структур используют обычно модельные построе-
ния Л. Кристи [134]. Простейшие 4 × 4 лабиринт-
ные фракталы приведены на рис. 22.

Фрактальные лабиринты и процессы в них
можно описать операторами с вещественным по-
казателем степени. При этом аномальная диффу-
зия описывается дробным уравнением диффузии
[9, 11, 142–145]:

(1)

где W(x, t) – функция плотности вероятности, за-
висящая, в общем, от особенностей геометрии
взаимодействия; Kα – обобщенный коэффициент

диффузии, оператор  для 0 < α < 1 –

оператор Римана–Лиувилля, который определя-
ется интегральным соотношением

(2)

которое является прямым продолжением кратно-
го интеграла Коши для произвольной комплекс-
ной α с Re(α) > 0.

Интегро-дифференциальная природа дробного
оператора Римана–Лиувилля  в соответствии
с (2) и с интегральным ядром вида M(t) ∝ tα – 1 обес-
печивает немарковскую природу субдиффузион-
ного процесса, определяемого дробным уравне-
нием диффузии (1).

2
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Переписывая (1) в эквивалентной форме

(3)

получим исходное значение W0(х) с формой об-
ратного степенного закона (t–α/Г(1 – α))W0(x)), а
не экспоненциального, как для стандартной диф-
фузии [9, 11, 142–145]. При этом в пределе α → 1
уравнение (1) сводится ко второму закону Фика,
как это и должно быть.

Константа обобщенной диффузии Kα, которая
появляется в (1), определяется как Kα ≡ σ2/τα и в
терминах шкалы σ и τ приводит к размерности
[Kα] = cм2 с-α.

Б. Программный продукт “Fractalizer”

Широкие моделирующие возможности стоха-
стического фрактального лабиринта требуют раз-
вития средств, в том числе программных, кото-
рые могут во многом автоматизировать труд по
синтезу требуемой геометрии. Превращая про-
цесс синтеза из ручного в подробно-параметри-
ческий, мы позволяем сделать шаг к более слож-
ным задачам, связанным уже с приложениями
данного инструмента, которые, как было сказа-
но, могут быть очень широки. В частности, пла-
нируется применение фрактальных лабиринтов в
качестве геометрии миниатюрных СВЧ-излучате-
лей, способных стать новым классом фрактальных
антенн и фрактальных робастных антенных реше-
ток. Созданная программа получила название
“Fractalizer” [61, 83, 135–141]. Продукт (внешний
вид окна показан на рис. 23) содержит, во-пер-
вых, графический редактор генератора фракталь-

2
1

0 0 2( ) ( , ),
(1 )t
tD W x K W x t

x

−α
−α

α
∂− =

Γ − α ∂

Рис. 22. Простейшие 4 × 4 – лабиринтные фракталы с классификацией L1 (а) и L2 (б) [134].

(a) (б)
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ной кривой с функциями отмены последних дей-
ствий и выбора шага построения угла. Справа от
поля генератора введены инструменты установки
параметров: количества итераций главной ветви,
количество ответвлений, максимальная итерация
ответвлений, ширина и длина линий, максималь-
ное расстояние между несоседними элементами
(элементарными линиями) структуры.

Кроме того, программа имеет кнопки: Iterate –
создает лабиринт в памяти компьютера; Widen –
обводит созданную структуру контуром, скругляя
все внутренние углы (так на изгибающейся линии
с конечной шириной обеспечивается однородная
ширина) (рис. 24); BMP – сохраняет созданный в
оперативной памяти объект в формат рисунка
BMP; DXF – сохраняет структуру в универсаль-

Рис. 23. Окно программного продукта Fractalyzer.

Fractalizer
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DXF BMP
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Over trying:

Рис. 24. Скругление углов фрактального лабиринта: исходный (а) и реальный (б).

(a) (б)
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ном чертежном формате Autodesk DXF. Файл
формата BMP удобен для визуального просмотра,
а файл DXF может быть импортирован в качестве
геометрии в большинство современных компью-
терных средств проектирования и моделирова-
ния, семейств ANSYS, Solid Works и пр.

Останавливаясь подробнее на синтезе фрак-
тального лабиринта, следует отметить, что для
выбора точки каждого нового ответвления авто-
мат использует генератор псевдослучайных чи-
сел. Именно, случайным образом выбирается
узел, связывающий существующие ветви и эле-
ментарные линии внутри них. После удачного от-
ветвления новой фрактальной кривой, которая
исходит всегда из внешнего угла, деля его попо-
лам, все узлы этой кривой становятся доступны-
ми для генератора псевдослучайных чисел. Таким
образом, если итерация и/или количество ветвей
выбраны достаточно большими, то развитие вет-

вей может “увести далеко” от образующей ветви.
В программе также реализован контроль пересе-
чений, который прекращает развитие ветвей,
стремящихся пересечь или “подойти” достаточно
близко (степень близости – один из параметров)
к другим элементам структуры.

Программа с приемлемым быстродействием
способна формировать до сотен ветвей, каждая из
которых может содержать до 30–40 элементарных
линий, что позволяет синтезировать достаточно
сложные фрактальные стохастические поля и
апертуры (рис. 25).

Опорной средой, с помощью которой можно
оценить характеристики синтезируемой структу-
ры в качестве фрактальной антенны, выбран из-
вестный продукт электродинамического модели-
рования Ansoft HFSS 12. Схема взаимодействия
продукта Fractalyzer с HFSS показана на рис. 26.

Рис. 25. Примеры фрактальных лабиринтов: а, б, д – с неограниченным ветвлением, в – с ветвлением от главной кри-
вой, г – основная кривая для случая в.

(a) (б)

(в) (г) (д)
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Рис. 26. Схема работы программы Fractalyzer.

DXF

VBS

CSV

Последовательность действий при работе с
продуктом такова: сначала вручную задаются па-
раметры фрактального лабиринта (итерация ос-
нования, итерация ветвей, их количество и т.д.),
затем задаются параметры запуска и диапазон мо-
делирования для Ansoft HFSS 12, синтез начина-
ется, программа создает управляющий файл An-
soft HFSS 12 – сценарий на языке Visual Basic, а
также чертеж структуры в формате DXF; про-
грамма запускает Ansoft HFSS12 (в случае, если
это П/О установлено на ПК), инициируя выпол-
нение созданного сценария. Сценарий импорти-
рует файл .DXF в качестве медного проводника,
создает подложку из текстолита, воздушную об-
ласть, задает место подключения фидера и запус-
кает моделирование. По завершении моделиро-
вания сценарий с помощью инструмента Ansoft
HFSS 12 создает табличный файл в формате .CSV.
Наконец, программа Fractalyzer обнаруживает за-
вершение работы Ansoft HFSS 12, после чего им-
портирует созданный CSV файл и представляет
информацию в виде графика зависимости коэф-
фициента отражения S11 от частоты порта.

В. Результаты моделирования 
малых печатных СВЧ фрактальных антенн

С помощью разработанного программного
средства “Fractalizer” было выполнено экспери-
ментальное построение нескольких видов ветвя-
щихся фрактальных антенн, симметричной и не-
симметричной геометрии (рис. 27). Несиммет-
ричная геометрия была получена путем введения
зазора в середину основной ветви полученного
недетерминированного фрактала.

На рис. 28 показаны результаты моделирова-
ния фрактальной антенны из данных рис. 27б, а
именно, зависимость коэффициента отражения
от частоты и трехмерная диаграмма направленно-
сти. Как видим (рис. 28а), антенна имеет два резо-
нанса, первый из которых соответствует частоте
менее 1 ГГц, что означает способность к приему
волны длиной 0.35 м. Диаграмма направленности
круговая в плоскости XY, с наибольшим усилени-
ем в сторону отрицательного направления оси X
(см рис. 27б и 28б).

Некоторые примеры антенных фрактальных
структур и графиков коэффициента отражения
S11 представлены на рис. 29.

Что касается построителя или генератора
фрактальных лабиринтов, то возможности его
расширения достаточно велики. Прежде всего
для решения прикладных задач следует развить
стохастический аппарат, вводя методы генетиче-
ской оптимизации случайной конструкции [87,
146], которая должна стать прототипом самораз-
вития древовидного фрактала, его самоадаптации
к требованиям разработчика.

Автор полагает, что продукт “Fractalizer”, по
меньшей мере, способен разрешить некоторые
вопросы: обладает ли геометрический лабиринт-
ный фрактал с однородным генератором фрак-
тальным характером импеданса и возможны ли
на основе фрактальных лабиринтов генетический
синтез и оптимизация многомасштабных робаст-
ных антенных решеток с большим числом эле-
ментов (а также современных нано- и микрокон-
струкций) и, что более важно, синтез принципи-
ально нового “не энергетического” фрактального
обнаружителя сигналов по их сингулярностям и
топологии принятой выборки.
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Рис. 27. Симметричная (а) и несимметричная (б) фрактальные лабиринтные антенны в среде моделирования “Fractalizer”.
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Рис. 28. Коэффициент отражения несимметричной лабиринтной антенны (а) и ее диаграмма направленности (б).
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Рис. 29. Геометрия (слева) и динамические характеристики (справа), полученные при моделировании фрактальных
антенн на основе фрактальных лабиринтов.
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Рис. 29. Окончание.
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В последнем случае можно говорить о макси-
мальном “уходе” от энергии принимаемого ра-
диолокационного сигнала, т.е. использовании
принципа “максимум топологии при минимуме
энергии” для принимаемого сигнала [92–96, 100,
101, 147], позволяющего более эффективно ис-
пользовать преимущества текстурной и фрак-
тально-скейлинговой обработки информации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Создание широкополосных и сверхширокопо-
лосных радиотехнических систем всегда являлось

одной из основных задач современной радио-
электроники. Расширение полосы рабочих ча-
стот обусловлено современными тенденциями в
развитии радиолокации, телекоммуникаций, ра-
диотехники с целью повышения скорости пере-
дачи информации, повышения уровня помехоза-
щищенности и информационной емкости радио-
технических систем любого действия, а также
проблем помехозащищенности передаваемой ин-
формации.

Радиотехническая “фрактальная геометрия”
приемо-передающего устройства или любых ин-
формационных радиотехнических, оптоэлек-
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тронных и акустоэлектронных систем наряду с
фрактальными методами модуляции/демодуля-
ции и крипкостойкости (фрактальные сверхши-
рокополосные сигналы, фрактальное сжатие ин-
формации [9, 11]) являются, по-видимому, чрез-
вычайно перспективными мерами для решения
насущных задач традиционной радиоэлектрони-
ки, которая с момента своего зарождения полно-
стью основана на целочисленной мере.

Определение фрактальной геометрии через
систему итерированных функций позволяет со-
здавать всевозможные и сложные электродина-
мические структуры. Тем не менее их внутренние
регулярные упрощения моделируются и только
некоторым образом численно анализируются.
Изучение взаимодействия предфрактальных гео-
метрий с электромагнитными полями позволяет
выявить свойства чрезвычайно сложных электро-
динамических структур. Выводы о поведении ма-
лых предфрактальных антенн ведут к полезным
критериям проектирования оптимальных малых
проводных антенн. Численные инструменты ана-
лиза, разработанные для изучения малых провод-
ных предфрактальных антенн, могут быть ис-
пользованы в анализе сложных детальных малых
околорезонансных структурах, таких как метама-
териалы и т.д. Знания, полученные при понима-
нии поведения малых предфрактальных провод-
ных антенн, могут быть применены при исполь-
зовании предфрактальных геометрий и в других
современных электродинамических устройствах.
Показаны преимущества применения многослой-
ных фракталов (см., в частности, для более глубо-
кого обобщения отечественные работы [9–12, 33,
68, 74, 148, 149]) в резонаторах, фильтрах и других
электродинамических и радиотехнических струк-
турах. Таким образом, еще много работы впереди.

Внедрение фракталов, эффектов скейлинга и
дробных операторов может означать и будущее
радиоэлектроники, так как вся предыдущая и на-
стоящая радиоэлектроника базируется исключи-
тельно (и только!) на основе теории целочислен-
ных функций.
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